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现代 化 技术 革命 与 控制 论 - 


第 一 版 《工程 控制 论 》 原 是 用 英文 写 的 ， 出 版 于 一 九 五 四 年 四 ， 俄 文 版 是 一 九 五 六 
年 5, 德 文 版 是 一 九 五 七 年 所 ,中 训 版 是 一 九 五 八 年 由。 现在 回顾 这 个 时 代 :, 心 同 隔世 ! 在 
这 二 十 多 年 中 ， 我 们 的 国家 和 整个 世界 都 经 历 也 天 地 翻 履 的 变化 。 我 国人 民 经 受 了 这 一 
伟大 时 代 的 革命 锻炼 , 正 走 上 新 的 长 征 ,为 实现 四 个 现代 化 而 奋斗 . 《工程 控制 论 》 这 一 新 
版 的 作者 们 , 正 是 在 这 一 时 期 锯 炼 成 长 起 来 的 中 国 青 年 控制 玩 沦 科学 家 们 ， 他 们 ,尤其 是 
宋 健 同 志 , 带 头 组 织 并 亲自 写作 定稿, 完成 了 工作 量 的 绝 大 部 分 。 是 新 版 的 创造 者 。 有 他 
们 这 一 代 人 ， 使 我 更 感到 实现 四 个 现代 化 有 了 保障 。 对 这 一 新 版 。 我 是 没有 做 什么 工作 
的 ,但 为 了 表达 对 他 们 的 敬意 。 同时 也 算是 对 我 国 二 十 多 年 来 信 大 变革 的 纪念 , 纪念 我 们 
这 一 侦 共 同 的 经 质 , 我 要 为 宋 健 等 同志 创造 的 新 有 版 写 一 篇 序 。 = 

序 的 总 题目 ,就 是 如 何 加 速 实 再 党 申 央 号 召 \ 金 国人 民 所 向 往 的 农业 工业 \ 国 防 和 科 
学 技术 现代 化 。 实现 四 个 现代 化 就 必须 发 展 生产 力 ; 而 发 展 先 产 力 的 一 个 重要 方面 就 是 
推选 技术 革命 。 所 以 ,我 就 从 技术 革命 讲 想 ,最 后 说 到 本 书 的 题目 : не. 


(—) 


URREA, 首先 要 提 一 下 其 它 ENAA RERE. ; 

二 十 世纪 现代 科学 技术 的 伟大 成 就 ， 正在 对 由 产 以 及 整个 社会 产生 着 巨大 的 冲击 . 
有 人 常常 用 “新 的 工业 革命 第 二 次 工业 草 命 "、“ 第 三 次 工业 革命 "、“ 科 学 技术 革命 "等 
等 词 条 来 表达 现代 科学 技术 伟大 成 就 的 社会 意义 ， 但 是 ,我 们 在 使 用 这 些 词 名 时 不 应 包 
视 这 些 词汇 的 背景 

这 就 有 必要 加 六 到 本 世纪 四 十 年 代 末 ,对 这 些 提 法 的 来 历 作 一 矢 考 察 ， 
”控制 论 的 黄 基 人 N. 维 纳 在 一 九 四 七 年 十 月 这 样 说 过 : “如 果 我 说 , 第 一 次 工业 革命 
是 革 * 了 明暗 的 魔鬼 的 磨 房 的 命 , 是 人 手 由 于 和 机 器 竞争 而 贬值 ; ……; 那么 现在 的 工业 革 
命 便 在 于 人 脑 的 贬值 ， 至 少 人 及 所 起 的 较 简单 的 较 具有 常规 性 质 的 判断 作用 将 要 贬 
值 “5. 因 此 ,。 维 纳 是 第 一 个 把 控制 论 引 起 的 自动 化 同 “第 二 次 工业 革命 "联系 起 来 的 人 .此 
后 ,J. D. 贝尔 纳 在 一 九 五 四 年 也 提出 自动 化 是 一 次 “新 的 工业 革命 ”, 他 说 : “我 们 有 理 
由 提 到 一 次 新 的 工业 革命 ,因为 我 们 引用 了 电子 装置 所 能 提供 的 控制 因素 、 判 断 因 素 和 精 
密 因素 , 还 有 进行 工业 操作 的 速度 大 大 增加 了 。 巨型 的 自动 化 生产 线 ， 甚 至 完全 自动 化 
的 工厂 都 有 了 ……” nH， 贝 尔 纳 同 时 提出 了 “科学 技术 革命 ”这 个 名 词 , 他 说 : “二 十 世纪 
新 的 革命 性 特征 不 可 能 局 限于 科学 , 它 甚至 于 更 寄托 在 下 列 事实 ,就 是 只 有 在 今天 科学 才 
做 到 控制 工业 和 农业 ， 这 场 革命 或 许可 以 更 公 多 地 叫 作 第 一 次 科学 -技术 革命 Е 
АВИА ААА ЛА, 资本 主义 国家 的 学 者 日 渐 增 多 地 采用 这 两 个 词 。 而 尤 以 “第 二 次 工业 革 
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命 ” 这 个 词 更 为 流行 . 

苏联 学 术 界 在 一 九 五 五 年 以 前 的 一 段 时 阐 内 ,曾经 把 “第 二 次 工业 革命 "和 “科学 技术 
革命 "作为 美化 资本 主义 的 概念 而 加 以 拒绝 ;六 十 年 代 初 ,态度 发 生 转 变 , 开 始 接受 这 两 个 
概念 ;到 了 七 十 年 代 ，“ 科 学 技术 革命 ”已 经 成 为 今天 苏联 学 术 界 普遍 接受 的 概念 了 中; 虽 
然 对 “第 二 次 工业 革命 * 这 个 概念 还 有 争论 ， 怕 把 窑 作为 尖 个 新 概念 接受 下 来 也 已 成 为 事 
X. 

当然 ， 概 念 上 的 紊乱 也 是 存在 的 : 诸如 一 面 讲 “自动 化 是 新 的 工业 革命 "“ 计 算 机 在 
工业 上 的 应 用 正在 引起 第 二 次 工业 革命 ”< 第 二 次 工业 革命 在 本 世纪 早期 始 于 美国 , 它 指 
在 例 行 的 重复 性 的 工作 中 ， 用 自动 控制 和 逻辑 装置 代替 天 的 智力 和 神经 系统 ”, 然 后 又 说 
什么 < 空间 时 代 是 芽 业 革命 的 第 三 阶 色 .= 一面 讲 “ 现 伐 只 有 在 苏联 才 发 生 新 的 工业 革命 "， 
另外 又 讲 “不 论 在 社会 主义 国家 还 是 在 发 达 的 资 未 主义 图 家 都 正在 发 生 新 的 工业 章 命 即 
第 填 次 工业 革命 "等 等 、 在 “科学 技术 革命 "问题 上 的 说 续 也 很 类 似 ; НУЮ 
工业 革命 即 科学 技术 革命 ,又 讲 “ 科 学 技术 革命 作为 一 外 过 程 , 接 其 内 容 和 本 质 是 不 同 于 
工业 革命 的 的 还 说 “科学 技 宁 毕 命 是 第 二 次 工业 革命 的 先驱 *.“ 科 学 技术 革命 即 答 理 工艺 
过 程 的 革命 “科学 技术 革命 是 由 于 科学 起 着 优先 作用 市 实现 的 现代 社 营 生产 力 的 根本 
变革 ”等 等 ， 其 实 科 学 技术 革命 这 个 词 就 谷 易 各 械 念 土 完全 不 同 的 科学 革命 混 捕 ;科学 革 
命 是 指 人 类 认识 客观 世界 的 重大 飞跃 ， 在 自然 料 学 镇 壤 里 的 料 学 昔 命 包 经 由 库 是 四 作 了 
详细 的 阐述 。 所 以 科学 革命 只 是 认识 几 观 世界 ,还 采 是 改造 客观 世界 * 它们 有 联系 、 和 但 又 
是 不 相同 的 . 

苏联 学 术 界 对 待 “第 二 次 工业 革命 ”和 “科学 技术 革命 "这 两 个 概念 的 态度 ,为 什么 有 
一 个 曲折 的 过 程 ? 这 也 是 一 个 值得 思考 的 问题 ， 一 九 七 二 年 ,苏联 《哲学 问题 》 杂志 在 第 
十 二 期 的 社论 中 宣称 “科学 技术 革命 "使 “生产 的 梢 互 关系 ”,“ 社 会 的 状态 ”和 “社会 的 结 
构 * 等 等 “发 生 了 根本 的 变化 *,“ 现 代 世 界 发 生 的 深刻 变化 ”迫使 大 们 对 马 询 主义 基本 原理 
做 “这 样 或 那样 的 修正 "0， 从 这 个 观点 атнын, жа 
是 要 修正 马克 轩 主 义 基本 原理 . 

科学 的 社会 科学 ,应 该 把 它 所 有 的 概念 同 马克 аз хазаж лжи 
(k. хів тл" HARRE” БИЕННАЛЕ, ARI 
是 科学 的 社会 科学 工作 者 的 任务 ， 而 且 也 是 自然 科学 技术 工作 者 的 任务 ， 为 此 就 有 必要 
回 到 "产业 革命" 或 所 谓 " 第 一 次 工业 革命 "这 个 何 题 上 来 .， | 


Е > 


“最 先 提出 “产业 奉命 ”概念 的 是 恩格斯 . живи, AERA 3 fErh ра 
命 ”和 概念。 也 有 英国 资产 阶级 经 济 历史 学 家 托 因 比 的 “产业 革命 ” ш, а, ИЖ 
马克 思 主 义 的 “ 沪 业 革命 ”概念 才 是 真正 科学 的 概念 . 恩格斯 在 一 八 四 五 年 出 版 的 《美国 
工人 阶 豚 状况 》 一 书 中 , 关于 “产业 革命 ”的 论述 ,是 科学 的 社会 科学 对 “产业 革命 " 概 谷 的 
Вж. ЮН: “英国 工人 阶级 的 历史 是 从 十 八 世纪 后 半期 ;从 蒸汽 梳 和 棉花 加 工 
机 的 发 明 开 始 的 。 大 家 知道 ,这 些 发 骨 推动 了 产业 革命 ,产业 草 命 闻 时 又 引起 了 市 民 社 会 


A 
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意 以 ,就 旬 政 治 革命 对 于 法 图 ,哲学 革命 对 于 德国 一 梓 ,，…… 但 这 个 产业 革命 的 最 重要 的 
产物 是 奖 国 无 产 阶级 

“什么 是 < 技术 革命 * 电 ?首先 给 予 “技术 革命" 峰 侈 以 精确 化 定义 的 是 毛 主席 ， 毛 主席 
在 天 十 年 代 就 使 用 过 技术 革命 这 个 词 , 它 往往 是 和 技术 革新 并 列 的 .但 毛 主 席 没 有 净 久 在 


该 料 -- 般 的 认识 上 ,后 来 他 进一步 发 展 和 总 结 了 历史 上 生产 力 发 展 的 规律 阐明 了 技术 蔷 


命 这 一 业 念 ,指出 :“ 对 每 一 具体 技术 改革 说 来 , 称 为 技术 革新 就 可 以 了 ,不 必 再 说 转 术 革 


命 。 技 术 革 命 指 历史 上 重大 技术 改革 ,和 如 用 菩 汽 栅 代 替 手 工 ,后 来 又 发 有 明 电 为 现在 又 
.发明 原 子 能 之 类 .* 毛 主席 举 出 了 三 个 技术 革命 的 格子 ;其 中 两 个 是 历史 上 的 ,一 个 是 现代 
的 . 把 它们 作为 技术 革 合 的 典型 加 以 研究 ， 会 给 我 们 什么 启发 ? ЕВА И 


义 和 现 实意 义 是 什么 呢 ? 
蒸汽 机 技术 革命 同 十 作 世 纪 工 业 革命 既 有 联系 又 有 区 别 . 在 工场 手工 业 时 其 ,一 六 


- 八 八 年 英 辆 大 托马斯 ， 萨 弗 里 发 明了 科 用 燕 汽 冷 覆 产生 的 真空 和 燕 汽 压力 工作 的 抽水 用 


ZAR: 两 年 之 后 法 图 人 巴 本 证 实 了 德国 人 菜 伯 尼 效 提出 的 蒸汽 可 在 汽 包 中 推动 活塞 的 
原理 ;一 七 一 二 年 英国 人 托马斯 ， 纽 柯 门 做 成 用 蒸汽 和 空气 压力 工作 的 一 种 蒸汽 泵 ,用 于 
人 矿井 抽水 。 但 是 ,这 些 蒸汽 机 并 没有 引起 正业 节 命 ,相反 地 , 正 是 由 于 创造 了 工具 机 , 才 使 
蒸汽 机 的 革命 成 为 必要 四 ,一 七 六 四 年 出 现 珍妮 急 纱 机 , 一 七 六 七 年 出 现 水 力 纺 纱 机 ,一 
龙 八 百年 出 现 骤 机 ， 这 一 系列 工具 机 的 发 明 促使 甩 特 实现 了 若 汽 机 的 革命 一 七 六 四 年 


- 想 在 格 粒 斯 哥 大 学 修理 纽 柯 门 机 器 的 模型 时 产生 了 站 的 伟大 发 明 ， 一 七 六 办 年 他 获得 第 


一 种 蒸汽 机 专利 ,一 七 八 四 年 获得 第 二 种 燕 汽 机 专利 ,一 七 人 五 年 燕 汽机 开始 用 来 发 动 针 


эи, 一 七 八 六 年 建成 博尔顿 瓦特 蒸汽 机 工厂 .。. 


: -全 等 的 榴 汽 机 是 大 工业 普遍 应 用 的 第 一 个 动力 机 ， 它 取代 了 在 生产 过 程 中 作为 动力 
提供 考 的 从 一 台 燕 汽 枢 推动 许多 省 工具 机 ,形成 有 组 织 的 机 器 体系 ,这 就 是 工厂 人 制度 的 


ЧЕ. 从 一 七 八 六 年 双 一 八 @ 品 年 ;瓦特 的 工厂 共生 产 了 五 百 和 多 人 台 蒸 汽机 ,大 火 加 速 了 工 
二 革 作 的 步伐 ,工场 手工 业 时 代 的 退 绥 的 发 展 进程 变 成 了 和 步 产 中 的 真正 狂 磊 时 期 ""” , 菩 
- 汽 术 成 为 大 工业 迅速 发 展 的 推动 力 ,“ 推 动力 一 旦 产生 ; 它 就 扩展 到 开业 活动 的 二 切 部 门 
: 焉 去 …:, 当 工业 中 机 械 能 的 巨大 都 义 栓 实践 上 得 到 证 明 以 后 ,人 们 便 用 一 切 办 法 来 全 面 
地 利用 这 种 能 量 ”2。 所 以 是 敬 汽 机 技术 革命 导致 了 工业 革命 或 产业 革命 . 


我 门 机 看 万 主席 举 的 技术 革 旬 的 第 二 个 傅 子 :电力 的 发 明 利 应 用 。 一 八 三 一 年 法 拉 — 


:第 对 电磁 定律 的 发 现 , 为 电力 的 发 明黄 定 了 基础 一 八 七 八 年 ,爱迪生 发 明 能 在 商业 上 上 车 | 
ШВУ ВА, ЭЕ ЛАЗ КАСТАР ЕНЬО 0: 次 年 ,爱迪生 制 成 ， 
ERAT ГАЗЕТЕ NEEE SREE. TESNA | 


未 有 的 干净 明亮 的 照明 工具 的 需要 ,很 快 出 现 了 一 个 完全 新 型 的 工业 一 一 电力 工业 . — 


-小 八 二 年 受 迪 生 的 发 电厂 和 供电 系统 在 纽约 迁 转 ; 同一 年 在 慕尼黑 电气 展览 会 上 ,法国 


物理 学 家 马赛 尔 . 德 普 勒 展 出 了 他 在 米 斯 巴 替 杏 慕尼黑 之 间架 设 的 第 一 条 实验 性 输电 线 
路 ,从 此 开始 了 交流 电 远 距离 传输 技术 的 类 发 展 .电力 的 发 明 从 照明 开始 ;从 由 于 它 解决 


“了 了 动力 的 分 配 、 传 输 和 转换 问题 ,所 以 很 快 在 大 工业 中 得 到 普遍 应 用 。 蕊 克 油 在 他 逝世 前 


夕 , 莹 下 极为 喜悦 的 心情 密切 注视 着 电力 的 发 明 。 在 一 八 八 三 年 , 恩 桥 斯 针对 电力 的 发 明 = 


viti Е 


说 :“ 这 实际 上 是 一 次 巨大 的 革命 燕 汽 机 教 我 们 把 热 变 成 机 械 运动 ;而 电 的 利用 将 为 我 
们 开辟 一 条 道路 ,使 一 切 形式 的 能 一 一 热 . 机 械 运 动 . 电 \ 磁 ,光一 一 到 相 转 化 ,并 在 工业 上 
加 以 利用 。 循环 完成 了 。 德 普 勒 的 最 新 发 现 ,在 于 能 够 把 高 压 电 流 在 能 量 损失 较 小 的 情 
况 下 通过 普通 电线 输送 到 迄今 连 想 也 不 敢 想 的 远 距 离 ， 并 在 那 一 端 加 以 利用 :一 一 这 件 事 
:还 只 是 处 于 萌芽 状态 一 一 ,这 一 发 现 使 工业 几乎 彻底 摆脱 地 方 条 件 所 规定 的 一 切 界 限 , 并 
且 使 极 遥 远 的 水 力 的 利用 成 为 可 能 、 如 果 在 最 初 它 只 是 对 城市 有 利 ， 那 末 到 最 后 它 终 将 
威 为 宵 除 城乡 对 立 的 最 强 有 力 的 杠杆 。 但 是 非常 明显 的 是 ,生产力 将 因此 得 到 极 大 的 发 
ж ， 以 至 于 资产 阶级 对 生产 力 的 管理 愈 来 愈 不 能 胜任 ”24.， 实践 证 实 了 恩格斯 的 科学 预 
见 ,“ 电 力 工业 是 最 能 代表 最 新 的 技术 成 就 和 十 九 世 纪 末 、 二 十 世纪 和 初 的 资本 主义 的 一 个 
суш 了 > 而且 直到 今天 也 仍然 是 如 此 是 电力 技术 革命 推进 了 资本 主义 转 入 垄断 阶 
段 , 出 现 了 资本 帝国 主义 , 即 帝 国 主义 . 
г. - 藻 汽 机 和 电力 这 两 个 历史 上 的 技术 革命 例子 。 使 我 们 把 科学 按 术 的 发 展 作为 一 种 社 
会 过 程 、 社 会 现象 来 研究 , 从 它 的 发 展 规律 , 能 够 找到 一 条 线索 : 生产 力 的 发 展 史 是 以 技 
术 革 命 划 分 阶段 的 。 这 是 毛 主席 关于 技术 革命 的 重要 论述 对 我 们 的 启示 。 


0) 


:生产 力 始终 处 在 发 展 过 程 中 。 而 这 种 发 展 过 程 又 首先 是 从 生产 技术 的 改革 开始 的 . 
生产 力 的 发 展 水 平 取决 于 生产 技术 的 高 低 ， 生产 力 的 发 展 同一 切 事物 一 样 ， 总 是 采取 两 
种 状态 , 即 相对 稳定 的 发 展 状态 和 飞 脆 变动 的 发 展 状态 , НИЯ, 即 生产 力 的 发 展 星 现 
一 种 阶段 性 “由 粗 策 的 石器 过 湾 到 弓箭 ， 与 此 相 联系 ， 从 狩猎 生活 过 流 到 帅 养 动物 和 原 
` 始 畜牧 ;由 石器 过 渡 到 金属 工具 (铁人 其、 铁 锋 创 等 等 ), 与 此 相 适 应 ,过 渡 到 种 植 植物 和 耕作 
业 ; 加 工 材 料 的 金属 工具 进一步 改良 ,过 渡 到 冶 铁 风 箱 , 过 渡 到 陶器 生产 , 与 此 相 适 应 , F 
:工业 得 到 发 展 , 手工 业 脱离 农业 , 独立 手工 业 生产 以 及 后 来 的 王 场 手工 业 生 产 得 到 发 展 ; 
` 从 手工 业 生产 工具 过 渡 到 机 器 , 手工 业 - 工 场 手工 业 生产 转变 为 机 器 工业 ; 进而 过 渡 到 机 
器 制 , 出 现 现代 大 机 器 工业 , 一 一 这 就 是 人 类 由 十 社 会 生产 力 发 展 的 一 个 大 致 的 、 远 不 完 
备 的 情景 "9. 这 是 对 生产 力 发 展 阶段 性 的 最 形象 描述 .在 这 一 幅 生 产 力 发 展 的 大 致 情景 
中 , 每 当 生产 力 出 现 一 次 飞跃 变动 , 就 意 际 着 某 一 技术 革命 被 引进 到 了 社会 生产 之 中 . 革 
. 命 就 是 量变 到 质变 的 飞跃 ， 每 一 技术 革命 的 本 身 就 是 经 过 一 个 时 期 实践 经 验 的 累积 ， 有 
时 还 要 既 历 很 长 的 列 育 时 期 ,然后 才 显示 出 来 ， 它 一 出 现 又 立即 影响 了 整个 社会 生产 , 引 
起 生产 力 的 飞跃 发 展 。 人 类 社会 生产 力 和 整个 社会 的 发 展 就 是 这 样 波浪 式 地 前 进 。 技术 
革命 是 那些 引起 生产 力 飞 蜂 发 展 的 技术 变革 ， 不 是 生产 力 持续 发 展 的 一 般 撤 术 改 放 或 
` ЖА. 
技术 、 技 术 革命 属于 劳动 过 程 或 生产 过 程 "";“ 生 产 过 程 可 能 扩大 的 比例 不 是 任意 规 
定 的 , 而 是 技术 上 规定 的 "*。 技 术 甘 命 力 是 生产 力 发 生 飞 跃 变 化 的 技术 根源 , 而 生产 力 
. 的 飞 峰 发 展 又 必然 推动 社会 历史 的 阶段 性 变化 。 是 燕 汽机 技术 革命 带 来 了 产业 革命 这 一 
生产 力 的 飞跃 变化 ,推进 了 自由 资本 主义 的 兴起 ;而 电力 技术 革命 却 加 速 了 资本 主义 的 历 
史 进 程 ， 促 使 它 进入 鸡 断 资本 主义 。 这 就 是 毛 主席 提出 技术 革命 这 一 科学 概念 的 伟大 而 


ne 
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深远 的 涵义 。 同 时 ， 我 们 也 看 到 , “技术 革命 ”一 词 比 前 几 节 中 介绍 的 其 它 几 个 词汇 更 精 
确 ,更 有 利于 讨论 研究 问题 . 

为 了 极 大 地 提高 我 国 社会 生产 力 ， 我 们 应 该 深入 研究 当前 出 现 的 几 项 技术 革命 的 涵 
义 ,探索 正在 酝酿 .即将 出 现 的 技术 革命 ,能 动 地 推进 技术 革命 ,加 速 我 国 四 个 现代 化 的 建 
it. | 


四) 


我 们 先 讨 论 核能 技术 革命 . | 

核能 按 术 是 本 世纪 初 物理 科学 的 化 大 产物 . AORE, 受 因 斯 坦 发 现 了 质 能 等 效 
.性 原理 ， 预 示 了 原子 核反应 所 用 放 的 能 量 比 化 学 反应 释放 的 能 量 大 几 百 万 倍 的 可 能 性 . 
此 后 ,科学 家 为 敲 开 核能 宝库 的 大 门 进行 了 不 懈 的 努力 .一 九 三 二 年 恰 德 威 克 发 现 中 子 ， 
找到 了 分 裂 原 于 核 的 钥匙 ;一 九 三 八 年 末 , ТНЕУ НН, 发 现 了 铀 原 
子 核 的 可 弹 变 性 ;次 年 一 月 二 十 七 日 , 在 美国 华 三 顿 举 行 的 物理 学 家 会 议 上 , HRR 
会 绍 了 上 述 发 现 的 重大 意义 , 费 米 普 先 提出 了 链 式 肥 应 的 理论 ; 一 九 四 二 年 十 二 月 二 日 ， 
费 米 存 芝加哥 大 学 建成 第 一 个 原 于 反应堆， 首次 用 实验 证 明 : 在 可 异 变 的 铀 核 中 能 够 产 
生 自 维持 的 链 式 反应 ,从 而 迎 来 了 核能 技术 的 黎明 . 

核能 是 一 种 十 分 集中 的 新 能 源 。 ARAN НЕЕ НА J TNR. 全 世 
` 界 有 丰富 的 铀 储量 ,在 煤 \ 石 油 、 天 然 气 日 益 枯竭 的 情况 下 ;原子核 的 裂变 能 是 一 个 有 广阔 
前 途 的 新 能 源 ; 一 座 一 百 万 千 皇 的 核电 站 正常 运行 一 年 ,节省 的 矿物 炊 料 相当 于 一 百 四 十 
五 万 哮 石 油 或 二 百 三 十 六 万 吨 煤 或 十 六 点 五 亿 立 方 米 天 然 气 ; 所 一 九 七 六 年 国外 统计 资 
: 料 , “核电 站 的 每 千瓦 小 时 电 总 平均 费用 已 低 于 烧 煤 和 石油 的 火力 发 电 。 正 如 燕 汽机 出 现 
时 的 情形 一 样 , 当 核能 的 巨大 意义 在 实践 中 得 到 证 明之 后 ,人 们 就 会 全 力 以 赴 把 这 种 现代 
生产 力 发 展 的 车 大 推动 力 扩 展开 来 。 家 一 九 五 九 年 出 现 第 一 座 商用 核电 站 以 来 ， 新 兴 的 
- 核能 电力 上 宇 业 正在 迅速 发 展 , 截 至 一 九 七 八 年 六 月 天 日 耳 ,全 世界 已 建成 运行 的 电功率 在 
三 万 千 天 以 上 的 核电 站 已 达 二 百 零 七 座 , 总 电功率 约 达 一 亿 零 八 百 万 于 瓦 ; 侈 世界 正在 建 
设 的 核电 站 有 二 百 一 十 九 座 , 总 电功率 达 一 亿 万 证 六 百 万 千瓦 ;正在 计划 建设 的 械 电 站 有 
一 百 二 十 三 座 * 总 电功率 达 一 亿 二 千 四 百 万 二 现 ， 狐 计 到 公元 二 后 年 ,条 世界 核电 站 的 装 
机 容量 将 达 征 三 至 十 六 亿 千 瓦 , 反 时 将 占 人 金 世界 总 竣 获 量 的 百 分 之 四 十 五 . o 

幸 答 发 现 核 裂变 前 ,科学 家 就 了 解 到 ,包括 太阳 在 内 的 恒 旦 鞭 持续 发 射 的 巨大 能 量 来 
自 轻 元 素 的 核 聚 变 . 但 这 种 核 聚 变 反 应 是 在 一 个 极 高 的 温度 和 压力 环境 中 维持 的 ，、 人 工 
创造 这 样 一 个 环境 现在 还 做 不 到 .比较 容易 二 点 的 是 所 的 聚变 ， 而 地 球 海洋 里 就 有 极 大 
量 的 气 ; 一 升 海水 中 就 可 以 提取 约 33 а ра НОТ, 这 一 点 气 的 聚变 能 量 就 等 于 三 百 升 的 汽 
油 ! 但 就 是 策 聚 变 也 不 是 轻而易举 的 ， 在 一 九 四 五 年 六 月 填 五 日 首次 裂变 原子 弹 爆 炸 实 
яв, В ИЖЕ “氢弹 ”爆炸 ， 现 在 人 们 正 向 可 控制 聚变 反 
有 可 能 在 本 世纪 来 实现 ， PERAK ERANU 
Rut AX T. | a 


(H) 
对 现代 生产 发 生 深 远 影响 的 第 二 项 技术 革命 是 电子 数字 计算 机 
惹 汽机 和 电力 实现 了 生产 过 程 的 机 械 化 ， 而 监督 与 调整 生产 过 程 的 工作 仍 需 人 工 来 
完成 。 工 人 要 不 断 照 料 机 器 的 动作 , 用 眼 、 耳 和 神经 系统 来 直接 获取 生产 过 程 的 信息 , 然 
后 由 大 脑 对 这 些 信息 进行 处 理 , 作 出 要 不 要 改变 机 器 运行 状况 的 决定 ,并 通过 手 对 机 器 的 
直接 调整 来 执行 这 一 决定 。 本 世纪 初 以 来 ， 产 生 了 能 对 各 种 物理 量 进行 精确 测量 的 感受 
器 件 , 也 产生 了 各 种 执行 机 构 。 获取 机 器 生产 状况 的 信息 的 工作 ,就 由 感受 器 件 取代 了 人 
的 器 官 ; 控制 决定 的 执行 , 由 执行 机 构 取 代 了 手 对 贝 器 的 直接 调整 .. (B Ek, РУНЫ ИВ 
由 人 直接 作出 ,整个 生产 过 程 还 需 人 的 直接 参与 。 这 衬 一 种 状况 影响 着 生产 率 进 一 步 发 
展 . 对 一 些 日 益 精密 化 .快速 化 的 现代 工业 过 程 (如 化 学 工程 过 程 ),. 不 王 控制 已 完全 不 能 
脏 任 ,因为 在 这 种 情况 下 人 的 思维 在 速度 、 再 靠 性 和 耐力 方面 都 显得 不 蚁 ;五 寸 年 代 出 现 
了 模 氢 式 自 动 控 销 设备 ;在 一 些 不 太 复 杂 的 儒 产 过 程 中 实现 了 自动 控制 . “但 是 ;这 种 设备 
一 般 不 能 用 隆 复 杂 的 现代 化 工业 过 程 ,不 能 进行 数据 处 理 , 也 不 能 用 于 整个 工厂 或 车 疗 的 
全 盘 自 动 化 .电子 计 咎 机 的 出 现 并 应 用 于 二 业 生产 , 才 使 自动 控制 技术 产 虫 了 革 厨 .第 、 
电子 数字 计算 机 具有 计算 精确 的 特点 ,和 数字 化 感受 回 何 .数字 化 执行 机 构 结 各, 能 够 实 
更 工业 生产 过 程 的 精密 控制 ; 第 二 ; 电子 数字 计算 机 隔 有 很 厌 的 计算 能 力 ,可 以 根 据 生产 
-过程 运 行 状况 的 政变 而 自动 改变 调 书 参数 ; 可 以 证 算出 生产 过 程 的 发 展 趋 势 ; 藉 便 决 定 应 
当 预 先 调整 那些 操作 条 件 ， 所 以 计算 机 能 够 对 复杂 的 工业 生产 过 程 实现 良机 折 嵌 ?第 三 ， 
计算 机 不 俊 能 对 生产 过 程 进行 最 优 控制 ,而 且 能 对 包括 曲 受 器 件 、 执 行 机 构 和 计 革 机 本 身 
在 内 的 全 部 生产 设备 进行 监督 控制 . 有 以 计算 机 能 够 实现 总 个 企业 和 企业 体系 生产 过 和 
ВЕН. 
有 关于 过 程 的 信息 ,是 调节 与 控制 这 个 过 程 的 各 有 。 人 和 人 需要 交换 信息 ， 人 和 机 器 也 
需要 交换 信息 ,任何 社会 实践 过 程 都 需要 处 理 信息 、 人 处 理 信息 的 能 力 ; 直 民 注 哆 着 机 调 
- 节 与 控制 事物 的 能 力 。 电 子 计算 机 作为 最 具 普 遍 亲 尖 的 信和 意 自 动 化 处 理气 备 久 除了 用 于 
生产 过 程 的 数字 自动 化 控制 外 , 还 广泛 用 于 军事 技术 .科学 研究 天 气 预 报 \ 变 通 运 输 、 组 
- 织 管 理 、 信 息 管理 、 财 政 贸 易 和 日 常生 活 等 领域 , 并 成 为 现代 北 社 会 一 种 最 富有 代表 性 的 
装备 。 据 一 九 七 六 年 年 底 的 统计 数字 ,每 百 万 就 业 人 口 〈 不 包括 农业 ) 所 拥有 的 通用 电子 
-数字 计算 机 ,美国 是 一 千 信 百 余 台 , 且 本 \ 西 德 是 八 百 余 售 .这 个 数字 还 在 迅速 增长 中 
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ОАЕ ИЗЕБЕЛ НН ЕАН ЕСИ Ra СВЕЖ. Я 
天 技术 , 是 把 航天 应 用 于 生产 、 科 学 技术 和 军事 的 一 大 类 新 技术 的 总 称 , ВОРА 
年 代 姓 生 的 重大 技术 成 就 。 航 天 技术 短 短 二 十 余年 的 发 展 历史 ， 不 仅 融 现 出 在 军事 上 的 
重要 性 ,而 且 显 示 出 了 它 在 社会 生产 和 科学 技术 范围 内 的 巨大 应 用 潜力 . 

航天 技术 首先 把 作为 社会 生产 过 程 一 般 条 件 的 通信 手段 提高 到 了 一 个 全 新 的 发 展 水 
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平 ,实现 了 一 种 理想 的 天 上 中 恕 站 一 一 通信 卫星 。 利用 卫星 通信 ,不 需要 数 设 电缆 或 微波 
接力 站 。 极 少 受 大 气 干扰 ,作用 范围 广 , 可 知性 高 ,而 且 通信 容量 大 。 一 颗 通信 卫 显 的 通信 
能 为 与 一 百 条 越 洋 海底 电 绕 相当 ， 利用 卫星 通信 ， 实现 了 电视 对 广大 用 户 的 直接 广 播 ; 利 
用 卫星 通信 :可 以 把 大 范围 内 的 信息 处 理 设备 沟通 形成 信息 网 络 。 

+ 航天 技术 实现 了 气象 观测 方式 的 革命 . 气 代 卫星 能 够 在 全 球 范围 内 对 海洋 、 大 陆 和 
АННЫ eW БЕНИН, ЕЭ с КЕ ИИ 
图 进行 精确 探测 ;能 够 连续 监视 大 片 地 区 的 天 气 现象 并 对 研究 台风 一 类 灾害 性 天 气 现象 
有 很 大 的 作用 . 航天 按 术 还 能 用 于 监视 地 之 的 活动 现象 HARAK UMAR 
出 贡献 . . Ëf 

.< 运输 业 是 一 个 物质 生产 的 领域”， жа. 幸运 的 导航 技术 与 社会 生产 的 发 展 紧密 相 
关 。 航 天 技术 提供 了 一 种 理想 的 天 上 无 线 电导 航 合 一 一 导航 卫星 ,从 天 上 宣 接 给 飞机 ;: 般 
舶 .潜艇 传送 导航 信号 ,大 大 提高 了 导航 系统 的 经 济 性 、. 可 靠 性 和 精确 性 . 卫星 导航 技术 的 
最 新 发 展 * 将 可 以 提供 全 球 性 的 ,连续 性 的 \ 高 精度 的 导航 业务 , 定位 误 莽 不 超过 十 米 。 测 
ЗЕЕ 3 厦 米 , 比 地 面 无 线 电导 航 提 高 近 一 百倍 ! :， 

航天 技术 提供 了 一 种 经 济 、 有 效 的 自然 资源 大 面 可 普 查 手 芭 . 地 球 资 源 卫 图 可 以 用 
于 土壤 资源 的 调查 、 规 划 和 开发 ， 农作物 长 势 和 病害 预报 ， 信物 资源 普查 , 水文 勘测 ,林业 、 
牧 业 资源 管理 ,海洋 资源 调查 ,等 等 ， 

航天 技术 还 开辟 了 “天 上 生产 ”的 远景 . 例如 ， 在 赤道 同步 卫星 轨道 上 ,太阳 产生 的 能 
量 密 滚 率 的 为 每 分 钟 每 平方 厘米 二 卡 , 而 且 不 受 地 球 妓 夜 和 天 气 变化 的 影响 ,我 们 可 以 设 
想 在 未 来 利用 这 种 环境 在 天 上 建设 大 型 太阳 能 电站 持续 泊 电 ， 然 后 通过 大 功率 繁 波 器 伞 
园 歇 成 微波 能 量 ,定向 发 射 回 地 面 接收 站 ,再 转换 成 工业 和 民用 所 需 的 电力 。 - 

` 出 筷 能 天 搜 术 的 最 新 发 展 、 在 党 世纪 六 十 年 代 将 出 现 一 种 先进 的 可 往返 使 用 的 航天 
ERTA ERIM. AR КАТ REMUER: НЕ 
jË ВВС Вт DS не р ВЕ | E 
ЕСЕН Е ГЕНА ВЧ О ВЕЕ IEE hik UB ОВОО RX. 
天 技术 提供 经 济 的 “天 上 实验 室 “; 将 能 使 利用 ЕЛЕНЫ ЖЕН. i 
ВОС КЕИ еж pi A. O 

ARER EPR FERRER ER ERDRE. 从 根本 上 说 . 这 是 由 于 
航天 具有 极其 深刻 的 认识 论 意 义 。 任何 知 识 的 来 源 ; -在 于 人 的 肉体 感官 对 客观 外 腊 的 感 
党 .加 此 ;任何 技术 的 发 展 都 与 人 类 眼界 扩大 的 程度 相关 .= 航 灭 技术 握 供 了 一 个 极其 优 
ННЯ, 其 天 上 素 发 展 我 们 对 地 球 , 大 气 层 和 多 个 自 热 界 的 认识 , 使 人 的 限界 有 -- 个 - 飞 ， 
路 的 入 大、 在 航天 技术 出 现 之 前 ; 坟 扁 限 在 地 球 上 5 服 界 很 小 ,对 范围 梭 其 这 镁 的 陆地 \ 海 - 
洋 、 大 钢 慨 进行 一 天 系统 的 考察 ,所 需要 的 时 间 是 十 分 长 的 ; 刘 范 围 根 大 胸 区 起 广 、 洲 际 性 ， 
其 芝 爹 珠 福 的 自然 现象 ,根本 无 法 直接 观察 ;' 对 环境 条 件 恶 劣 地 区 的 自然 现象 , 难以 深入 
考察 ;对 一 些 迅 速 强化 的 自然 现象 ,人 也 铅 笃 连续 驳 谋 的 能 为.. 航天 技术 从 根本 上 政变 了 
КИЕ, АВТЕК, ДЕСЕ ВО р н ВОМ РУЗЕ НАН, ЕР 
ану DE дааа Н рЧ ЗЕ ГАНА, РОВС ВАВ АО РЧ 
банана лтан, РИА Е” ЗЕ НЕРВЕН. 
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航天 技术 给 我 们 提供 了 多 种 多 样 的 天 上 观察 站 ， 以 发 展 我 们 对 自然 界 的 认识 : 利用 极地 
轨道 卫星 ， 可 以 在 十 多 天 内 普查 全 球 一 次 ; 利用 赤道 同步 轨道 卫星 ， 可 以 连续 不 断 监视 
地 面 自然 现象 ;利用 太阳 同步 轨道 卫星 ,可 以 在 太阳 光照 基本 一 致 的 条 件 下 对 自然 特征 进 
行 对 比 研 究 。 航天 遥感 技术 还 扩展 了 人 对 地 表 、 漳 面 和 大 气 层 辐射 的 电磁 诈 谱 的 识别 范 
围 ,使 一 些 表现 在 可 见 光 区 域 以 外 的 自然 现象 成 为 可 以 观察 的 . 航天 技术 极 大 地 延伸 了 
人 的 眼力 。 以 天 文 观察 为 例 , 最 近 发 现 的 发 射 X- 光 和 :7 射线 的 星 源 和 与 其 相关 的 一 系列 
所 谓 高 能 天 文学 现象， 没有 天 文 卫星 这 个 工具 是 不 可 设想 的 .又 如 从 地 球 用 光学 望远镜 
观察 火星 表面 只 能 辨认 出 尺度 大 于 三 百 公 时 的 特征 ;而 飞 往 火 星 的 航天 探测 器 ;能 在 几 千 
公里 的 近 距 离 拍摄 火星 照片 并 传 回 地 球 ， 使 分 辩 能 力 一 下 提高 了 一 百倍 ! 环绕 火星 的 航 
天 探测 器 进一步 把 这 一 能 力 提高 到 一 千 售 以上; 而 在 火星 表面 软 着 陆 的 航天 探测 器 则 能 
对 其 表面 进行 直接 探测 ， 并 将 结果 传 回 地 球 . 各 种 各 样 的 行星 探测 器 使 人 的 服 力 一 下 
ETAT ЕВЕ! | 

ИАН, ВЕРНЕТ REIO T inik 
丰富 的 科学 技术 ， 如 此 丰富 的 知识 宝库 ， Злин, ЛАВ 
同 ,我 们 对 字 害 的 认识 必然 会 有 一 个 《天 1 
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_ ТЫ ЕЕК, etek aG t TERLER Нее 
革命 之 外 > 我 们 还 看 到 现代 科学 技术 航 重 大 突破 下 大 酸 着 另外 几 项 技术 蕴 合 .例如 扩 光 
技术 的 发 展 将 会 导致 新 的 技术 蕴 命 ,开创 光 于 学 ,光子 技术 和 光 手 工业 吕 .; ХИТ 
的 发 展 也 将 会 导致 新 的 技术 革命 ,开创 按 人 的 计划 。 创造 新 的 生物 种 属 , ПЕК 
管 搭 育 生物 种 属 。 还 可 能 有 其 他 技术 革命 . 五 \ 六 项 技术 革命 同时 并 进 ， пк, лж 
та АЗ ЕЖУ f 
但 所 有 这 些 科学 技术 的 发 展 ， 所 有 这 些 技术 蕴 全 六 直 按 与 控制 论 联 在 一 起 . amie 

ожа атра JERR RB RREA ИННА ЕЛА ЖЕ 
命 分 不 开 的 . 可 以 预言 ， 控 制 论 的 进一步 发 展 也 必 将 同 我 们 以 上 论述 的 技术 革命 的 进 一 
步 疾 展 紧 密 相配 合 ， 让 我 们 看 一 看 几 十 年 来 的 历史 U 

s рар 1 MARK-1 的 大 型 急电 器 式 计算 机 ， 一 九 四 五 年 宾夕法尼亚 
大 学 那 台 采 用 电 了 于 管 代替 继电器 的 ENIAC 电子 计算 机 ,都 出 现在 控制 论 完 全 形成 之 前 。 
但 是 ,用 痊 鲜 的 开关 装置 和 用 二 进 制作 为 电子 计算 机 设计 的 最 合适 基础 ,完全 是 受 囊 于 从 
一 思 妈 二 年 前 后 开始 的 控制 论 思想 的 发 展 :. 人 的 神经 系统 在 做 计算 工作 时 ,作为 计算 元 . 
件 的 神经 元 二 神 经 细胞 ， 实 质 上 可 以 腹 作 只 具有 两 种 动作 状态 的 替 续 器 ;工程 入 制 论 出 
现 以 后 , 书 日 益 深 刻 地 被 应 用 于 指导 电子 计算 机 的 设计 ,; 例如 ,能 鳅 记 住 主题 并 把 以 后 接 
受 的 信息 同 这 个 主题 联系 起 来 的 逢 能 线 端 ,能够 识别 语言 波形 \ 完 全 按照 癌 音 来 操作 的 计 
第 机 ,能够 直接 把 图 象 转 变 为 数字 信息 存储 ,处理 的 计算 灿 , 以 及 具有 一 定 入 学 习 、 自 组 织 
功能 的 以 电子 计算 机 为 心脏 的 机 器 智能 等 等 都 是 按照 控制 论 原理 来 特 新 电子 计算 机 体 
系 结 构 的 一 些 新 发 展 . 工程 控制 论 正在 推动 电子 计算 机 技术 革命 的 深信， 这 样 一 个 现实 
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已 经 来 到 了 人 类 的 面前 : 由 电子 计算 机 和 机 器 智能 装备 起 来 的 人 ， 已 经 成 为 更 有 作为， 更 
高 超 的 人 ! 

“工程 控制 论 在 其 成 形 的 时 候 ， 试 把 设计 稳定 与 制导 系统 这 类 工程 实践 作为 主要 研究 
YR. 虽然 ,作为 现代 火箭 技术 和 航天 技术 萌芽 的 V-2 火箭 在 控制 论 诞生 之 前 好 凡 年 就 
出 现 了 , ал, 同 应 用 工程 榨 制 论 所 实现 的 高 精度 、 高 可 靠 狂 的 制导 技术 比较 起 来 ，V-? 
的 机电 式 制导 系统 实在 是 太原 始 了 .法 本 斯 德国 向 伦敦 发 射 了 二 千 枚 这 种 射程 三 百 公里 
的 火箭 ,具有 一 干 二 百 三 十 枚 落 入 市 区 ;这 其 中 又 仅 只 有 半数 落 在 距 上 县 标 中 心 十 三 公里 的 
范围 之 内 。 而 现代 制导 技术 可 以 达到 这 样 的 成 就 ， 射程 一 万 公里 的 洲际 导弹 弹头 落 点 贺 
公 算 偏差 在 三 十 米 以 内 ;“ 海 盗号 ”航天 飞行 器 在 远 距 地 球 七 干 万 公里 之 透 的 火 是 实现 了 
准确 的 软 菠 陆 。 各 种 人 造 地 球 卫 星 行星 探测 器 ,运载 火 和 以 及 航天 飞机 , 都 及 高 度 自动 
化 机 器 .航天 遥测 \ 航 天 遥控 、 航 天 遥感 ,还 有 航天 测控 信 Веи, 都 是 工程 控制 
论 在 航天 技术 革命 发 展 过 程 中 建立 的 里 程 牧 . 

.高 精度 高 可 靠 性 自动 调节 、 自动 控制 和 自动 监测 系统 。 对 核能 技术 的 发 展 极 具 重 要 
性 .在 核 蝶 站 发 展 的 早期 ,一 般 采 用 常规 的 机 电 自 动 控制 技术 和 仪表 .一 九 六 三 年 ,在 核 
纪 站 调节 ;控制 与 监测 工作 中 首次 引用 了 电子 计算 机 控制 , 并 获得 了 很 大 成 功 ; 到 六 十 年 
代 末期 ,电子 计算 机 控制 已 在 核电 站 上 广泛 应 用 。 全 而 采用 电 才 计 算 机 监 禄 和 控制 ,是 当 
前 核电 站 技术 发 展 的 显著 特征 。 现 代 电 力 网 建设 ， 要 求 核电 站 在 运行 过 程 中 能 随 电 网 负 
荷 的 变动 而 自动 调整 功率 输出 ， 只 有 应 用 多 变量 最 优 控制 以 及 能 预测 控制 变量 的 前 馈 控 
制 等 现代 控制 理论 ,才能 实现 这 个 目标 ， 

控制 论 的 对 象 是 系统 。 所 谓 系统 ， 是 由 相互 制约 的 备 个 部 分 组 织 威 的 其 有 一 定 功 能 
的 整体 ， 一 个 蒸汽 机 自动 调节 器 是 一 个 系统 ,一 部 自动 机 器 是 一 个 系统 > 一 个 生物 体 是 一 
企 系 统 , 一 条 生产 线 是 个 系统 ,一 个 企业 是 个 系统 ,一 个 企业 体系 是 个 系统 ,一 项 科学 枝 术 
玉 程 野人 系统 ,一 个 电力 调节 网 是 个 系 绕 ,一 个 铁路 调度 网 是 个 系统 ;还 有 ,一 个 经 济 协作 
区 是 全 系统 ,一 个 社会 组 织 也 是 一 个 系统 -有 人 少 系 统 。 有 大 系统 ， 也 将 把 一 个 国家 作为 对 
象 的 巨 系统 ;有 工程 的 系统 ,有 生物 体 的 系统 ,也 有 荆 非 工程 的 也 非 生 物 的 系统 。 为 了 突 
现 系 统 息 身 的 稳定 和 功能 ;系统 需要 了 得、 使 用 、 保 持 和 传递 能 量 . 材料 和 信息 ， 也 需要 对 
系统 的 各 个 构成 部 分 进行 组 织 ， 生 物 系统 的 组 织 是 一 种 包 组 织 ， 能 够 根据 环境 的 某 些 变 
化 来 重新 组 织 自已 的 运动 的 工程 系统 是 自动 控制 系统 ， о 

在 工程 系统 的 实践 经 验 基础 上 ， 本 世纪 六 十 年 代 兴起 一 类 新 的 工程 技术 ， 即 系统 工 
程 中 ,系统 工程 已 从 工程 的 系统 推广 应 用 到 了 非 工程 的 系统 ,从 工程 系统 工程 发 展 到 了 经 
济 系 绕 工 程 和 社会 系统 工程 〈 简 称 社会 工程 ) 捉 ， 系 绕 工 程 是 各 类 系统 的 组 织 和 管理 技 
术 。 各 类 系统 工程 的 共同 理论 基础 是 运筹 学 ， 但 控 身 论 研究 系统 各 个 构成 部 分 如 何 进行 
AR AERAR AORE HAKAT, MARR LER ERAR. :这 就 扩大 了 
н | 

男 一 方面 也 还 有 这 样 的 情况 : 由 于 机 梳 自 动 调节 与 控制 技术 的 发 展 ， 本 世纪 四 十 年 
代 末 正 式 形成 了 控制 论 科学 . :控制 论 原 理 己 成功 地 应 用 于 工程 系统 3 生物 系统 和 高 级 神 
经 系统 ,五 十 年 代 诞 生 了 工程 控制 论 和 生物 控制 论 : : 六 十 年 代 ,现代 控制 论 发 展 形成 的 大 
系统 理论 ,已 把 控制 论 的 方法 推广 到 了 既 非 工程 又 非 生物 的 系统 一 一 经 济 系 统 , 从 而 正在 
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出 现 一 个 新 的 控制 论 分 支 一 一 经 济 控 制 论 。 面 临 这 样 一 种 发 展 形势 ， 入 们 自然 妥 问 ,控制 
论 方法 能 否 对 比 大 系统 更 大 的 巨 系统 即 社会 系统 发 挥 效 用 ? 

维 纳 在 一 九 四 八 年 曾经 说 过 ， 那 种 认为 控制 褒 的 新 恩 想 会 发 生 某 种 社会 效用 的 想法 
是 “ 谱 伪 的 希望 ",“ 把 自然 科学 中 的 方法 推广 到 人 类 学 * 社 会 学 、 经 济 学 方面 去 , В 
在 社会 领域 里 取得 同样 程度 的 胜利 ”, 这 是 一 种 “过 分 的 乐观 ”?， 控 制 论 的 现代 发 展 园 上 明 
维 纳 一 九 四 八 年 的 驶 点 是 过 于 保守 的 。 把 一 些 工程 技术 方法 推广 应 用 到 社会 领域 也 不 是 
“过 分 的 乐观 ”, 而 是 现实 。 运 筹 学 已 用 于 经 济 科学 ,并 将 应 用 于 更 大 的 社会 领域 。 ，. 

ВЕЖИЯМЕ, 在 社会 主义 条 件 下 ,“ 社 会 生产 内 部 的 无 政府 状态 将 为 有 计划 的 自 
ЮНИ", 充分 利用 社会 主义 经 证 规律 的 钢 节 作用 ,能 够 组 织 自 觉 运 转 的 经 济 
系统 ,这 样 的 系 绕 实质 上 也 是 一 种 自动 系统 ;充分 利用 社会 主义 建设 的 客观 法 则 和 统计 规 
律 的 调节 作用 ,如 思 格 斯 所 预言 , 可 以 实 蚤 社会 生产 的 有 计划 的 自觉 的 组 织 ”, 实 质 上 这 
就 是 一 种 巨型 的 系统 ,所 以 , 控制 论 所 研究 的 系统 的 运动 形式 , 在 高 级 形态 的 系统 一 一 社 
会 系统 中 ,也 是 存在 的 . 因此 ,没有 理由 认为 控制 论 的 社会 应 用 是 一 种 “ 虚 们 的 大 这 "， 这 
是 一 种 已 经 奢 得 见 里 光 的 真实 的 希望 .在 社会 主 吕 条 件 下 ,一 门 新 的 科学 终 将 诞生 ,这 就 
是 社会 控制 论 。 这样 一 门 科学 不 会 在 资本 主义 制度 下 出 现 , 因为,“ 资 产 阶 航 社 会 的 症结 
正 是 在 于 ,对 生产 自 始 就 不 存在 有 意识 的 社会 调节 ”4 | 


(A) 


作为 技术 料 学 的 控制 论 , 对 工程 技术 、 生 物 和 生命 现象 的 研究 和 经 济 科 学 ,区 偶 对 社 
会 研究 更 有 深刻 的 意义 ， 比 起 相对 论 和 量子 论 对 社会 的 作用 省 过 之 光 丰 及、 我们 可 以 毫 
不 含糊 地 说 从 科学 班 论 的 稚 伐 来 君 , 二 十 世 邢 上 半 时 的 三 大 伟 绩 是 相对 论 : 量 子 论 和 榨 制 
论 四 ,也 许可 以 称 它们 为 三 项 科学 革命 ,是 人 类 认识 客观 世界 的 三 大 飞跃 . .但 我 们 比较 这 
三 大 理论 * 也 看 到 它们 ,特别 是 前 两 者 与 后 者 的 区 秘 ， 相 对 论 是 处 理 宏观 物质 运动 的 莽 础 
恒 论 ,量子 力学 过 处 理 微 观 物质 运动 的 基础 理论 ， 它 好 将 一 个 共同 点 ,都 是 研究 物质 运动 
的 ;还 有 一 个 共同 点 , 都 是 基础 理论 , 即 入 们 实践 的 基本 总 结 , ИОН М 
是 以 此 为 依据 的 。 控 制 论 风 不 然 ; 它 的 研究 对 象 似乎 不 是 物质 运动 , 币 且 好 象 也 迹 没 有 深 
人 到 可 以 称 为 基础 理论 ， 这 就 发 人 深 恩 了 ， 相对 论 和 量子 力学 的 典型 可 以 引导 我 们 设想 
控制 论 的 进一步 发 展 的 方向 | 

ЯНАМЕМЬМУЕЛЬКЛЕ :从 控制 论 上 述 的 形成 和 发 展 米 看 ， 它 是 原始 于 
技术 的 , 即 从 解决 生产 实践 问题 开始 的 . .工程 榨 制 论 首先 建立 ,是 控制 工程 系统 的 技术 的 
总 结 ; 妈 从 工程 技术 提 烷 到 工程 技术 的 怠 论 , 即 团 术 料 学 。 有 了 这 样 一 门 技术 科学 一 一 工 
程控 制 论 , 就 奶 前 面 讲 到 的 ,我 们 又 发 更 生物 生命 混 得 中 的 一 些 问 题 也 可 不 用 同 料 的 观点 
来 考察 ， 从 而 建立 了 生物 控制 论 。 再 进而 发 展 到 经 济 控制 论 以 及 社会 榨 制 论 。 现在 我 们 
和 如果 把 这 四 门 技 术科 学 加 在 一 起 称 为 控制 论 ;这 样 形 不 的 所 谓 控 制 论 还 是 一 个 混合 物 , 没 
有 有 陪 离 英 本 来 技术 科学 的 面目; 特性 的 内 容 多 些 , 普 遍 存 在 的 共性 内 容 不 够 突出 ， 能 不 能 
更 集中 研究 “控制 ”的 共性 问题 ， 从 而 把 控制 论 提 高 到 辟 正 的 一 门 基础 科学 呢 ? 能 不 能 把 
工程 控制 论 \ 生 物 控制 论 \ 经 济 榨 制 论 、 社 会 控制 论 等 等 作为 是 由 这 门 基础 科学 理论 控制 


现代 化 ,技术 革命 与 控制 论 1v 


论 派生 出 来 的 技术 科学 呢 ? o 
理论 控制 论 的 对 象 是 不 是 物质 的 运动 ? 因为 世界 是 由 运动 着 的 物质 构成 的 ， 控 制 论 
的 对 象 自 然 还 是 客观 世界 ,所 以 控制 论 的 研究 对 象 最 终 还 得 联系 到 物质 , 只 不 过 不 是 物质 
运动 本 身 而 是 代表 物质 运动 的 事物 因素 之 间 的 关系 。 有 些 关系 是 直接 的 ; 有 些 关 条 不 直 
接 , 要 通过 信息 通道 , 表现 为 信息 。 此 外 , 为 了 控制 , 即使 受 控 对 象 按 我 们 的 预定 要 求 行 
事 , 我 们 还 加 人 若干 控制 量 和 控制 量 与 事物 因素 以 及 信息 之 间 的 关系 。 事 物 因 素 、 信 息 和 
控制 量 形 成 一 个 相互 关联 体系 ， 表 现 为 可 以 用 数学 表达 的 一 系列 关系 ,我们 要 注意 关联 
必须 以 数学 形式 定 下 来 ,也 就 是 要 定量 ,不 然 就 没有 控制 论 ， 理论 控制 论 的 任务 就 是 根据 
这 些 定量 的 关系 预见 整个 系统 的 行为 。 有 些 问 题 在 控制 论 中 是 有 决定 性 意义 的 : 如 系统 
的 能 控 性 问题 和 能 观测 狂 问 题 的 普遍 理论 . | 
如 果 这 就 是 我 们 要 建立 的 基础 科学 理论 控制 论 ， 那 我 们 可 以 从 这 一 新 版 《工程 控制 
论 》 看 到 , 我 们 达到 的 离 我 们 的 目标 还 有 一 定 距离 , 深度 还 很 差 .。 要 真正 建立 这 门 基础 科 
学 ,还 有 待 于 今后 控制 论 专 业 工作 者 们 的 努力 。 为 了 实现 我 国 的 社会 主义 现代 化 ,为 了 促 
进 当前 的 和 即将 到 来 的 各 项 技术 革命 ,我 认为 这 一 努力 是 很 有 意义 的 . 
在 写 这 篇 序 的 过 程 中 ， 王 寿 云 同 志 帮 助 我 检阅 并 整理 了 很 多 资料 ， 付 出 了 辛勤 的 劳 
动 ,我 在 此 对 他 表示 感谢 。 
钱 学 # 
写 于 一 九 七 八 年 十 二 月 二 十 四 只 
修改 于 一 九 七 九 年 十 一 月 二 十 九 日 
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| 旱 在 一 九 六 三 年 ， 为 了 适应 我 国 科学 技术 发 展 的 需要 。 应 广大 读者 的 要 求 , ВРА 
志 委 托 我 们 对 《工程 控制 论 》 作 补充 修订 ， 在 他 的 喜 接 指导 下 , 我 们 用 了 两 年 多 的 时 间 对 
原 书 进行 子 修订 ， 以 求 反映 原 节 英 文 版 出 版 以 后 千年 中 这 门 技 术科 学 的 主要 透 展 一 -- 九 
大 六 年 春 , 初 稿 完成 后 不 久 就 看 到 ,当时 要 出 版 它 是 完全 不 可 能 的 ;以 后 那 几 年 情况 更 复 
杂 , 几 经 周折 之 后 ,几乎 全 部 插图 和 部 分 原稿 都 委 掉 了 。. 在 这 里 , 应 该 次 心 感谢 王 考 云 同 
志 ,: 他 竞 能 把 未 委 尽 的 原稿 妥善 保 在 了 十 多 年 ， 使 和 们 有 可 能 在 粉 下 “四人帮 "之 后 ,重新 
整理 书稿 ;并 在 较 短 的 时 间 内 完成 了 这 一 工作 ， 

“从 《工程 控制 论 》 的 初版 到 现在 已 过 了 二 十 五 年 . 在 这 二 十 五 年 中 ，。 工程 控制 论 这 门 
技术 科学 在 研究 的 范围 和 深度 方面 都 有 了 巨大 的 发 展 .但 是 ， 原 书 中 所 阐明 的 基本 理论 和 
观点 至 今 仍然 是 这 门 学 科 的 理论 基础 ,这 就 是 为 什么 原 书 的 中 \ 英 : 德 , 俄 等 各 种 文 版 至 今 
还 不 断 为 条 界 各 国 科 学 技术 工作 者 所 引证 和 参考 的 原因 .因此 ,在 修订 过 程 中 ,我 们 保留 
YS Sapa РНЕ Е ASS ЕАН, НАС ЭКЗ. 
PAMARAAN НЕЕ ВЕРОНЕ ВЕ АЗ EA ФЕВ ЛЕА 
天 来 说 是 尖 件 非常 困难 的 事 .- 还 由 于 我 们 本 身 水 平和 条 件 的 限制 > 增补 内 容 的 迎 择 不 能 
不 带 有 片面 性 。 这 是 首先 应 该 申明 的 。 

“与 原 书 比较 ,完全 新 增加 的 有 五 章 (第 八 、 十 二 ,起 七 * 二 十 和 二 十 一 章 ) :此 外 : 原 将 
各 剖 节 中 响 增 加 了 新 的 内 容 ， 有 的 则 大 部 分 总 新 写 的 、 对 基 些 章 书 的 次 序 中 作 了 柱 应 的 
调整 .例如 在 第 二 章 中 增加 了 状态 空间 的 表示 开 论 ; 它 不 仅 对 系统 的 精细 研究 提供 了 新 : 
的 工具 ,还 为 从 党 微分 克 程 到 偏 微分 方程 的 过 流 撮 供 了 桥梁 , 因此 状态 空间 的 理论 近 十 年 
ЖЕЛЕЗЕ. 在 本 版 中 增加 的 新 音 有 最 优 控制 理论 《第 八 章 和 第 万 章 类 部 分 号 : 它 是 、 
近 二 十 年 来 有 重大 发 展 的 部 分 之 一 ,这 种 理论 的 抽象 和 所 得 到 的 新 的 结果 已 在 工程 实践 
的 广泛 应 用 申 被 证 明 是 成 功 的 。 各 种 类 型 的 最 仿 尼 设计 问题 都 以 这 种 强 谊 的 抽象 作为 基 
础 ;在 这 两 章 中 我 们 善 重 介绍 非 古 典 最 优 控制 间 题 。 在 和 古典 变 分 法 的 对 照 之 下 可 以 看 
到 ， 无 论 是 命题 和 讨论 问题 的 方法 都 大 大 地 前 进 丁 ， 更 接近 于 解决 实际 阿 题 中 的 主要 予 : 
М. 可 以 说 ， 这 是 近 二 十 年 来 工程 控制 论 这 门 学 科 中 进展 最 大 的 理论 之 一 ,新 增加 的 第 
十 二 章 ， 是 关于 分 布 参 数 系统 的 理论 ， 这 些 理论 主要 是 六 十 年 代 以 后 发 展 起 来 的 在 自 
然 界 和 社会 现象 的 各 种 过 程 中 ,有 相当 大 的 部 分 是 由 储 微分 方程 接 述 的 二 十 年 前 初期 
的 工程 控制 论 对 售 微 分 方程 描述 的 过 程 玫 乎 尚未 舰 到 。 现 在 ;情况 已 有 了 很 大 的 变化 ,处 
理 这 类 闭 题 的 理论 基础 已 经 建立 起 来 了 ,虽然 完善 的 程度 还 远 远 不 够 ,特别 是 能 直接 为 工 
程 计算 所 应 用 的 结果 还 不 多 。 由 于 分 布 参 数 系统 本 身 的 状态 空间 是 无 穷 维 的 ， 在 这 里 使 
用 泛 二 分 析 中 的 观点 和 方法 ,可 以 建立 简单 清晰 的 概念 ,能 使 相当 复杂 的 问题 蛤 热 开 良 .， 
第 十 七 章 中 扼要 介绍 了 与 计算 机 技术 有 关 的 几 个 间 题 ， 评 算 机 的 广泛 应 用 对 控制 沦 
的 发 展 具有 划时代 的 意义 ,然而 作为 普遍 的 理论 目前 仍 处 于 探索 阶段 ;我 们 只 能 限于 介绍 - 
这 方面 的 基础 理论 和 几 个 典型 问题 , 并 将 这 些 内 容 都 归纳 在 “逻辑 控制 和 有 限 自动 机 > 这 
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个 标题 之 下 。 这 样 作 有 时 是 勉强 的 ,如 人 工 智能 简直 应 该 是 一 门 新 的 学 科 , 遗憾 的 是 一 种 
统一 的 理论 模型 还 没有 形成 ， 第 二 十 章 是 信息 论 > 容 或 许 不 宜 直接 列 人 工程 控制 论 的 范 
卫 , 但 是 近年 来 信息 处 理 和 过 程控 制 色 密切 到 难 解难 分 的 程度 ,以 至 于 有 融合 的 趋势 ， 因 
此 , 遵照 钱学森 同志 的 提议 , 增加 了 这 一 章 。 最 后 一 章 是 大 系统 ,这 也 是 工程 控制 论 这 个 
学 科 中 最 新 的 一 章 。 它 的 出 现 标 志 着 工程 控制 论 已 从 研究 局 部 的 过 程 过 湾 到 研究 大 范围 
内 的 蒂 有 全 局 性 的 问题 , 例如 对 社会 经 济 发 展 、 交 通 运 输 、 企 业经 弗 以 挛 于 人 口 发 展 等 过 
程 进 行 定量 找 述 和 控制 。 大 系统 的 出 现 为 各 类 系统 工程 提供 了 新 的 观点 和 方法 .由 于 大 
系统 的 理论 远 不 够 成 熟 ,目前 我 们 只 能 潢 足 于 简明 它 的 基本 特点 ,应 用 范围 和 介绍 有 代表 
性 的 几 种 理论 模型 ,作为 对 大 系统 研究 的 一 个 导言 ， 

:除了 这 些 新 增加 的 春季 外 ， 对 原 书 的 某 些 名 词 和 名 称 还 作 了 修改 以 适应 十 多 年 来 逐 
步 形 成 了 的 用 语 习惯 . 如 原 书 第 十 八 章 * 误 差 的 控制 改 为 “ 宛 余 技术 和 容错 系统 ( 现 为 
第 十 九 章 ); 原 第 十 七 章 改 为 “ 自 镇 定 和 自 适 应 系统 "等 等 。 同 样 ， 这 些 章 的 内 容 也 略 有 增 
wW. . i . = 
天 过 这 样 一 番 增 订 ， 书 的 内 容 位 已 超出 一 般 工 程 体系 的 范围 了 ， 这 也 是 控制 论 近 年 
Жана: 发 端 于 工程 体系 ,继而 用 于 生物 现象 , 后 又 用 于 经 济 的 发 展 过 程 , 现在 更 
进而 用 于 社会 二 动 过 程 ， 将 来 再 来 增订 这 本 书 恐 怕 不 行 了 ,要 么 写 通论 的 控制 论 , 要 女 写 
专 论 的 工程 控制 论 、 生 物 控制 论 或 经 济 控制 论 以 及 社会 控制 论 。 这 是 工程 控制 论 这 门 学 
科目 前 的 发 展 趋势 ， 这 也 符合 一 切 事物 都 有 一 个 发 生 、 成 长 和 误 亡 的 状 证 过 程 这 样 一 个 
客观 规律 . | 

， 在 本 书 第 一 版 的 序言 中 , 原 书 作 者 曾 指 出 ， 工程 榨 制 论 是 一 门 拷 术 科学 ,不 不 是 工程 技 
术 。 它 的 目的 是 综合 自动 控制 方面 的 技术 成 果 , 提 粽 出 一 般 性 的 理论 ,并 指 册 进一步 发 展 
的 方向 ， 从 而 对 自动 控制 技术 的 发 展 起 指导 作用 。 原 序 中 的 这 一 段 话 明确 地 指出 了 理论 
来 自 实践 , 反 过 来 又 会 指导 实践 这 一 客观 规律 ,说 明理 论 和 实践 是 密切 联系 着 的 ， 但 又 是 
有 区 别 的 ;懂得 理论 的 并 不 一 定 会 实践 ,有 实践 经 验 的 并 不 一 定 知道 理论 . 在 俱 订 版 出 版 
时 ,我 们 觉得 还 应 该 补充 两 点 。 第 一 , 工程 控制 论 毕 况 是 一 般 竹 的 理论 , 如 果 没 有 工程 技 
术 的 实际 知识 和 实践 经 验 ,就 缺少 完全 理解 和 彻底 掌握 工程 控制 论 的 基础 3 因而 就 不 能 应 
用 一 般 的 理论 去 其 体 解决 工程 技术 中 的 实际 问题 .无论 学 习 工 程控 制 论 的 读者 或 者 是 研 
帘 工 作者 。 都 至 少 应 该 熟 习 一 个 具体 领域 中 的 工程 实际 何 题 ;这 样 才能 对 这 一 学 科 中 的 基 
本 命题 方法 和 结论 有 深刻 的 理解 .. 第 二 ,一 种 理论 是 否 正 确 ,是 否 有 生命 力 ,是 否 值 得 深 
刘 地 去 研究 它 , 不 仅 票 看 它 的 推理 是 否 正 多 ,或 者 说 从 形式 逻辑 上 看 它 是 否 成 立 ， 更 重要 
的 是 乔 它 的 前 提 是 否 正 确 ,命题 本 身 是 否 反映 了 工程 实践 中 的 客观 需要 ,是 否 抓 住 了 主要 
FE. 近 二 十 多 年 来 , 在 工程 控制 论 的 发 展 过 程 中 , 有 不 少 理论 或 方法 被 实 路 所 淘 沃 ; 另 
一 些 则 被 工程 实践 证 明 是 正确 的 ,有 用 的 ,从 而 得 到 了 更 广泛 的 应 用 和 理论 上 的 进一步 提 
ВЕ. 工程 实践 是 检验 任何 技术 科学 理论 的 最 后 标准 . 所以， 我 们 在 学 习 和 研究 工程 控制 
论 时 ,首先 要 注意 的 是 某 一 理论 的 前 提 , 命 题 的 客观 含义 和 所 得 到 的 结论 对 工程 实战 的 意 
义 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 工 程控 制 论 包 含 的 内 容 必 将 随 工 程 技术 的 发 展 而 发 展 。 本 书 修订 
版 所 增添 的 新 内 容 也 豪 无 例外 地 将 受到 各 观 实践 的 检验 、 修 改 和 发 展 . 

这 本 者 的 修订 工作 实际 土 是 由 一 个 集体 完成 的 ， 协助 修订 和 编写 个 别 章节 的 有 于 景 
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元 同志 (第 十 二 章 ), 林 金 、 郭 孝 宽 同志 (第 十 三 章 7 和 唐 志 强 同志 《第 十 四 、 十 五 章 ). 早期 
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文 文献 目录 ， 附 在 本 书 的 最 后 ， 以 期 引起 读者 注意 研究 我 国 控制 论 科 学 工作 者 们 的 著作 
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Ж. | 
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K R 
写 于 一 九 七 八 年 十 一 月 廿 二 日 
修改 于 一 九 七 九 年 十 二 月 十 七 日 
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ша 论 


.工程 控制 论 这 问 学 科 中 的 主要 理论 和 其 它 任何 学 科 一 样 ， 产 生 于 生产 实践 和 科学 试 
验 . 几 千年 来。 我 国人 民 在 自动 控制 技术 方面 有 过 卓越 的 贡献 。 早 在 两 千年 前 ,我 国 就 发 
明了 开 环 自动 调节 系统 一 一 指南 车 %”, 北宋 哲宗 元 入 初 年 (公元 1086—1089 F) REX 
发 明子 闭环 自动 调节 系统 一 一 水 运 仪 象 台 。 大 约 经 过 七 百年 以 后 ， 在 英国 和 俄国 等 资本 
主义 图 家 内 ,开始 将 自动 控制 技术 应 用 到 近代 工业 中 去 ， 此 后 随 着 近代 工业 技术 的 发 展 ， 
自动 控制 技术 也 获得 了 突飞猛进 的 发 展 ， 昕 有 这 些 就 是 工程 控制 论 产生 的 客观 基础 

但 是 ,仅仅 有 了 生产 实践 , 而 没有 把 实践 中 具有 共性 的 东西 抽象 出 来 , 理论 还 不 能 形 
成 。 要 把 自动 控制 技术 中 的 普遍 规律 抽象 出 来 ,只 有 在 其 它 学 科 ,如 数学 、 力 学 ,物理 学 等 
发 展 起 来 以 局 才 有 可 能 。 因 此 ,控制 理论 的 形成 ,只 是 近 几 十 年 的 事 。 控 制 理论 一 旦 形成 


坟 后 ; 反 转 过 来 又 对 自动 化 技术 产生 了 巨大 影响 ,并 且 世 同时 在 生产 实践 和 科学 实验 中 经 


受 了 考验 。 毛 主席 说 过 “许多 自然 科学 理论 之 所 以 被 称 为 真理 ,不 但 在 于 自然 科学 家 们 创 
立 这 些 学 说 的 时 候 , 而 且 在 于 为 尔后 的 科学 实践 所 证 实 的 时 候 "， 工 程控 制 论 正 是 经 历 了 
实践 一 理论 一 实践 的 过 程 ,并 且 仍然 在 这 个 过 程 中 不 断 地 向 前 发 展 。 

:本 书 将 大 体 遵循 上 述 次 序 去 叙述 控制 理论 的 各 个 主要 组 成 部 分 。 对 于 那些 早已 为 大 
家 熟悉 了 的 从 实践 到 理论 的 过 程 ， 略 而 不 述 是 为 了 节省 篇 幅 。 书 内 也 有 部 分 理论 问题 虽 
然 是 从 实际 问题 中 抽象 出 来 的 ， 却 没有 经 过 或 没有 充分 地 经 过 再 实践 的 考验 .把 它 介绍 
出 来 是 为 了 促进 技术 实践 并 继续 发 展 这 些 理论 .在 第 一 章 里 我 们 简单 地 介绍 一 下 如 何 把 


.一 些 实 际 技术 中 带 有 共性 的 东西 抽象 为 理论 问题 ,以 及 为 此 所 需要 的 一 些 概念 \ 命 题 和 方 


. 为 了 设计 一 个 优良 的 控制 系统 ,必须 充分 地 了 解 受 控 对 象 \ 执 行 机 构 及 系统 内 一 切 元 
件 的 运动 规律 、 所 谓 运 动 规律 是 指 它们 在 一 定 的 内 外 条 件 下 所 必然 产生 的 相应 运动 。 在 
内 外 条 件 与 运动 之 间 存在 着 固定 的 因果 关系 ， 这 种 关系 大 部 分 可 以 用 数学 形式 表示 出 来 ， 


-这 就 是 控制 系统 运动 规律 的 数学 描述 .在 控制 系统 中 我 们 经 常 磁 到 和 需要 处 理 的 物理 现 
- 象 不 外 乎 电 、 磁 、 光 、 热 的 传导 及 刚体 、 弹 狂 体 、 流体 的 运动 等 。 这些 物理 量 的 运动 规律 
早已 由 电磁 学 、 光 学 、 热 力学 和 力学 内 的 基本 定律 所 确定 ， 如 电磁 学 中 的 克 希 荷 夫 定律 


(Kirshhofft)， 卖 克 斯 韦 〈Maxwell) 方程, 热力 学 中 的 传 里 叶 CFourier) 定律 ,热力 学 第 二 
定律 , 光学 中 的 费 尔 马 Fermat) 原理 , 力学 中 的 牛顿 (Newton) 诸 定律 及 其 各 种 变形 等 
等 。 这 些 物理 规律 大 部 分 都 可 以 用 微分 方程 、 积 分 方程 和 代数 方程 描述 出 来 ， 本 书 研究 
的 控制 系统 的 运动 , 绝 大 部 分 都 是 由 微分 方程 .积分 方程 或 差分 方程 所 描述 的 。 下 面 我 们 
从 常 微分 方程 所 描述 的 系统 开始 . | 

如 果 我 们 所 考虑 的 系统 的 自由 度 是 一 ， 即 只 用 一 个 变数 就 可 以 描述 这 个 系统 的 物 
理 状 态 ， 那 么 把 变数 y 取 作 时 间 г 的 函数 ， 就 可 以 描写 这 个 系统 在 时 间 过 程 中 的 运动 状 
态 . 根据 上 面 所 述 ， 我 们 求 出 yG) 满足 的 方程 , 假定 它 是 一 个 常 微分 方程 ,时 间 + 是 唯 
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一 的 自 变 数 。 如 果 微 分 方程 的 每 一 项 中 最 多 只 含有 因 变 数 y RE Y 的 各 阶 时 间 导 数 的 一 
次 方 军 , 不 包含 或 者 它 的 各 阶 时 间 导 数 的 高 次 方 军 , 也 不 包含 这 些 函 数 的 乘积 , 我 们 就 
说 这 个 方程 是 线性 的 , 同时 , 也 就 把 这 个 方程 所 撞 述 的 系统 称 为 线性 系统。 反之 ,我 们 就 
说 ,这 个 方程 是 非 线性 的 ,同时 ,把 它 所 描述 的 系统 称 为 非 线性 系统 。 更 进一步 ,还 可 以 把 
所 有 线性 系统 分 为 常 系数 线性 系统 和 变 系 数 线性 系统 两 类 ， 如 果 描述 系统 状态 的 线性 微 
分 方程 的 每 一 项 的 系数 都 是 常数 , 我 们 就 把 这 个 系统 称 为 “ 常 系数 线性 系统 ”。 如 果 这 些 
系数 不 全 是 常数 而 是 时 间 * 的 函数 ,我 们 就 把 这 个 系统 称 为 “ 变 系数 线性 系统 ”. 

从 各 类 微分 方程 的 解 的 特性 来 看 ,以 上 的 分 类 方法 是 有 道理 的 。 因 为 ,每 个 系统 的 运 
动 状态 的 特性 与 描述 这 个 系统 的 微分 方程 的 类 型 是 有 密切 关系 的 . .不 得 如 此 ;微分 方程 
的 类 型 还 确定 了 解决 系 绕 的 工程 问题 的 正确 作法 ， 现在 我 们 就 举例 来 看 一 看 各 种 情况 . 


1.1 党 系数 线性 系统 


让 我 们 来 讨论 一 个 最 简单 的 系统 一 一 一 阶 系统 .也 就 是 说 。 р и 
常 系数 线性 方程 ， 和 假定 系统 本 身 的 特性 不 受 到 外 界 的 影响 ， 并 且 不 受到 驱动 函数 (也 就 是 
外 力 ) 的 作用 ， 那么 AA EBITD SE FATA: 


2 жи о. I | ‚ ал-р 


1 


其 中 алати, ЭТИНЕН: 当 > 不 随时 间 变 化 时 ， 2/2898, 根据 方 
程 (1.1- 0 必定 要 有 у= 0. Ж, ВИАН, 就 相当 于 ， y" —е WR 
Ж. 
方程 (1.1-1) 的 解 是 
у = y| e, | ` (1.1-2) 

RE, y, 是 的 初始 值 ,或 者 说 

| y(0) = у, (1.1-3) 
这 样 ，y 也 就 是 系统 的 高 开平 用 状态 的 初始 扰动 对 于 焉 的 天 信和 负 的 НЕ 1.1-1 
里 画 出 了 系统 在 г> 0 时 的 远 动 状态 . RITE H, 在 
k > 0 的 情况 下 ,y 随 着 时 间 区 增加 和 而 逐 浙 破 小 ， 当 时 
闻 无 限 增 大 时 ，y 一 0。 因此 ,对 于 АОИ Е 
的 扰动 就 会 最 后 消失 掉 。 于 是 我 们 就 可 以 说 ， 系 统 是 稳 
定 的 。 在 Асо 的 情况 下 ,系统 的 运动 随 着 时 间 的 增加 
而 不 断 地 增 大 ,而 县 不 论 初 始 的 扰动 位 移 多 么 微小 ,系统 
的 扰动 都 会 逐渐 增长 到 非常 大 的 数值 ,这 也 就 是 说 ,一 且 
受到 扰动 ,系统 就 永远 不 能 再 团 到 平衡 状态 上 去 了 .这 样 的 系统 就 是 术 稳 定 的 . 
本 和 和 本 人 人生 人 和 村 “站 全 


图 1.11 


是 


` or 
Фу + а 2 у 


gJr" q + `: ° + ау = 0. (1.1-4) 


мелас орар в НЕА ер + a 


=. 1. 2 РЕРУТЕТЯ ОГИР wie s. a == pn 3 


对 于 实际 的 物理 系统 而 言 ,各 个 系数 ani …-，w 都 是 实数 .在 这 种 情况 下 ,方程 (1.1-427 
的 解 一 般 可 以 写成 | 
у = У Уе sin (ви + ФИ), (1.1-5) 


i=1 


其 中 a, В, 都 是 实数 并 且 和 系数 ario tt’ MAR. ФАН, 而 且 也 和 系数 ges °t 
a 有关. 这样 一 来 就 可 以 看 出 : 当 所 有 的 . m 都 是 负数 的 时 候 系统 的 运动 是 稳定 的 ， 如 
果 某 一 个 m 是 正 数 ,扰动 就 会 越 来 越 大 ,因而 系统 也 就 是 不 稳定 的 . 

”从 以 上 的 这 个 例子 可 以 看 到 。 关 于 常 系数 线性 系统 的 运动 状态 ， 我 们 可 以 提出 一 个 
严格 的 问题 一 一 系统 的 稳定 性 的 问题 ， 在 一 个 工程 设计 中 ,通常 首先 要 求 的 就 是 稳定 性 
只 要 确定 了 微分 方程 的 系数 , 我 们 就 可 以 答复 系统 是 否 稳定 的 问题 。 在 由 方程 (1.1-1) 所 
撕 述 的 简单 的 一 阶 系 统 的 情况 中 ,的 符号 是 唯一 的 有 决定 性 意义 的 参数 . 

但 是 ,这 并 不 是 说 对 任何 一 个 控制 系统 只 要 求 它 具有 稳定 性 就 够 了 .一 般 来 讲 , 一 个 
系统 仅仅 稳定 还 是 十 分 不 够 的 ， 根据 它 所 担负 的 任务 不 同 ， 对 它 还 会 提出 其 它 的 质量 要 
求 。 例 如 航天 飞行 器 往往 要 求 控制 系统 耗 能 少 , 随 动 系统 要 求 眼 踪 速 度 快 ,对 工业 生产 中 
的 控制 系统 要 求 均 方 误差 小 等 等 。 和 稳定 性 一 起 ， 这 些 都 称 之 为 控制 系统 的 质量 指标 . 
因此, 当 分 析 了 一 个 榨 制 系统 的 稳定 性 后 ;还 要 对 其 它 的 质量 指标 进行 分 析 和 恋 验 。 经 过 
全 面试 骆 分 析 向 ， 才 能 对 所 设计 的 系统 提出 蚂 定 性 意见 .在 设计 工作 中 也 必须 同时 采取 
措施 , 满 是 稳定 性 以 外 的 其 它 指标 要 求 . i 
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如果 在 所 研究 的 系统 中 有 一 个 可 爸 化 的 参数 ， 变 动 这 个 参数 就 可 以 使 系统 的 平稳 状 
坊 或 平 条 状态 相应 地 改变 。 很 自然 地 就 可 以 想到 : 描述 系统 运动 状态 的 微分 方程 的 系数 
-也 是 这 个 参数 的 斌 数 。 例 如 ,作用 在 飞机 上 的 窄 气动 力 就 是 飞机 速度 的 函数 ,如 果 飞 机 的 
速度 册 于 加 速度 或 减速 度 而 发 生 改 变 的 话 , WA, 即使 飞机 本 身 的 惯性 性 质保 持 不 变 , 作 
用 在 飞机 上 的 空气 动力 也 还 是 要 改变 的 。 由 于 这 个 缘故 ， 如 果 我 们 条 计算 飞机 的 离开 水 
平 飞行 路 线 的 扰动 运动 的 话 ,基本 的 微分 方程 就 会 是 一 个 变 系 数 的 方程 . 
ЗНАТЕ (11-1) 所 描述 的 一 研 系 统 的 简单 的 例子 上 去 .如 果 弹 簧 系数 下 
是 飞机 的 速度 的 函数 ,而 且 假 定 飞 机 有 一 个 不 骂 的 加 速度 。, ВД, АЙ ú 一 a: 的 
斋 数 。 办 此 ,微分 方程 就 可 以 写成 以 下 的 形式 ， 

5». + RCat)y = 0. | (1.2-1) 


这 个 方程 的 解 就 是 . : о 
log — = —1 | К(Е)4Е, р 2 (4.2-2) 
У a jo Ех 


ЗН 为 是 初始 扰动 。 如 果 天 总 是 正 数 , 那 么 ，log (y/ 为 ) 就 总 是 负数 ， 而 且 当 时 间 增 大 的 
时 候 ，log (y/%》 这 个 负数 的 绝对 值 也 就 会 越 来 越 大 ， 因 此 , 和 总 永远 小 于 yo. 而 县 最 后 
趋 于 消失 。 所 以 系统 是 稳定 的 。 如 果 外 总 是 负数 ，jog《y/yo) 就 是 一 个 随 着 时 间 增 大 的 
正 数 ， 即 使 初始 扰动 y 非常 微小 ,> 的 数值 最 目 也 会 变 得 很 大 , 所 以 系统 就 是 不 稳定 的 ， 
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这 样 一 些 系数 不 改变 符号 的 变 系数 系统 的 特 狂 和 常 系数 系统 的 特性 是 非常 相近 的 ， 

然而 ,有 趣味 的 是 太 既 有 正 值 也 有 负 信 的 情形 .我们 假定 Kas) 先 取 正 值 , 然后 取 负 
值 , 最 后 又 再 取 正 值 。 如 果 以 a = an 表示 大 的 第 一 个 零点 ,以 a = an 表示 第 二 个 堆 
点 ,那么 ,按照 我 们 以 前 的 观念 来 判断 其 稳定 性 的 问题 就 变 为 不 可 能 了 ， 因 为 在 到 4 的 
范围 内 系统 似乎 是 “不 稳定 * 的 。 但 是 ,因为 稳定 性 的 概念 本 身 通常 是 当 > co 时 系统 的 
浙 近 性 能 ,而 不 是 某 一 瞬间 的 情况 所 能 够 完全 确定 的 。 因 此 ,对 变 系数 系统 的 稳定 性 的 分 
析 需 要 建立 另外 一 些 方法 ， 这 些 方法 将 在 第 四 章 内 介绍 . 

尽管 如 此 , RAR (12-2) 在 这 一 “危险 区 局 ”内 的 性 能 对 实际 工程 问题 还 是 有 意义 
的 . 

设 ума 是 3 的 极 小 值 ，yms: 是 > 的 极 大 值 ， 根 据 方程 (1.2-2) 就 有 : 

вые 一 一 二 WOH (1.2-3) 


log ее 一 一 工 1 (5 РЕ. (1.2-4) 


从 工程 的 观点 来 看 ， 有 兴趣 的 问题 常常 是 ，y。。 #2 是 不 是 它 已 经 大 到 使 系统 
不 能 正常 运转 的 程度 ?我 们 注意 到 这 样 一 个 事 
з, 为 了 回答 以 上 的 问题 ， 除 了 《和 w 的 函数 
关系 之 外 ,我 们 还 需要 知道 两 件 事 ， 这 两 件 事 
- 就是: 加 速度 4 ZAK? 初始 扰动 y 的 大 小 是 
多 少 ?因为 对 于 固定 的 a 值 来 说 , ya M yo 成 
比 鲍 。 但 是 更 重要 的 情况 是 ， 对 于 固定 的 初始 
扰动 来 说 。 我 们 可 以 用 增 大 加 速度 a 的 办 法 使 
偏差 的 极 大 值 ул 大 大 地 三 小 ， 这 个 事实 可 
以 从 方程 (1.2-4) 看 出 来 。 这 个 事实 的 实际 意 
义 就 是 ， 如 果 尽 可 能 迅速 地 通过 “危险 区 域 ”， 
| 就 可 以 使 不 利 的 效果 减少 到 最 低 的 程度 ,以 上 
图 121 讨论 提示 我 们 ， 对 变 系数 系统 应 该 注意 研究 控 
人 制 系统 在 有 限 区 闻 内 的 性 能 ， 例 如 用 有 限 区 间 的 稳定 性 的 概念 去 代替 对 时 间 趋 于 无 穷 大 
时 系统 渐 近 性 能 的 研究 。 有 限时 间 内 系统 性 能 的 分 析 方法 也 将 在 以 后 做 一 些 介 绍 ， 另 一 
方面 ,从 工程 实际 中 的 物理 概念 出 发 , 对 于 一 般 的 变 系数 线性 系统 来 说 , 简单 地 提出 这 些 
系统 是 否 稳定 的 问题 往往 是 没有 明确 的 意义 的 。 更 有 意义 的 问题 的 提 法 是 :在 给 定 的 扰 
动 和 给 定 的 外 界 条 件 之 下 ,对 于 一 个 确定 的 准则 (判断 标准 ) 来 说 ,这 个 系统 的 运行 状态 是 
否 使 人 满意 ”在 我 们 的 简单 的 一 阶 系统 的 例子 里 ,正常 运行 的 确定 的 判断 准则 就 是 Yms 
给 定 的 扰动 就 是 y; 给 定 的 外 界 条 件 就 是 加 速度 a。。 因 此 ,由 于 从 常 系数 系统 进展 到 变 系 
数 系统 ,问题 的 特点 就 已 经 大 大 地 改变 了 。 
， 为 了 如 免 发 生 误 解 起 见 ， 必 须 指出 : 以 上 的 讨论 只 是 为 了 说 明 常 系数 线性 系统 和 变 
系数 线性 系统 在 基本 的 数学 性 质 上 的 区 别 而 已 ,并 不 是 说 ,在 实际 的 工程 问题 中 对 于 常 系 
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数 线性 系统 只 要 求 它们 稳定 就 够 了 ， 如 前 所 过 ,对 于 这 些 系 统 的 其 他 方面 的 性 能 (例如 ， 过 
渡 过 程 中 的 状态 、 可 能 发 生 的 最 太 偏差 y... 等 等 ) 也 还 是 要 加 以 考虑 的 。 同 样 地 ,在 实际 
的 工程 问题 里 对 变 系数 线性 系统 提出 的 问题 也 可 以 是 多 方面 的 。 


13 非 线性 系统 ， 


如 果 在 方程 《1.1-1》 所 撕 述 的 简单 的 一 пая, FARA k 是 扰动 量 y 本 身 的 函 
数 ， 那么 微分 方程 就 成 为 


9. + Ко = 0, С1.3~1) 
t 


其 中 令 IO) 一 民 ??y。 我 们 看 到 这 个 方程 是 非 线性 的 。 方 程 (1.3-1) 所 描述 的 系统 也 就 
是 非 线性 系统 的 最 简单 的 例子 。 把 方程 (1.3-1) 积 分 , 就 可 以 用 下 列 的 关系 式 求 出 方程 的 
Ж yG: 


一 |” ån _ 
: | Ка)” (1.3-2) 


这 里 的 у, 仍然 是 初始 扰动 。 . . 
另外 一 方面 ,把 方程 (1.3-1) 逐 次 地 求 导数 就 得 出 
Фу p 4у =o, 


42 dy dt 

3 2 2 р 
бу + #1 (2) + 4 Фу 0, 
ав ау N d dy ай 


Le (1.3-3) 
因此 ,如 果 y, Е /(у) HRA, 并 且 Ку) 在 入 点 是 正则 的 , 即 fy) 对 于 ?的 所 有 阶 的 
导数 在 у, 点 都 是 有 限 值 ， 我 们 还 可 以 假定 ГО 在 у, 点 附近 可 以 写成 

IG) = (y 一 [сы + спы(у — y) 十 …] 
的 形式 ,其 中 m 21, 而且 cw 关 0。 因 此 ,根据 方程 (1.3-1) 和 (1.3-3) 就 得 出 : 


a а? Ф 
& y — w Ж rar— wa (13-4) 


如 果 初 始 抗 动 y. 与 Ку) 的 某 一 
个 零点 相 重合 的 话 ,那么 ,以 后 7 就 保 
持 着 这 个 数值 ， 并 不 随时 间 变 化 。 因 
№, К) 的 各 个 零点 都 是 平衡 位 置 . 
如 果 在 某 一 个 零点 上 df/dy > o, W 
像 六 点 的 情形 , 离开 这 个 平衡 位 置 的 
微小 偏离 必定 会 逐渐 消失 ， 因 而 系统 
最 后 还 会 回 到 初始 状态 上 去 (图 
1.3-1)。 这 样 ,我 们 就 可 以 说 , 对 于 微 
小 扰动 而 言 , 在 和 点 系统 是 稳定 的 。 : 
Эр, НЕТ E df/dy<0, 图 1.3-1 


6 яж al К: 


就 像 .y, RERE, 离开 这 个 平衡 点 的 任何 一 个 微小 摘 动 都 会 使 得 系统 变动 到 相 邻 的 
ЗАЯ у йу РК. НК, у Твик. . : 

我 们 已 经 看 到 , 甚至 象 方程 (1.3-1) 所 播 述 的 这 样 一 个 非常 狂 单 的 有 条 统 , 它 的 运动 状 
态 就 已 经 是 很 复杂 的 了 .在 线性 系统 中 如 果 某 一 个 运动 是 稳定 的 ， 则 可 断言 系统 是 稳定 
的 , 即 系统 的 每 一 个 运动 对 任何 初始 扰动 都 是 稳定 的 .与 线性 系统 相反 , 非 线性 系统 由 于 
可 以 同时 存在 稳定 的 和 不 稳定 的 运动 ,因此 ,对 非 线性 系统 只 能 对 某 一 个 或 某 一 类 具体 运 
动 的 稳定 性 进行 研究 ,一般 地 提出 系统 是 杏 稳 定 往往 是 没有 郊 义 的 。 :… _ 

象 前 述 弹 簧 系数 的 非 线性 特征 一 样 ， 控 制 系统 的 非 线性 主要 是 由 受 控 对 象 、 换 行 机 
构 \ 各 种 放大 器 和 敏感 元 件 的 非 线 性 特征 造成 的 。 例 如 放大 器 的 饱和 特性 (图 1.3-2a), 放 
大 器 的 磁 灌 曲线 (图 1.3-2b) 及 其 它 继电器 特性 (图 1.3-2c, d), 机 械 传 动 空 名 特性 等 等 
都 是 一 些 最 常见 的 典型 非 线性 因素 .研究 包括 这 类 非 线 福特 竹 的 榨 制 系统 的 运动 稳定 性 
PIEPT ESATA REOT EROTA, Tü Rea OE ANAE ERENER 

绘 的 某 些 我 们 感 兴趣 的 运动 


图 1.3-2 


14 工程 近似 问题 


几乎 可 以 肯定 地 说 ， 只 要 加 以 足够 精密 的 分 析 ， 任 何 一 个 物理 系统 都 是 非 线性 的 . 
我 们 说 某 一 个 实际 的 物理 系统 是 线性 系统 。 其 意 恩 只 是 说 它 的 某 些 主要 性 能 可 以 充分 精 
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确 地 用 一 个 线性 系统 加 以 近似 地 代表 而 已 .并 且 ,所 谓 “ 充 分 精确 ”的 意思 就 是 说 : 实际 系 
统 与 理想 化 了 的 线性 系统 的 差别 ,对 于 具体 研究 的 问题 来 说 已 经 小 到 无 关 紧 要 的 程度 . 
只 有 当 具 体 的 条 件 和 具体 的 要 求 明确 地 给 定 以 后 。 我 们 才能 把 一 个 实际 的 系统 看 作 线 性 
系统 或 是 非 线性 系统 ， 在 这 个 问题 上 并 不 存在 一 般 所 谓 的 绝对 的 判断 准则 .举例 来 说 ， 
如 果 我 们 只 想 研究 一 个 非 线性 系统 在 它 的 某 一 个 稳定 平衡 点 附近 的 微小 扰动 运动 的 最 后 
状态 的 话 ,那么 , НЕЕ (Ляпунов) 的 关于 运动 稳定 性 的 第 一 近似 的 定理 ,在 一 
定 的 条 件 下 , 原来 的 杀 统 就 可 以 用 一 丫 线 性 厅 绕 很 好 地 近似 ;但 殷 > 如 果 我 们 的 闪 题 是 想 
研究 系统 的 自 激 振荡 的 话 , 那 女 。 就 不 能 把 系统 的 非 线性 的 性 壬 忽略 掉 ， 因为 那样 ~ 来 就 
аа Н СЕЕ ОЕТ. 
ЗИ, АНЕТА КАНЯ 

类 的 情形 也 是 适用 的 。 以 方程 (1.1-1) 和 《1.2-1) 所 找 述 的 两 个 简单 的 系统 为 例 : 如 果 加 
速度 4 非常 小 ,也 就 是 说 飞行 的 速度 几乎 不 变 , 册 方程 (1.2-3) 就 可 以 看 出 来 ymis 比 初始 
扰动 小 得 多 ,而 且 这 样 的 ymi 发 生 在 :的 数值 很 大 的 一 个 时 刻 ， 在 一 个 有 限 的 时 间 间 
MZA REA (1.2-1) 的 运动 状态 和 多 是 正 村 的 系统 式 《1.1-1) 的 运动 状态 是 十 分 相近 
D: 因此 ;在 二 定 的 场合 之 下 ,也 可 以 用 常 系数 来 绕 很 准确 地 近似 一 个 变 条 数 系统 . 

”很 明 显 ， 常 系数 系统 是 最 容易 奔 究 的 . RERNE: 为 数 很 多 的 工程 么 绕 终 过 工程 
近似 的 手续 之 后 ,都 可 以 者 作 常 茶 数 隶 统 .这 也 就 是 为 什么 在 楼 制 理论 中 ， XTERRA 
性 系统 这 一 部 分 理论 特别 发 达 的 缘故 。 


5 几 个 定义 


ОЖ ВНЕ ВНЕ ИНОЕ. 前 者 
统称 为 分 析 问题 ,后 者 风 为 综合 (设计 7) 问题。 如 果 说 分 析 是 为 了 认识 系统 的 运动 规律 , 那 
么 综合 的 目的 便 是 改造 这 种 运动 ,使 之 满足 我 们 的 需要 ， 这样; 对 于 控制 论 来 说 ， 分 析 是 
基础 , 综 从 是 目的 ,而 后 者 又 是 前 者 的 发 展 结果 ,是 前 者 的 更 高 阶段 。 

如 果 一 组 变量 x, x,,……; x。 能 完全 代表 某 一 控制 系统 的 状态 ， 而 且 它们 的 变化 规 
律 rl), r)a 5-55 rO 能 够 单一 地 确定 系统 的 运动 规律 ,我 们 将 说 (нь +++, xn) 是 
系统 的 状态 ， 其 中 每 一 个 分 量 x 将 称 之 为 系统 的 座 标 ， 例如 质 点 的 运动 方程式 


„=. 1 (1.5-1) 


中 的 信 移 变量 = 不 能 完全 代表 质点 的 状 在， 它 和 质点 的 速度 一 起 才能 完全 表示 质点 的 状 
=: а= £= x 27. — => ЖО. 5-18899 7 


d<; = ly г г (1.5- 2) 


Ж, а 和 x, 是 质点 M 的 两 个 座 标 ， 它 们 二 者 在 一 Еа, РТР 系统 
的 运动 可 用 下 列 方程 组 来 描述 : 
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dx, 


„>“ hC zz + ° > |), 
` dz . 
Pa = ВС» X29 * ` t 3in3 £)» 
ах» д‘ - 
+ == f,(x,, жа, 0052, 1), (1.5-3) 


Ш (x xo +° +o z.) 完全 代表 了 系统 的 状态 ,系统 有 *' 个 应 标 。 凡 是 可 以 由 有 限 个 座 标 
完全 描绘 其 状态 的 系统 ,我 们 将 称 之 为 有 穷 纵 系统 ,或 称 之 为 集中 参数 系统 . | 

并 不 是 所 有 的 受 控 系 统 均 可 以 用 有 限 个 应 标 去 完全 描述 出 它 的 状态 。 ИИ Е 
弦 的 运动 是 可 以 控制 的 ， ЛЕА PIs GEI AAE анаи. 弦 的 运动 方 
程式 是 ， 


ОСИ НН аә 


其 中 。 为 常数 ,i КУЗЕТ РИА, Ге, z) НЕНИЯ, 

它 的 运动 是 由 一 个 二 元 ( 双 变量 ) 函 数 X(x 从 撕 述 的 ， 如 果 对 每 一 个 固定 点 x 一 x, 
将 函数 看 成 为 一 个 单 变量 HARIG D СО ДОННА. 因 
此 ,我 们 说 系统 式 (1.5-4) 是 无 穷 闪 的. 在 工程 上 , 根据 明显 的 物理 特点 , 称 此 类 系统 为 分 
布 参数 系统 . 

从 控制 的 观点 来 看 ， 系 统 中 的 诸 量 又 可 分 为 两 关 ， 受 榨 量 和 六 制 量 ， 控 制 的 目的 是 
向 对 人 们 有 利 的 方向 改变 系统 的 运动 规律 ,因此 ,系统 的 诸 状 态 座 标 都 是 受 控 量 ， 用 以 去 
改变 运动 规律 的 诸 量 ,如 式 (1.5-1) 和 (1.5-2) 中 的 1， 起 (1.5-4) 中 的 f(x， 发， 均 称 为 控制 
ж. 6-8 ФИТ ВИНА РА, 用 aa a 表示 。 此 时 方程 组 (1.5-3) 可 


改写 为 : | o > 
=. = ВСЕ, Xis $25 ** 1» Taitis ні». ‘ry Mi) >. 
Я = (5 Xis 257755 м, w эсә и), 
on 
A S fa CEs ть Xa» о аз His из» ж). (1.5-5) 


КАН к 5 570 xn ЗЕЕ, м гон, 为 控制 量 。 我 们 要 注意 到 ， 这 种 分 类 
是 很 重要 的 . 因为 只 有 对 控制 重 我 们 二 有 наи, реа: 
位 置 去 改变 发 动机 的 推力 ,用 改变 舵 的 偏 角 去 改变 作用 于 飞行 器 上 的 气动 力 和 力矩 ?用 改 
变 电 枢 电压 去 改变 电机 的 转动 力矩 等 等 。 而 受 控 量 的 变化 只 能 通过 控制 量 的 作用 按 其 本 
来 的 规律 (微分 方程 式 所 确定 的 规律 ?进行 

像 在 数学 物理 方程 中 所 看 到 的 那样 ， 有 些 具有 分 布 参数 的 受 控 运 动 可 用 佛 雷 德 荷 姆 
CFredhoim) 积分 方程 来 描述 . 如 方程 式 


yl) 一 Í КС, 80909, uls)) ds, В | I (1.5-6) 
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其 中 у(х) 为 受 控 量 (函数 )，K(x,s) 为 已 知 二 元 函数 (积分 方程 的 核 函 数 ), (у и) 为 
已 知 二 元 函数 ,而 uC) 为 控制 量 ( 函 数 )， 系 统 的 (无 穷 维 ) 座 标的 变化 规律 只 能 通过 控制 
函数 ul) 去 改变 。 

如 果 注 意 线性 自动 调节 理论 中 的 研究 方法 ,我 们 可 以 觉察 到 ,那里 无 枪 是 系统 的 座 标 
或 控制 量 均 被 默默 地 认为 不 受 任何 限制 , 即 任 一 变量 的 取 值 范围 预先 不 加 任何 约束 ,其 大 
小 完全 由 线性 方程 式 本 身 的 特性 和 初始 条 件 所 确定 . .虽然 线性 调节 理论 的 丰硕 成 果 对 自 
动 控制 技术 起 了 并 且 现 在 依然 起 着 重要 作用 ， 但 受 控 量 和 控制 盖 不 受 限 制 的 假定 是 与 实 
际 技术 装置 的 工作 情况 有 一 定 距 离 的 ， 这 不 能 不 认为 是 线性 理论 的 重要 缺陷 ， 在 实际 技 
术 问 题 中 ， 一 切 受 控 量 和 控制 量 都 受到 客观 条 件 的 某 些 约束 而 不 能 超出 一 定 的 范围 。 对 
于 控制 量 来 说 这 一 事实 有 着 更 深刻 的 意义 。 例 如 作用 于 飞行 器 上 的 力 ,总 有 一 定 的 限度 ， 
物体 的 速度 和 加 速度 受到 机 械 结构 强度 和 其 它 条 件 的 限制 ， 控 制 电压 受 到 电源 功率 和 多 
缘 强 度 的 限制 等 等 。 这 些 客 观 限制 因素 有 时 对 控制 系统 的 性 能 具有 决定 性 的 影响 ， 如 果 
在 设计 系统 时 不 加 考虑 ,计算 工作 就 往往 不 能 反映 受 控 对 象 的 主要 特征 ;或 者 使 定量 计算 
的 准确 程度 受到 严重 影响 ， 例 如 ,线性 调节 理论 中 不 海 虑 限制 条 件 而 得 到 的 “过 渡 过 程 的 
时 章 与 阶 跃 输 六 作用 的 大 小 无 关 ” 的 结论 ,在 实际 上 是 不 完全 正确 的 , 

人 们 很 早 就 发 现 , 若 考 虑 系统 的 受 控 量 和 控制 量 的 限制 条 件 ,在 控制 系统 的 设计 工作 
中 线性 理论 的 分 析 方法 已 经 不 完全 适用 或 根本 不 能 使 用 ， 那 里 应 用 的 广泛 和 富有 成 效 的 
许多 代数 方法 在 这 里 均 局 部 或 全 部 背 失 了 其 优越 性 ， 这 里 必须 采用 其 它 的 研究 方法 ， 这 
些 方法 将 在 本 书 以 后 的 有 关 章 节 中 详细 介绍 。 

对 控制 量 和 受 控 量 的 限制 条 件 ， 在 设计 工作 中 有 很 大 不 同 的 六， 前 者 是 首先 必须 考 
塌 的 因素 。 对 控制 量 的 约束 条 件 大 致 上 可 做 下 列 分 类 ， 设 msu 为 受 控 系统 的 ”个 
ени. 首先 ， 人 过 程 中 最 常见 的 是 人 一 个 人 的 了 图 有 到 限 和 如 

|а| < Mi ;= 1, 2 +, r, | (1.5-7) 
M, 为 不 同 的 (或 相同 的 ) 正 常数 .或 者 ， 更 为 广泛 一些 ， 限制 条 件 可 以 写 为 
инь Hs" < Мі = 1, 2, "l, (1.5-8) 
此 处 z; JE AERAN. 

有 时 在 某 些 系统 中 ， АИ ЕНН, 而 是 对 控制 量 的 函数 形式 有 特 

殊 的 要 求 ， 例 如 ， 在 控制 过 程 中 诸 控制 分 量 应 满足 不 等 式 | 


N p:(u CT), ZO ..., гид < Mis i= 1,2, . (1.5-9) 


AR gq 为 一 组 特定 的 连续 函数 ， 不 一 如 为 为 茶 一 控制 过 程 所 费 的 时 间 . 在 各 种 不 同 的 技 
术 问 题 中 可 能 有 各 种 不 同 的 限制 形式 ， 这 里 不 一 一 叙述 . 上 述 三 种 限制 形式 是 有 代表 意 
义 的 。 限制 形 式 式 (1.5-9) 的 物理 意义 可 能 是 在 整个 控制 时 间 内 的 能 量 损耗 或 其 它 经 济 
损耗 等 。 在 本 书 的 有 关 章 节 内 我 们 将 主要 研究 上 述 几 类 限制 条 件 对 控制 系统 的 影响 。 
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显然 ,控制 系统 的 理论 分 析 和 预先 设计 ,要 求 我 们 对 受 控 对 象 的 运动 规律 有 足够 的 了 
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М.в, 要 以 一 定 的 准确 度 写 出 受 控 对 象 的 运动 访 程 即 运 动 本 型 在 数学 分 析 中 


我 们 总 是 假定 一 个 微分 方程 式 的 形式 为 已 知 * 然 后 去 研究 它 的 解 的 性 质 和 求解 办 法 ,似乎 
方程 式 本 身 是 早已 知道 了 的 东西 。 其 实 , 在 实际 问题 中 完全 不 是 这 样 . 实际 工作 表明 ,无 
论 用 分 析 方 法 或 用 试验 方法 去 寻找 描述 受 控 对 象 运动 规律 的 方程 式 都 往往 是 一 件 不 容易 
的 训 。 它 不 仅 是 一 个 工程 实际 问题 ， 而 且 还 是 一 个 值得 认真 研究 的 理论 问题 . 这 就 是 常 
被 称 为 横 型 辨识 和 参数 估 值 的 问题 .. 

当 受 榨 对 象 比较 简单 而 近似 于 古典 数学 模型 时 ,如 受 力 的 质点 或 刚体 ,结构 简单 的 弹 
性 体 ， 理 想 气体 或 被 体 等 的 运动 均 可 用 常 微分 方程 或 偏 微 分 方程 政 找 述 。 当 受 控 对 象 不 
能 归结 于 这 些 简 单 的 数学 模型 ,而 这 又 是 常见 的 情形 时 ,问题 要 复杂 得 多 。 近 代 复 杂 受 控 
对 象 常 由 各 种 物理 性 能 完全 不 同 的 部 分 组 合 而 威 ,其 中 包含 电磁 元 件 , 光电 器 件 , 以 被 体 
或 气体 为 工作 体 的 发 动机 或 传动 机 构 , 有 时 还 包括 一 些 远 辑 部 件 第 等 。 这 样 ; 受 控 对 象 的 
还 动 就 不 能 再 用 简单 的 古典 方程 式 描绘 出 来 ,, 

几乎 所 有 实际 设计 工作 的 开始 ， 总 是 耐量 着 求 出 受 近 对 象 的 数学 模型 的 任务 ， 对 于 
复 麻 的 受 榨 过 程 ;如 工厂 的 生产 过 程 , 大 范围 内 的 交通 运输 过 程 等 等 ,办 识 和 建立 模型 常 
常 是 一 件 相当 困难 的 事 ， 现在 常用 的 方法 大 致 有 下 列 三 种 : 解析 法 ， 实 验 测试 法 和 统计 
试验 法 。 

所 谓 解析 法 是 将 一 个 复杂 的 受 接 系 统 接 其 结构 分 解 为 若干 独立 的 单元 成 组 合 
单元 或 组 合 又 分 为 元 件 或 环节 .根据 每 一 环节 的 物理 或 过 程 特点 > ВХ 
学 模型 一 一 运动 方程 式 。 最 后 将 这 些 方程 式 按 系 统 的 结构 原 现 和 相互 作用 的 关系 腾 赤 起 
来 , 便 得 到 一 个 方程 组 。 这 个 方法 的 优点 是 细 需 使 用 实验 设备 ,每 个 方程 式 都 台 应 一 个 具 
体 的 环节 ,因而 易于 用 实验 办 法 检验 其 准确 度 .。 但 是 ,这 种 分 析 方 法 只 适用 于 确实 易于 分 
解 为 独立 部 分 的 受 控 对 象 。 并 不 是 一 切 受 控 对 象 都 能 做 如 此 分 解 ， 因 为 有 时 分 解 后 的 环 
节 与 在 系统 中 的 该 环节 有 质 的 差别 ， 当 分 解 成 为 不 可 能 时 ,就 不 得 不 借助 于 其 它 方法 . 

应 用 最 广泛 和 结果 最 为 可 靠 的 是 买 验 测 试 法 ， 一 般 受 控 对 象 的 输出 量 4 座 标 ) 与 输入 
量 (控制 量 ) 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 , .为 了 求 出 受 按 对 象 的 运动 方程 式 ， 在 输入 端 加 入 控 
制 量 w(x)， 同 时 记录 输出 量 的 变化 规律 (г). 根据 这 些 试验 数据 , 求 出 一 个 等 效 的 数学 
模型 。 车 经 过 初步 分 析 , 系统 的 输出 和 输入 接近 线性 关系 , 则 再 用 线性 逼近 方法 , 即 用 一 
个 线性 模型 去 有 带 近 实际 系统 . 设 受 控 对 象 为 线性 系统 > 它 的 初始 条 件 为 零 .。 那 么 必 存 在 一 
个 函数 КС, т), 使 控制 量 «G) 和 受 控 量 z(z) 满足 下 列 伏 尔 得 拉 《Volterra》 积 分 方程 : 

x = | Kl, r)u(r)dr, r> 0, (1.6-1) 


土 式 中 二 元 函数 KG, т) 为 待 求 函 数 并 常 称 之 为 受 控 系统 的 脉冲 响应 函数 ， 而 uC), =(2) 
эВ. 欲求 解 上 述 积分 方程 中 的 核 函 数 , 可 以 令 控制 量 ul) 为 某 些 特殊 形式 的 
и, 例如 当 ul) =1, 0 <; < 时 , 式 (1.6-1) 变 为 Е 

z(e) = | КС, ван. 
或 者 , 设 G) 为 下 列 “ 脉 冲 函 数 ”: 
工 ， и <: <, + k; 
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当 《 一 0 时 显然 有 : 
x(t) = КО, А), (1.6-2) 
Ap a ХР. 当然 , 积分 方程 (1.6~1) 也 可 用 其 它 办 法 求解 。 以 后 我 们 将 可 以 看 
HMAK KU, т) 求 出 后 ,系统 的 数学 模型 就 可 以 建立 起 来 . . 

另 一 个 实验 方法 是 基于 常 系数 线性 系统 的 一 个 特性 : 若 在 输入 端 扣 一 个 正弦 形式 的 
驱动 作用 ,经 过 一 段 时 间 后 , 输出 座 标 将 为 共有 同样 频率 的 正弦 函数 , 不 同 的 只 是 幅度 和 
相位 。 令 ule) = sin ot， 输 出 为 

x(t) = Atow) sin Cot + ф(в)), . (1.6-3) 
式 中 4(o) 与 ф(о) 之 值 随 输入 作用 的 频率 不 同 而 不 同 ， 称 为 幅 频 与 相 频 特性 . 利用 这 
两 个 函数 构成 另 一 个 复 值 函数 
W (10) == Aoir, (1.6-4) 
ВАНА | 
| biw)” + ВС), + bm 
akio) + akio) ™ + +. + a, f 
从 常 微分 方程 理论 中 我 们 知道 , 根据 式 (1.6-5) 就 可 以 建立 一 个 受 控 对 象 的 数学 模型 。 从 
上 式 看 ,为 了 求 出 受 控 对 象 的 线性 逼近 方程 式 似乎 必须 测 出 Alo), 和 plo) RAER. 
实际 上 ， 在 一 定 条 件 下 只 测 出 其 中 的 一 个 就 够 了 。 当 复 值 函数 WwW(iw》 在 复数 4 的 下 半 
平面 及 实 轴 上 没有 零点 和 极点 时 , 幅 频 特性 Ao) 和 相 频 特性 p(w) 按 下 列 关系 相互 单 
值 对 应 : 


И (го) = (1.6-5) 


ndla) = 1 |" =. du, (1.6-6) 


я -2 и — 


和 
plo) = 1. Lf заб) du, ` (1.6-7) 


由 此 可 知 , 在 通常 的 情况 下 ， АНН НИЗ 3-а БРА 
一 用 分 析 方法 求 出 . Н Е i 

在 很 多 工程 技术 问题 中 , 受 控 对 象 的 输入 端的 控制 重 不 是 确定 性 的 ,而 是 一 个 艺 知 其 
绕 计 特性 的 随机 过 程 。 这 时 ， 根 据 平 稳 过 程 的 统计 特性 通过 受 控 对 象 后 所 发 生 的 变化 可 
以 求 出 受 控 对 象 的 近似 运动 方程 式 . 甚至 在 输入 量 可 以 任意 变化 时 也 可 以 采用 这 种 试验 
УФ. 

设 桂 求 运动 方程 式 的 受 控 对 象 的 输入 端 加 进 高 斯 〈Gauss) 平稳 随机 过 程 的 一 个 现实 
„(о 一 5()， 其 自 相关 函数 为 К, Сг), 而 对 任意 * 数学 期 望 FO) 一 0， 当 该 现实 通过 
受 控 对 象 后 ,其 输出 х0) 对 于 常 系数 线性 模型 也 是 一 个 平稳 过 程 的 现实 , 它 的 某 些 绕 计 
特性 可 以 用 实验 方法 求 出 ， 例 如 用 相关 仪 可 以 求 出 输 大 的 自 相关 函数 R;C(r) 和 输入 输 
出 的 互相 关 函 数 Rex(r)。 这 种 相关 仪 的 作用 原理 是 以 各 态 历经 定 理 为 依据 完成 下 列 运 
算 : 


Е,.(т) = F P ок 一 г), | (16-8) 
和 | 
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Ке.(т) = = [EOC —r)di, (1.6-9) 


当 z 值 固定 而 积分 限 工 足够 大 时 , 上 式 右 端 (随机 量 !) 均 方 收 敛 于 非 随 机 量 Юг). ША 
上 述 各 相关 函数 均 已 测 出 ,那么 便 可 以 用 最 佳 逼 近 的 方法 求 出 :个 线性 数学 模型 ,使 之 尽 
可 能 地 与 试验 结果 相 吻 合 。 用 K) 表示 待 求 线性 受 入 对 象 的 脉冲 响应 函数 ， ЕЖЕ 
满足 下 列 条 件 ; 


s= EQ 一 N КЕ 一 pa. = min (1.6-10) 


上 式 内 文字 上 的 横道 表示 对 随机 变量 求 数学 期 望 . 从 第 十 五 章 可 以 看 到 KÒ 应 满足 下 
Е | 
К..(г) 一 N ReeCr — ОКА, (1.6-11) 


这 个 积分 方程 中 的 待 求 函 数 K,G) 可 以 用 解析 方法 或 用 数值 计算 方法 解 出 , 然后 再 用 拉 
氏 变换 和 有 理 分 式 允 近 求 出 线性 模型 的 方程 式 ， 或 者 按照 第 十 四 章 、 第 十 五 章 中 所 讲 的 
其 它 方 法 求 出 线性 模型 的 方程 式 ， 

上 面 所 介绍 的 只 是 求 线性 模型 的 几 种 方法 ,还 有 非 线性 模型 ,分布 参 数 模型 等 ， 所谓 
系统 辨识 和 参数 估计 就 是 研究 这 个 问题 的 . ERB- r 83524 TREK RE 
意 这 个 常常 不 被 人 们 重视 ,但 却 有 重要 实际 和 理论 意义 的 间 题 . Е 
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评价 一 个 控制 系统 的 好 坏 , 其 指标 是 多 种 多 样 的 。 有 经 济 指标 ,动态 指标 , 稳 态 指标 ， 
强度 指标 和 抗 干扰 能 力 等 等 。 每 一 个 具体 系统 有 它 自己 的 主要 指标 ,如 不 能 得 到 满足 , 则 
系统 不 能 良好 地 工作 。 并 不 是 每 一 个 指标 都 能 用 解析 方法 去 获得 答案 。 例 如 经 济 指标 与 
原料 来 源 ,工艺 水 平 , 外 协 件 的 成 本 等 有 关 , 而 且 随 着 工业 的 不 断 发 展 ,这 些 指 标 也 将 不 断 
变化 .评价 某 一 系统 的 经 济 性 如 何 是 要 靠 统计 来 解决 的 ， 而 与 系统 的 运动 规律 往往 无 十 
分 直接 的 联系 。 本 书 内 将 要 研究 的 质量 指标 主要 是 与 控制 系统 运动 规律 喜 接 有 关 的 那 一 
部 份 ， 即 由 系统 的 稳 态 和 动态 性 能 所 决定 的 那些 质量 指标 . 概略 地 说 ;我 们 将 要 研究 的 有 
下 列 几 点 : 

(1) 系统 的 稳定 性 : 包括 系统 在 :一 оо 时 的 浙 近 性 能 和 有 限时 间 内 的 稳定 性 问题 . 
稳定 性 之 重要 是 大 家 所 熟知 的 ， 一 个 系统 如 果 不 稳定 , 它 的 行为 便 不 受 约束 , 受 控 量 将 忽 
左 忽 右 摇摆 不 定 , 或 者 使 运动 发 散 ,不 能 保持 原 定 的 工作 状态 不 变 . 这 种 系统 是 不 能 完成 
控制 任务 的 . 

(2) 系统 的 稳 态 精度 : 对 很 多 高 精度 控制 系统 ， 如 火 简 控制 系统 。 各 种 随 动 系统 。 工 
业 生 产 中 的 仿 型 和 数控 机 床 等 均 要 求 有 高 的 稳 态 精度 . 这 种 稳 态 精度 部 份 地 取决 于 测量 
元 件 (敏感 元 件 ) 本 身 的 测量 精度 ,又 取决 于 控制 系统 的 某 些 动态 参数 , 即 运动 方程 式 内 所 
包括 的 参数 值 的 大 小 和 控制 规律 的 选择 . 

G) 过 流 过 程 的 时 间 : 这 是 一 个 典型 的 动态 性 能 质量 指标 ， 在 既定 的 工作 条 件 下 它 
完全 取决 于 设计 艺术 ， 即 取决 于 如 何 正确 地 选择 控制 规律 ， 也 即 控制 量 КО, i 一 1， 
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25 +**%57 的 变化 规律 К 

.《4) ЖЕНИ: 这 也 是 完全 取决 于 系统 动态 性 能 的 指标 之 一 . 设 主 受 控 量 
z(z) 的 最 终 平衡 状态 为 x x > 0， 由 初始 条 件 和 控制 规律 所 决定 的 座 标 = 的 运动 规律 
X xl, z(a) = м, 0 <А < о; 则 超 铜 量 可 定义 为 

max |х(#)| — x, 
s = n _ - Ф, ` (1.7-1) 

式 中 可 根据 具体 问题 的 需要 去 选择 . 

(5) 一 般 积 分 泛 函 指标 : 更 为 一 нізам ннан новия, 设 受 控 
对 象 的 座 标 为 zú х0, °°, xn; 控制 量 为 az, u ta и. 一 般 性 的 质量 指标 可 定义 为 


f J = fer KCN Я2> ` 5 Яя шй, ..: э й,; 2). (1.7-2) 

式 中 为 系统 的 初始 运动 时 刻 ，4 为 受 控 量 达 到 某 一 最 终 状态 的 时 刻 、4 一 x ЯН 

间 , 函 数 九 为 某 一 给 定 的 x + r 十 1 元 函数 , 它 的 具体 形式 由 工程 实际 问题 的 要 求 来 确 

定 。 例 如 九 可 能 是 一 个 正定 二 次 型 | 

E J= |" (> ахи + > аму) di, | | (1.7-3) 

其 中 an 和 bas 可 能 是 已 知 的 时 间 z 的 函数 ， 也 可 能 为 常数 . 当 与 1 时 ,由 式 (1.7-2) 我 
们 醒 得 到 第 (3) 条 的 过 渡 过 程 时 间 指标 . 事实 上 ， | 

:= Idt = 1 — to, | (1.7-4) 

应 该 指出 , 第 (1) 条 的 稳定 性 指标 也 可 常 化 成 式 (1.7~2) 的 形式 ， 而 第 (4) 条 指标 则 不 可 能 f 


化 为 这 一 积分 泛 函 形式 ， 
常 遇 到 的 还 有 一 种 形式 : 


J = fl s ах; 


#=1 


dt, (1.7-5) 


也 属于 式 (1.7-27 的 范围 . 

(6) 抗 扰 性 指标 : 控制 系统 在 工作 过 程 中 受 外 界 干 扰 作 用 是 普遍 存在 着 的 现象 . 如 
飞行 器 受 风 或 其 他 原因 的 气流 影响 ， 火 箭 制导 系统 受 内 外 无 线 电 噪音 的 扰动 等 ， 一 个 良 
好 的 控制 系统 对 外 界 干扰 应 该 具有 足够 的 抵抗 能 力 ， 而 对 有 用 的 信号 则 迅速 而 准确 地 动 
作 。 抗 干扰 性 能 好 坏 是 评价 控制 系统 动态 和 静态 品质 的 一 个 重要 方面 。 在 设计 系统 时 必 
须 对 此 采取 措施 ， 如 何 设 计 一 个 具有 良好 抗 干扰 性 能 的 系统 也 是 我 们 此 书 讨论 的 内 容 之 

上 述 各 种 质量 指标 我 们 都 将 在 此 书 内 做 详细 程度 不 同 的 研究 .我 们 将 可 以 看 到 ， 它 
们 有 时 是 相互 矛盾 的 . 设计 一 个 系统 满足 全 部 上 述 指标 几乎 是 不 可 能 的 . 以 后 我 们 将 采 
取 分 别 研 究 , 个 别 评价 的 办 法 去 讨论 ， 至 于 如 何 对 这 些 指标 抓 住 重 点 而 综合 平衡 , 那 就 完 
全 依赖 于 能 否 深入 到 实际 中 去 认真 做 调查 研究 , 抓 住 主要 矛盾 和 矛盾 的 主要 方面 ,从 实际 
情况 出 发 ,作出 判断 , 其 它 是 没有 出 路 的 , 也 不 可 能 存在 什么 统一 的 放 之 四 海 而 雌 准 的 处 
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这 就 是 我 们 以 后 将 讨论 的 问题 的 一 个 大 致 轮廓 。 当 然 , 还 有 一些 另外 类 型 的 问题 ， B 
然 在 第 一 章 内 没有 提 到 ,由 于 它们 的 重要 性 ， 我 们 以 后 下 也 将 做 不 同 程度 的 介绍 和 讨论 ， 
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第 二 章 系统 分 析 的 基本 方法 


随 着 自动 控制 理论 和 实践 的 发 展 。 研 究 方法 和 使 用 的 工具 都 在 不 断 地 改进 和 增加 . 
如 果 说 在 四 十 年 代 控 制 理论 的 研究 和 实际 设计 工作 中 的 主要 方法 是 多 项 式 代数 和 拉 革 变 
换 为 基础 的 传递 函数 方法 ， 那 么 更 在 已 远 远 超出 了 这 个 范围 。 当 然 ， 对 于 那些 以 时 间 * 
为 自 变数 的 常 系数 微分 方程 来 说 ， 拉 普 拉 斯 变换 方法 仍 是 十 分 有 用 的 .因为 这 个 方法 能 
够 把 所 有 的 线性 常 系数 系统 问题 归结 到 一 个 一 致 的 代数 基础 上 去 . 这 样 一 来 ,求解 的 手 
续 就 被 简化 了 。 但 是 , 随 着 研究 工作 的 深入 ,人 们 逐渐 发 现 这 类 简单 的 代数 方法 也 有 它 的 
弱点 ,简化 与 深化 常 有 相互 矛盾 的 一 面 ， 为 了 对 控制 过 程 了 解 得 更 深刻 ,在 现代 控制 理论 
中 ,使 用 和 建立 了 新 的 工具 以 及 新 的 概念 , 这 些 工具 主要 是 多 维 空间 ( 欧 氏 空间 和 希 尔 伯 
特 空间 ) 中 的 运算 和 算 子 理论 。 引 入 控制 系统 状态 向 量 空间 ( 相 空间 ) 后 ,控制 过 程 的 几何 
特性 将 十 分 清晰 ， 近 些 年 来 在 控制 理 诊 研 究 工作 中 ， 得 到 的 一 些 新 成 就 大 部 份 是 与 相 空 
间 的 概念 分 不 开 的 。 为 了 系统 地 介绍 这 些 进 展 ， 我 们 在 以 后 将 既 保留 线性 理论 的 主要 广 
法 ,同时 也 要 介绍 新 的 概念 о p ba ARR 
内 容 的 更 详细 的 叙述 和 证 明 , 读 者 可 以 在 相应 的 专门 文献 中 找到 。. 


21 拉 氏 变换 和 反 转 公式 


如 果 ур. 是 一 个 时 间 变 数 : 的 函数 ， 它 的 定义 域 是 1> 0, 那么 А 009 的 拉 普 拉 斯 
(Laplace) 变换 YG) 的 定义 就 是 :， r 
| у = [| уда, с (21-1) 


ЗА s ;是 一 个 具有 正 实数 部 分 的 复 变数 ， Ве s> 0 (Ве: ЖЖ: 的 实数 部 分 )。 对 于 其 
他 的 : 值 ， 我 们 用 解析 开拓 的 法 方 来 定义 函数 YG). УС) WERE У 的 量 纲 和 时 间 的 
量 纲 的 乘积 。 < 的 量 纲 是 时 间 量 岗 的 负 一 次 方 守 。y(2) RARR, YC) 称 为 象 函数 ， 
如 果 уб) 是 已 知 的 ,那么 , 拉 氏 变换 YG 的 原 通 数 (也 就 是 原来 的 函数 ) y(9 总 
是 可 以 由 下 面 的 反 转 公式 计算 出 来 : Ñ 
y(#) = = 人 г" У (+) 4х, | (2.1-2) 


其 中 7 是 任意 的 一 个 实数 ， 只 要 它 比 所 有 的 УС) 的 奇 点 的 实数 部 分 都 大 就 可 以 了 . 在 
实际 计算 У) 时 ,我 们 可 以 按照 YC) 的 特点 适当 地 变化 积分 的 路 线 。 从 УС) Ж УС) 
的 步 又 称 为 拉 氏 反 变 换 . 
根据 定义 C2.1-1) 和 (2.1-2) 不 难 推出 拉 氏 变换 的 几 个 基本 特性 : 
(1) 拉 氏 变 换 是 线性 变换 : 两 个 函数 „С 及 у (0) 之 和 的 变换 等 于 二 者 单独 变换 
后 之 和 : 
上 сауд + bp dt = aY G) + БҮС), 
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2960) + о = 5 faet “aY G) + BYKA lds, 
其 中 a, b 是 任意 的 常数 ， и. 
(2) 推移 公式 : нос ЕВА, 则 对 应 的 象 函数 乘 以 e-*。 因 为 
N ну — r)d: = 全 oa = е-"у(;), 
式 中 т>0, ‘À= :— r; а, 1<0 时 令 убо) = 0, 
. 《3) 车 у(0) = 0, 则 27 У 的 象 函 数 为 $У($). 


CO ав о [ Oe вва YON 

(5) 两 个 函数 卷 积 的 象 函数 对 应 两 个 象 函数 的 积 

| Пре - оков на = ко, 

这 一 点 是 容易 检验 的 . | 
(6) ИРИ РНЕ, & yE) = „Фуко, № 

ү() = r TOOL == Wa YG) YG: — #4. 

这 说 明 拉 氏 变换 对 乘法 没有 分 配 律 , 初 学 者 往往 容易 弄 错 ， 其 证 明 我 们 留 给 读者 ，， 
С) 如 果 500 在 一 0 МАРАН, ИТ iny 一 imay), 
(8) АДА: Ев уб) = limsY(s), | 


当 我 们 用 拉 氏 变换 法 处 理 问题 时 ,常常 需要 根据 已 知 的 拉 氏 变换 函数 Y(:) ЖАРА 
ZO. 我们 当然 可 以 利用 反 转 公式 进行 这 项 工作 。 可 是 反 转 公式 42.1-27) 中 的 积分 运算 
常常 是 很 烦琐 的 ,而 且 很 花费 时 间 。 因 此 ,对 于 那些 常用 和 典型 的 yG) 和 УС), ANE 
经 编制 了 一 些 字 典 式 的 表格 ? .利用 这 种 变换 表 我 们 就 可 以 根据 已 知 的 УС) 查 出 相应 
的 yCz)， 也 可 以 从 已 知 的 yG) м YG), 这 样 就 大 大 地 减轻 了 计算 手续 。 下 
面 我 们 也 给 出 一 个 最 简略 的 拉 氏 变换 的 “ 字 一 个 很 小 的 拉 氏 变换 表 : 


| #2. 1-1 拉 氏 变换 的 小 д» 
УС; у(2) 


cos at 


sinh az 


cosh az 
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(821-1). 


+ _ © 
AF ay ЛИ 


— — 
(# + an: > (sin at — at cos at) 


$ 
G + aY 
G = а) 一 4 
Са 1 - 4aie 


(1 — atje 


1 (e= — е“) 
Сас Б) ° — b) 

G + а) Ca — b) ры Ga 一 <) |。-: 
元 二 CT Et + 人 ул + [< =" 


++ Ce 
C +a) -u 

TG + ay: + Ë) e cos 1 
(e + a) > : _ 

TG ay Р] e“ ch bz 


йе 


1 
Gs + a) 2 


$ 1 -et 
GFA 1 (1 -7 at Je . 
Cs + a) а — а а. а — Б t $ — + 
ZG + FD) 5 
# + aí + B а — аа + В = b — ab + В abt ё: ab — В( 5) 
POET “a o "tiu t tat = а + 
s+a ата pe а = b а 一 сы 
С + a)Gs + bY GEEA + [= T5’ и м 
1 (с — bje + (a ~ сей + (b — шея 
(T aG + GT) (а 一 7104 теже а). 5... 


sin at 


1 1 
GET) z 
1 shat _ 上 
GE) a а? 


5 1 gË sin 
—.,_ 2P . — = 
£ + a a V2 м2 
1 sh at • cos at 
a 


¿ cos at 


1 1 


Уг Vri 
Ң E 
$ 5 NA 、 
VAT +b и (y: 一 年!) UMEE " 
—— LJAN а 


22 用 拉 氏 变换 法 解 常 系数 线性 微分 方程 
既然 拉 氏 变换 是 对 一 个 函数 作 的 积分 运算 来 定义 的 ， 而 这 个 函数 又 是 只 在 :> 0 的 
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时 间 内 定义 的 ,所 以 拉 氏 变换 法 对 于 初 值 问题 特别 适用 。 所 谓 “ 初 值 问题 ”就 是 这 样 一 个 
问题 ， 如 果 系统 的 初始 状态 (也 就 是 :一 0 时 的 状态 和 : 0 时 的 驱动 函数 都 定 给 定 
№, RE + > 0 的 时 间 间 隔 内 系统 的 运动 情况 。 我 们 来 考虑 一 个 = 阶 的 系统 ， 假 定 a,, 
anis "775 ao 是 各 阶 导数 的 系数 ， 而 且 对 于 这 个 系统 有 一 个 非 齐 次 项 所 表示 的 驱动 函数 
x(z)。 于 是 ,系统 的 微分 方程 就 是 : 


a dy + a,—, "у + +: + му = ха). (2.2-1) | 
dt” а” 
各 个 初始 条 件 通 常 写作 : | 
4"—у = 
( d ) a У 
(y),= = уо. (2.2-2) 


在 式 (2.2-2) 的 条 件 下 ,微分 方程 (2.2-1) 就 能 够 把 系统 在 г > 0 时 的 运动 状态 唯一 地 确 
定 下 来 . | 

为 了 用 拉 氏 变换 法 解 这 个 问题 ,我们 把 方程 (2.2-1) 的 两 端 ,同时 乘 以 e7, 然后 再 从 
1 一 0 到 +: 一 co 积分 ， 既 然 规 定 


N e Зу(раг = Y(s), 


我 们 就 可 以 用 分 部 积分 的 方法 求 出 yG) 的 各 阶 导 数 的 拉 氏 变换 : 
r ея A dt = —y + s Г ey(t) dt = —y + sY(s), 


g 


| et dy dt = —yP — sy HPYCS), 
° дг? 
人 e 22 dt = — yf 一 sy» 一 … — sy + sYC). (2.2-3) 
аи, ШЕЕ <) 的 拉 氏 变换 写成 X(*)， 也 就 是 说 | 
хо) |7 — Qa, | (22-4) 


那么 ,考虑 到 初始 条 件 式 (2.2-2) ,方程 (2.2-17 就 可 以 写成 ' 
(a, + аа 0 Ф аб + о,)ҮС) 
= apys” + (а, + apayo) T + Са,у + ау 
+ О ` + Cays? + ау"? 


十 … + лу) + ХС). - (2.2-5) 
如 果 我 们 再 规定 DCs) 和 Nos) 分 别 是 下 列 的 两 个 多 项 式 : 
- DCs} = а" аи" + + + as + а - (2.2-6) 


和 
№(5) 一 anyo "+ Са,у + aayos + · 
+ Canys? + ау + --- + ау), (2.2-7) 


ыы 


` “umum $ ú s sms. ОЛ s. ú 
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于 是 方程 (2.2-5) 又 可 以 写作 ， | 


Y(s) = No(s) + ХС) 


DG DGS DGI (2.2-8) 


根据 方程 (2.2-77 ,我 们 看 到 式 (2.2-8) 的 第 一 项 No(s)/DCs) 是 与 初始 条 件 有 关 的 ，. 
我 们 把 这 一 项 写作 Y.(s) = Nos)/D(s)。 多 项 式 МК 的 次 数 最 多 也 不 会 超过 ”一 1 
次 ， 因 而 它 的 次 数 总 比 Ds》 的 次 数 低 ， 如 果 方 程 (2.2-2》 所 表示 的 初始 条 件 全 都 等 于 
等 ，No(s〉 世 就 随 之 等 于 零 了 ， 在 这 种 情形 干 ，Y(s) 就 只 由 第 二 项 XOD) 确定 :第 
二 项 是 与 驱动 函数 有 关 的 。 我 们 把 这 一 项 写作 Y) = ХС)/0С;). 第 一 项 Nos)/DGs) 
KAKER, B Х()/рС) KARR., VARRAR (21-2), 就 可 以 由 方程 
《2.2-8) 所 表示 的 Y (s) 一 YC) + Y,G) АЕА УС). = 

从 以 上 的 讨论 , Заден, 拉 氏 变换 本 身 只 是 一 个 “翻译 “的 手续 , 它 把 一 个 用 时 
间 变 数 * 所 描述 的 物理 过 程 翻译 成 用 变数 。 所 描述 的 过 程 ， 这 样 的 手续 并 不 影响 物理 过 
程 本 身 的 性 质 , 只 不 过 是 把 这 个 过 程 的 描述 从 “的 语言 ”翻译 成 “的 语言 “而 已 . 在: 的 
语言 里 用 分 析 运 算 《 微 分 和 积分 ) 所 描述 的 过 程 ,用 * 的 语言 来 叙述 就 只 要 用 简单 的 代数 
运算 ( 乘 或 除 ) 就 可 以 了 ; : 的 语言 中 的 微分 方程 , 用 s 的 语言 来 表示 就 简化 为 代数 方程 ， 
从 而 也 就 可 以 简化 计算 的 手续 和 表达 的 方式 . 

从 数学 观点 来 看 , 拉 氏 变换 是 一 个 线性 算 子 ， 它 定 出 两 族 函数 СТЯ ИЖ) 之 
间 的 对 应 关系 。 这 是 对 普通 函数 概念 的 一 种 推广 因为 “函数 ”只 不 过 是 二 族 数 之 间 的 对 
应 规律 女 了 .关于 算 子 的 概念 我 们 下 面 还 要 详细 介绍 . 在 这 里 可 能 提出 一 个 有 意思 的 问 
题 : 是 否 一 雪 以 时 间 做 为 自 变量 的 函数 yG) 都 能 找到 自己 的 象 函数 2 是 否 所 有 的 复 变 
AR ҮС) 都 是 某 一 个 y(z) ИЖ 对 这 一 问题 的 答 覆 是 否定 的 . 具体 地 说 ,如 果 不 
要 求 包括 一 切 所 谓 “ 冲 量 函数 " 即 狄 拉克 《Dirac) 函数 (参看 下 节 ) 的 话 ,这 一 条 线 可 以 这 
样 划 : 一 切 增长 速度 不 大 于 MN 为 任意 有 限 正 实数 ) 的 函数 yG) 均 有 自己 的 象 函 数 . 
而 函数 у) = с" 就 没有 象 函数 ,因为 此 时 积分 (2.1-1) 不 收敛 ,克拉 氏 变 换 没有 意义 K 
之 , 并 不 是 一 切 复 变 函数 都 能 按 式 (2.1-2) 找 到 自己 的 原 沙 数 。 如 果 想 包括 “ 冲 量 函数 ”在 
内 时 , 则 有 如 下 事实 : 设 复 变 函数 XO) 在 Кез > с 的 半 平 面 内 是 解析 吗 数 , ВА, 它 
为 象 函 数 的 充 要 条 件 是 在 这 一 半 平 面 内 XO] < PsC], RBAI PC) 为 的 x 阶 
FHAR”, 

有 人 将 拉 氏 变换 方法 推广 到 变 系数 线性 系统 .特别 是 近 几 年 来 ， 由 于 对 变 系数 系统 
的 研究 变 得 十 分 迫切 ,已 有 很 多 人 从 事 这 方面 的 研究 . 但 是 这 些 方法 目前 还 比较 复杂 ,而 
且 大 部 分 结果 的 可 用 范围 尚 有 待 于 扩大 ， 需 做 入 量 工作 局 ， 才 有 可 能 将 这 些 方法 加 工 到 工 
程 上 可 以 简便 应 用 的 地 步 . 
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多 项 式 的 比值 Nes)/DCs》 可 以 分 解 成 部 分 分 式 . 如 果 多 项 式 DG) Ш" ЛМ я, 
£ 757.5, 都 是 互 不 相等 的 , 换 名 话说 ，D(*) 没有 重 根 ,那么 这 个 部 分 分 式 就 是 : 
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№) _ < №) 1 _ (2.3-1) 
DG) —DGG,) G— s,) 
其 中 的 БС) 表示 рб) 对 于 :的 导数 ,根据 上 一 节 里 的 “字典 ”, 把 这 个 和 数 逐 项 地 “ 翻 
译 ” 出 来 , 就 得 到 yG) 解 中 由 于 初始 条 件 而 产生 的 y) 部 份 〈 这 一 部 份 称 为 “补充 站 
数 ”, 它 也 就 是 方程 (2.2-1) 在 x(#) = 0 而 初始 条 件 仍然 是 式 (2.2-27 的 解 .): 


Yel) = > Den, s) e, (2.3-2) 


一 般 说 来 ，D(s) 的 根 + EER. 对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ， 微分 方程 (2.2-1) 的 系数 
a d1, 42,"**s a, 都 是 实数 .根据 方程 (2.2-6), D(s》 的 各 个 复数 根 + MAERA HH 
对 出 现 的 .这 也 就 是 说 ,如 果 DC(s》 有 一 个 复数 根 是 c 十 i8(C8 > 0) 的 话 , ВА o — ip 
也 必然 是 DC) 的 根 。 如 果 所 有 的 根 s, 的 实数 部 分 都 是 负数 ,那么 у.) 就 会 随 着 时 间 
. 的 增加 按照 指数 律 减 小 ,最 后 у.) 一 0。 因 此 ,系统 就 是 稳定 的 . 
如 果 表 示 外 力 的 驱动 函数 (г) 是 正弦 式 的 ,为 了 计算 的 方便 , 我 们 就 把 它 写成 下 列 
的 复数 形式 (真正 的 外 力 只 是 这 个 表示 式 的 实数 部 分 或 者 虚数 部 分 》: 
ХС) = хе, (2.3-3) 
其 中 的 <, 是 振幅 , оС), 根据 拉 氏 变换 的 “字典 ”, 就 有 
Х(5) = х,„ 1 


— йо’ 


因此 ,方程 (2.2-8) 的 第 二 项 在 现在 的 情形 下 就 是 : 


Yi(s) = и. 
(s 一 10)0(5)` 
ERE, 我们 可 以 把 得 到 的 结果 推广 到 更 一 般 的 情形 中 去 . 如 果 所 考虑 的 系统 不 是 
只 由 一 个 微分 方程 所 描述 《 象 以 前 讨论 过 的 那样 ), 而 是 用 一 个 微分 方程 组 所 描述 的 。 举 
例 来 说 ,描述 系统 状态 的 是 这 样 一 个 方程 组 : 


2 dy 
412 Ja + au — 3; + ау + i s= = tbn <= + boz = x(t), 


an ZL + an 2. + any ае + ba 4" + baz = 0, 
2 28 dz ап d: 
其 中 的 系数 ан, b; 都 是 常数 . 
让 y 的 初始 条 件 全 都 等 于 零 ( 这 样 作 的 意义 就 是 把 > 用 y; ЖК), 对 系统 的 微分 方 
程 组 进行 拉 氏 变换 ;就 得 到 一 个 代数 方程 组 ,然后 再 用 代数 方法 把 除 YO) 以 外 的 其 余 未 
知 函 数 ( 例 如 ,上 面 例 子 里 的 Z(*)) 消 去 ,最 后 , 特 解 Y GD 的 拉 氏 变换 就 可 以 表示 为 『 列 
的 形状 : 


D= FOX = М) МО) _ | _ 
Y,G) 一 FOODXCD = М XG) = т, (2.3-4) 


其 中 NC) 的 次 数 小 于 DC) 的 次 数 . 当 NCs) = 1 时 ,问题 就 简化 为 式 (2.2-8) 所 表示 的 
比较 简单 的 情形 .在 推广 了 的 情况 下 ,部 分 分 式 的 法 则 式 42.3-17 仍 旧 是 适用 的 . 但 是 , 现 
在 的 分 母 多 项 式 是 〈* 一 io) DG), RAZRADE so о 577 5, M iw。 因 而 就 有 


ря DOD 1 МА)  _1 _ 
у) " БЕ £ 一 iw + > Cs, — 10) DCs,) ғ — -|. (2.3-5) 
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所 以 由 于 正弦 式 的 驱动 函数 式 (2.3-3) 所 产生 的 特 解 就 是 
— Міо) ot М, ) eirt = 
эо =. (569. pre +> l, іә)5(,) 1. (2:3-6) 
对 于 稳定 的 系统 来 说 ?， 所 有 的 : 的 实数 部 分 都 是 负数 ,所 以 当 г oo ВОН, yG) 
的 第 二 部 分 就 等 于 零 。 这 时 的 系统 状态 称 为 稳 态 。 剩 下 的 第 一 部 分 就 是 系统 的 稳 态 解 
[y; Ga) 1: 


[yO 1х —— Мо) ейі 


(о) 
稳 态 解 与 驱动 函数 的 比值 也 就 可 以 用 下 列 简单 的 关系 式 表 示 出 来: 
[y (2) 1 = Міо) 一 ; _ 
ПКО L NGA) — бы). | (2.3-7) 


这 个 公式 使 我 们 能 够 十 分 简捷 地 计算 出 正弦 驱动 函数 所 产生 的 稳 态 解 . 吧 的 函数 F(iw) 
` 称 为 系统 的 频率 特性 。 
如 果 把 函数 Fo) 写成 
Flo) = К(о)еі®%®, (2.3-7) 
Hj К(о) 称 为 系统 的 幅 频 特性 ,而 plo) 则 称 之 为 系统 的 相 频 特性 .此 时 
[yi se 一 „К (ше te) 
若 驱 动 函 数 是 rnet 的 实 部 xmcos wi:， 则 系统 稳 态 解 便 是 
[y G) lue = х„К(0) cos (ог + ф(о)). 
式 中 K(o) 表 示 在 频率 w 上 系统 对 驱动 函数 的 放大 系数 ,而 Co) 表示 在 该 频率 上 的 相 移 。 
当 驱 动 函数 的 角 频 率 中 趋 近 于 零 的 时 候 ， 驱 动 函数 就 趋 近 于 一 个 不 随时 间 改 变 的 党 
数 x, 方程 (2.3-7) 表 明 : Е(0) 就 是 当 х 是 常数 的 情况 下 ?的 稳 态 值 与 的 比值 。 这 
就 是 ЕС) £ += 0 的 值 的 物理 意义 . 在 以 后 的 讨论 中 , 我 们 还 要 经 常 地 用 到 这 个 物理 
解释 .我 们 把 ЕСО) 的 绝对 值 K 一 |FC0)| 称 为 系统 的 放大 系数 或 增益 . 
驱动 函数 x(z) 可 以 是 不 连续 函数 。 现 在 我 们 假定 驱动 函数 0) 是 作用 在 :一 0 这 
一 瞬间 的 一 个 单位 冲 量 ”, 也 就 是 ， 
如 果 : 0, x(t) = 0; 
如 果 = 0, x(t) — co, 
而 且 
Í. хр ағ = 1. 


这 样 规定 的 z 的 函数 称 为 狄 拉 克 冲 量 函数 ,通常 用 900) 表示 。 不 难 证 明 , 这 样 一 个 单位 
冲 量 驱动 函数 的 拉 氏 变换 X) 就 等 于 1。 如 果 把 单位 冲 量 驱动 函数 作用 到 一 般 的 系统 
上 去 ,那么 ,由于 这 个 冲 量 而 引起 的 系统 的 反应 ,按照 方程 (2.3-4) 就 是 


Y,(s) = FON 1 = FCs). (2.3-8) 
НИВУ АСО) 来 表示 .根据 反 转 公式 (2.1-2》， 


1) 关于 稳定 性 的 严格 定义 将 在 第 四 章 讨论 . 
2) 严格 地 讲 , 冲 量 函 数 是 一 种 广义 函数 ,严格 定义 参看 第 十 二 章 , 这 里 的 简化 了 的 讨论 并 不 会 引起 误解 . 
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1 7 二 ce а _ 
Ө, +f euF(s)ds. (2.3-9) 


如 果 系 统 是 稳定 的 。 则 所 有 的 根 + 的 实数 部 分 就 都 是 负 的 , 这 也 就 是 说 , 在 复数 平面 上 
FG) 的 所 有 的 奇 点 都 位 于 虚 轴 的 左边 。 因 此 ，, 在 表示 AG) 的 积分 式 (2.3-9) 里 , 我们 可 
以 用 虚 轴 作为 积分 的 路 线 , 也 就 是 说 ,方程 (2， 3-9) 里 的 7 可 以 芭 作 零 : т = 0. Ж АС) 
常 称 为 系统 的 脉冲 响应 函数 . 


2.4” 相 空间 内 的 几何 概念 
设 某 一 受 控 系统 ,自由 度 是 >， 即 用 ” 个 变量 r ra 055, x。 能 完全 单一 地 表示 出 


它 的 状态 ,其 中 每 个 分 量 称 之 为 系统 的 座 标 。 现 在 我 们 模仿 三 维 空间 内 的 情况 ,把 这 一 组 
量 看 成 是 一 个 向 量 的 n 个 分 量 ,并 用 粗 体 字母 表示 


х= (х1, X23 “XD . 
同 在 三 维 空间 一 样 , 对 这 类 向 量 也 可 以 进行 代数 运算 ， 设 А 为 常 实数 , 则 . 
Ах = (Ах, Ако, `, Ах). (2.4-1) 
二 个 向 量 相 加 按 下 列 规则 进行 
x + y = (mi +. ys zz t ytty Kot Ya). | (2.4-2) 


于 是 ， 所 有 这 类 向 量 的 全 体 构成 一 个 = 维 线性 空间 ， 我 们 不 妨 把 这 些 向 量 的 分 量 看 戌 是 
直角 座 标 系 内 的 座 标 。 这 个 具有 直角 座 标 系 的 空间 我 们 记 为 R,， 其 中 每 一 个 出 自 原点 
的 向 量 均 代 表 系统 的 一 种 工作 状态 。 不 难 想像 ,每 一 个 向 量 也 可 以 看 做 是 一 个 点 。 所 以 ， 
在 没有 特别 说 明 时 ,向 量 和 点 我 们 将 认为 是 同 义 语 。 这 个 空间 К, 将 称 之 为 系统 的 相 空 
间 ( 状 态 空 间 ). -描述 系统 状态 的 向 量 ( 点 ) x 我 们 称 之 为 受 控 系统 的 状态 . | 

在 相 空 间 内 同样 可 以 引进 向 量 的 数量 积 .长 度 \ 角 度 等 几何 概念 两 个 实 向 量 的 数量 
САВО ПЕ ХУСНИ т)? 


(х,у) = > РЕТ (2.4-3) 
这 里 和 下 面 都 假定 座 标 是 实数 。 向 量 x 的 长 度 则 为 
jx = Vx, x) = (5; 好 。 (2.4-4) 
两 个 向 量 x 和 y 的 夹 角 由 公式 
> x;y; 
cosp = 02907 т Ея (2.4-5) 
д. | у 


i=1 š=1 


1) 本 书 内 我 们 将 使 用 粗 体 字 母 表 示 疯 量 , 常 体 字 x; 表示 向 量 x 的 第 i 个 分 量 .. 若 需 注 明 向 量 的 序数 ， 则 在 粗 
体 字 旁 注 序 号 如 xi, x, 等 。 此 时 用 x;; 表示 第 j 个 向 量 的 第 ; 个 分 量 , 即 第 一 个 注 角 依然 表示 分 量 序号 ,第 
二 个 注 角 表 示 向 量 序号 。 


2) 这 里 假定 x 的 每 一 座 标 x; 都 是 实数 .如果 人 允许 座 标 是 复数 , 内 积 的 定义 要 改 成 (zx, У) 一 > ху» y; 是 
у GREEK., 这 样 的 空间 称 为 西 空间 ， 
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确定 .两 个 点 (向 量 ) х,у 之 连 线 线 段 由 下 式 表 出 : 


х,у = Ах + (1 — Лу, 0 < 2 < 1, (2.4-6) 
ПОВ ЧЕН T 工 的 方程 式 为 
一 MKxz 一 y) 十 了 ， 一 co 一 1 一 co， (2.4-7) 
相 空 间 内 以 x, 为 心 , 以 > AFRIMA E FASADA = 的 集合 
[|x — xl]? = (х — х, x — x) = (2.4-8) 
通过 点 x, 并 垂直 于 已 知 向 量 А1 (п 一 1 维 ) 由 等 式 
(x — x у) = 0 (2.4-9) 
或 
>} (а — toyo = 0 (2.4--9”) 
所 单一 确定 . 


在 相 空 间 内 还 可 以 引进 更 为 复杂 的 几何 概念 .例如 , 某 些 点 的 集合 (区 域 ) 2 我们 称 
之 为 凸 面体 , 若 其 内 的 任何 两 点 x, y € ОУ 的 连 线 式 (2.4-6) 也 全 部 属于 2， 过 凸 面体 的 
任 一 边界 点 zx 可 以 作 一 个 承 托 支 面 P, 后 者 的 外 法 向 量 记 为 n,， 使 对 吓 面 体内 的 任意 点 
x 均 满 足 不 等 式 


(х — х, np) < 0, : | (2.4-10) 
或 


>; (x; 一 ход, < 0. (2.4-10') 
i=1 


我 们 看 到 , 相 空 间 R。 与 一 般 三 维 空间 相 比 较 , 除 维 数 外 ,如 果 不 考 虑 向 量 积 ,其 它 毫 无 差 
5. 以 后 我 们 将 利用 这 些 几 何 概 念 去 研究 控制 系统 的 运动 规律 . 

以 后 还 将 用 到 关于 线性 算 子 的 概念 ， 设 向 量 x 属于 a 维 实 空间 Ro 向量 a 属于 另 
外 一 个 维 空间 R。。 如 果 有 一 个 函数 规律 4， 使 尽 。 内 的 每 一 个 向 量 都 对 应 于 R。 内 的 
” 某 一 个 同 量 ， 并 记 为 


и = Ax, (2.4-11) 
АСах + by) = aAx + БАу, (2.4-12) 


Rth a,b HRB, х,УуЄР,. 这 种 对 应 规律 称 为 线性 算 子 . € R, 和 R, 为 同一 空间 ， 
则 线性 算 子 也 称 为 线性 变换 。 不 难 证 明 ， 有 限 维 空间 内 的 一 切线 性 算 子 与 一 切 和 矩阵 之 间 
有 一 一 对 应 的 关系 。 一 切线 性 变 换 均 对 应 一 个 唯一 的 方 阵 ， 反 之 ， 每 一 个 方 阵 对 应 一 个 
线性 变换 . 设 x, ?ye R,。 则 将 x 变 为 y 的 线性 变换 可 写成 
у = Ах. 

向 量 y 的 每 一 个 座 标 按 下 列 规律 算出 

yi = анк, i=1,2, ++. (2.4-13) 

Пет 


AP А = (а) Я n X n 阶 方 阵 。 这 里 和 以 后 我 们 将 认为 在 R。 中 线性 算 子 与 矩阵 等 


1) 符号 上 读 作 属 于 读 作 不 属于 。 
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价 . 若 方 阵 的 行列 式 不 为 零 , 则 称 为 可 逆 的 ,此 时 有 


x = AY, 
式 中 | 
4 = (y ， (2:4-14) 
这 里 |4| 为 方 阵 4 对 应 的 行列 式 之 值 ，41 表示 方 阵 4 的 第 i 行 第 i 列 元 素 的 代数 余子 
式 ,符号 “r” 表 示 和 矩阵 转 置 。 | | 
两 个 算 子 的 和 对 应 于 两 个 矩阵 的 和 
Ax + Bx = (A + В)х = Сх, (2.4-15) 


С = (а; + bi), В = (bj). 
二 个 算 子 的 连续 作用 对 应 二 个 矩阵 的 积 ， 
А(Вх) = (АВ)х = Dx, 


рлжи TARE: 
di = У) СТИ i, (2.416) 
应 该 注意 的 是 两 个 矩阵 的 乘积 次 序 一 般 是 不 可 交换 的 。 
数量 积 
(х, 4х) 一 Ў) aopxoxp (2.4-17) 
а,в 


称 为 向 量 x 的 二 次 型 (二 次 齐 式 )， 若 方 阵 B 对 任何 xy ER, 满足 等 式 

Q, Ax) = (Ву, z) 
则 称 刀 为 4 的 伴随 矩阵 . 容易 检查 , В = Ar. Ч 4 = A 时 称 为 对 称 变换 (或 对 称 和 矩阵 )， 
此 时 有 C, Ax) = (ду, х), TAE x 的 二 次 型 由 于 xoxp 一 xpxs。 在 式 (2.4-17) 内 


4 可 代 之 以 C= 164 + 4"). 对 任何 向 量 x 均 有 
(x, Ax)=(x, Cx), c; 一 + (ай Нан). (2.418) 


著 对 任何 非 零 向 量 x， 二 次 型 式 (2.4-18) 总 大 于 或 等 于 零 ,4 或 C 叫 作 非 负 变换 ， 若 总 大 
于 零 则 称 为 正定 变换 ， 此 外 ，C 浊 对 称 和 矩阵 。 对 称 和 矩阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 一 切 主子 行 
列 式 都 是 正 数 ;- | 

Сц Ci"  * Ci |. 
ёи en >0, ,| 67776 | > 0. _ (2.419) 


си > 0, 


Сл Cz 
CelCm2 "Cnn | 
若 对 任何 非 零 x 数 量 积 式 (2.4-18) 均 为 负 值 , 则 称 变换 4 或 C 为 负 定 . C 为 负 定 的 充 要 条 
件 是 
Cn “°` Cin 
Си C12 | 


>0, 0, (1) | 91° Cm l> 0, (2.4-20) 


ee 


` би < 0, 


Сд C22 
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变换 为 正定 或 负 定 有 着 明显 的 几何 意义 任 一 个 线性 变 痪 均 可 以 分 解 为 二 次 顺序 变换 ， 
即 绕 空 间 某 一 个 轴 的 旋转 和 向 量 长 度 的 改变 。 如 果 二 种 作用 的 结果 使 x 和 Ax 之 间 的 
夹 角 小 于 90°, 那么 4 就 是 正定 变换 。 例 如 ,一 切 正常 旋转 变换 ， 当 转角 小 于 90° 时 便 为 
正定 ,反之 , 当 转 角 大 于 90° 时 便 为 负 定 ， 
此 外 ,以 后 还 要 用 到 本 征 值 和 本 征 向 量 的 概念 .满足 下 列 等 式 的 常数 4 MEZHER x 
Ах = Ах (2.4-21) 
分 别称 为 矩阵 4 的 本 征 值 和 本 征 向 量 . МЕНА EAR ERT E, 本 征 
值 2 必 为 矩阵 4 的 特征 方程 的 根 . 
l4 — АЕ | = 0, | (2.4—22) 
ЖЖ E EARME, КЖ. 4-22 п, ЖАНЕКА Т n № 
方 阵 4 一 Е 称 为 方 阵 4 的 特征 矩阵。 对 任何 常量 方 阵 4 必 存 在 可 逆 方 阵 О, E 
Q 'AQ ЖХ?) (Jordan) 标准 型 
Л 


gua =] ? СН (2.423) 
Jr > 
J, 之 形状 为 
А; 1 0 0.-.0 
0 A 1 0………0 
J=]: д 1-0 (2.4-24) 
:: Ес 
000 hl, 


此 外 其 它 元 素 均 为 零 。J; 称 为 约 当 块 . 
i# 22) 为 一 个 多 项 式 
ACA) = aA” + аА" + + `° 十 am 
将 某 一 方 阵 4 代入 后 便 得 到 一 个 矩阵 函数 
КА) = mA” + a” + .+ anE, (2.4-25) 

由 于 4” 和 矩阵 加 法 均 有 定义 , 故 ACAD) 仍 为 一 同 阶 方 阵 。 对 方 阵 4 同样 可 构成 矩阵 级 
数 

bE + БА + 5,42 + ++ 6,4" + - +, (2.4-26) 
对 于 方 阵 的 无 穷 级 数 ,和 数列 级 数 一 样 ;上 述 和 式 并 不 是 任何 时 候 都 有 意义 , 只 有 在 级 数 
收敛 时 才能 说 它 的 和 是 什么 . 为 了 判别 级 数 式 (2.4-26) 是 否 收 敛 , 引 进 量 

14 = max [ви |[> 

称 为 矩阵 4 的 范 数 。 不 难 证 明 , 级 数 式 (2.4-26) Боно ЕНИ 

> + 2141 Ыр + ШАР. 
收敛 PARREREN A T ANREISE ATTS 

=Е+а+ Т ipte, 
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cos 4 = Е фф 1 n—..., 
21 41 


1 


sinAa=A—ÍÑ p+ 21 As — .... (2.4-27) 
3! 5! . 


由 此 不 难 推 得 


tA 


e't = cos А + isinA, 


cos A = 1 (e4 + 4), 
2 
sin 4 = H (24 一 г). 
级 数 式 (2.4~27) 对 任何 方 阵 4 都 是 收敛 的 ， 值 得 注意 的 是 ,与 一 般 指 数 函 数 不 同 ，。 
和 сс 并 不 一 定 相等 ,只 有 当 AB 一 BA 时 才 有 e^ 一 cie! == eet, 


ЖЕЕ AG = Сано) 的 每 一 个 元 素 对 : 是 可 微分 的 , WREE AG) 可 微 , 它 
的 导数 定义 为 


dA Ө! da;; (£) 
4 - ( dt : ): (2.428) 
同样 ,对 矩阵 AG) 的 积分 定义 为 
r A(t)dt = (|| anl ds ). (2.4-29) 
容易 检查 ， 
dA(D BO _ =- 242. ВС) + AGO : dBCe) 
dt dt ` 
对 指数 函数 的 微分 有 公式 | 
“<= = Ae“ = eA, (2.4-30) 
另外 ,下 列 关系 式 也 极为 有 用 : 
e] =E de“ = А 
1=0 > dt № , 
(е4) = е, (г) = ea 


РЕН УЖ, ED Н" = —Н, WAHE e н 所 对 应 的 变换 称 之 为 等 距 变换 ， 
因为 对 任何 向 量 x 和 y 总 有 : 
Cex, сну) = (x, сену) = (х, eMtiy) = (x, y), 
当 x = y 时 f 
Пен] = Cex, еНх) = (x, x) = |х|. (2.4-31) 
所 谓 等 距 变 换 的 名 称 即 由 此 来 .。 更 进一步 ， 可 以 证 明 , 在 实 空 间 内 ,任何 等 距 变 换 U 都 有 
一 个 斜 对 称 和 矩阵 矿 相 对 应 , 即 
U = e", 
本 节 所 列举 诸 事 实 的 详细 证 明 , 读 者 可 参阅 本 章 参 考 文献 [22,28], 
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本 节 内 将 以 后 用 到 的 一 些 基本 向 量 公式 作 一 简单 讨论 . Uk x 一 (= xo -s sa) 06 
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受 控 系 统 的 状态 向 量 。 诸 控制 量 а, u ``, и, 也 可 以 看 成 是 一 个 > А а = (а, 
xs ，wr)， 设 它 的 值 取 于 r 维 空间 的 某 一 区 域 Z。 倘若 对 u 每 一 瞬间 的 取 值 无 限制 ， 
则 控制 向 量 = 的 取 值 范围 将 为 整个 + 维 空间 。 在 这 些 假 定 的 条 件 下 运动 方程 式 (1.5-5) 
即 可 写成 更 为 简单 的 形式 : f 

2х. = f(t, x, и), (2.5-1) 


式 中 f= (fo fotto h) 为 一 向 量 函 数 。 此 时 , 受 控 系 统 的 每 一 个 运动 e) 是 向 量 方 
程式 (2.5-1) 的 一 个 解 , 它 在 状态 空间 内 是 一 条 连续 曲线 ， 称 之 为 系统 的 运动 轨迹 。 在 运 
动 轨迹 上 的 每 一 点 , 可 由 式 (2.5-1) 单 值 地 决定 一 个 运动 速度 向 量 . 


s= = (2, “=, 一 Ь, и e-a fa) | 


它 的 大 小 和 方向 是 可 以 控制 的 。 改 变 系统 在 状态 空间 内 的 运动 方向 和 运动 速度 ， 就 能 改 
变 受 控 系统 的 状态 ,这 就 是 控制 过 程 的 几何 意义 . 
对 于 线性 方程 组 用 向 量 方法 表示 则 尤为 方便 。 设 受 控 对 象 由 下 列 方程 组 描述 


A = а(х + alt) + tte 十 amn(z)xs + balean 十 .… + WOLE 
T = ap (Ри + anat) + ee + a,,G)z, + Вы + ° + baleu, (2.5-2) 
此 方程 组 用 向 量 表示 后 可 记 为 
х = A(D)x + Ва, | 《2.5-2 7) 


式 中 x= (xi, ха, ***> х,) 和 u= (и, s "5 Ur)》 均 可 视 为 向 量 ，A4 CG) = (41(:)), 

BC) 二 《bap(#))， 后 者 为 n x r 阶 长 方 阵 , 它 可 以 看 成 是 一 个 算 子 ,将 R, 空间 内 的 向 

量 转换 至 R。 空 间 , 或 者 说 它 的 “ 自 变 量 " 是 uc R, 取 值 于 状态 空间 R, 
方程 式 


dy — 4(ру (2.5-3) 
dt 


称 为 式 (2.5-2) 的 齐 次 方程 式 .， 如果 4 为 常量 矩阵 , ВП о, 均 为 常数 , 则 其 解 可 以 用 矩阵 
函数 简单 地 写 出 . 令 


+ T 50) е (ee, ca), (2.5-4) 
则 此 齐 次 方程 式 满足 给 定 初始 条 件 的 解 为 
yG) = ес, 


因为 将 右 端 代入 式 《2.5-4) 后 可 得 恒等式 . 显然, (0) = Ec 一 .矩阵 函数 。4 常 称 为 
齐 次 方程 式 (2.5-4) 的 基本 解 矩 阵 . 
当 式 (2.5-2 ?中 4 为 常量 矩阵 《BC 则 不 必 如 此 ), 则 式 (2.5-2 7) 的 通 解 可 写 为 


xlt) = еж, + | 4-0 B(r)a(r)dar, (2.5-5) 


其 中 x= x(0) 为 系统 的 初始 条 件 。 上 式 可 用 下 列 方 法 得 到 。 设 式 《2.5-2') 的 解 可 以 写 
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成 xG) = efeke), RAAC.5-2 ) 并 简化 后 得 
delr) = e" Bule). 
dt 


积分 后 有 
el) 一 | е7“ В(т)и(т)ат + со. 


с, 为 积分 常数 。 代入 后 有 р | 
х( = eah “В (т) а (r)dr + с). 


当 1 一 0 时 x(0) = x, 一 eco， 于 是 得 到 了 (2.5-35) 式 ， 

在 常 微分 方程 理论 中 对 变 系数 系统 式 (2.5-3) 和 (2.5-2 ) 有 类 似 的 结果 。 齐 次 方程 
(2.5-3) 也 存在 基本 解 矩 阵 ， 只 是 写 不 成 式 (2.5-5) 的 简单 形式 罢了 。 若 后 者 用 Ol, t) 
表示 , 则 | 

yE = Ф(:, иде, Dlr) = Е, (2.5-6) 
通 解 式 (2.5-5) 将 变 为 
х(0) = Bl, xn)z + | Dli, YOt, mn)BCr)aCr)ar， (2.5-7) 


上 式 内 o 为 系统 运动 的 初始 时 刻 ， MARRARA, IEA ERE OG, и) 均 为 可 
й, AATE: 为 何 值 它 的 行列 式 总 不 为 零 ，|@(4+， 5] 天 0。 不 过 , 这 里 要 想 求 出 矩阵 
Dle, к) 就 不 那么 简单 了 ,而 只 能 用 数字 计算 机 求 数值 解 , 在 少数 简单 的 情况 下 才 可 能 找 
到 解析 解 . 

由 上 述 可 见 ,对 于 线性 系统 来 说 ， 它 的 通 解 总 可 以 用 向 量 方法 迅速 号 出 ， 这 对 详尽 研 
完 线性 受 控 系 统 是 极为 有 益 的 . 

在 第 2.2 节 我 们 用 拉 氏 变换 的 办 法 研究 过 阶 系统 式 (2.2- 1).. 那 里 考虑 了 初始 条 件 
和 驱动 函数 的 作用 ,指出 了 求解 的 方法 .不 难看 出 ,用 本 节 内 的 向 量 求解 方法 同样 可 以 得 
到 完整 的 结果 。 至 于 在 何 时 采用 何 种 方法 须 按 研 究 目的 和 方便 程度 去 选择 ， 现 在 来 看 看 
如 何 把 一 个 高 阶 方程 式 变 为 一 个 一 阶 微 分 方程 组 去 研究 .引进 下 列 新 的 符号 | 


= dy ду Фу — 972 — ... PY — ЧУ — 
Утуо р. de aa a O jt д)" 
与 式 (2.2-1) 联 立 后 有 下 列 方程 组 
4 
у, 
d 
mon 
dy, ao yı a, у: — 12 уз 一 1.00), 
dt A y 2, Un а, 


АЕА yo = уо = yp (ETA) REDES- ВОНАД 


看 出 
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0 1 0 
0 0 1 
A=| -..................... ‚ B= , 
lo a, ap 1 
а, 2, n a, 
y(0) = yo = (ую Ух» *** 5 У). (2.5-8) 


这 样 就 把 式 (22-0 变 为 一 个 一 阶 微分 方程 组 了 。 用 同样 的 方法 可 以 把 任何 一 个 高 阶 线 
性 方程 式 化 为 一 阶 方程 组 。 但 是 , 反 过 来 却 不 能 断言 每 一 个 方程 组 均 能 化 为 高 阶 方程 式 。 
这 是 因为 要 想 将 式 (2.5-2) 化 为 式 (2.2-1) 型 必须 对 驱动 作用 (控制 量 ) 求 导数 ,而 这 往往 是 
不 可 以 的 , 一 般 讲 来 ，w(m 可 能 是 不 光滑 的 函数 , 因而 不 可 微分 。 从 这 个 意义 来 看 方程 
组 要 比 一 个 高 阶 方程 式 更 为 广泛 一 些 。 如 果 控 制 规律 是 线性 的 , R або) = (c, xG = 


ось), WA uG) 总 是 可 微 的 ,这 时 方程 组 和 高 阶 方程 式 等 价 . 


在 微分 方程 理论 中 还 有 一 个 有 用 的 概念 是 伴随 方程 组 或 共 桃 方程 组 ， 以 后 我 们 将 用 
到 它 ， 与 方程 (2.5-4) 一 起 研究 方程 式 


4% аф, (2.5-9) 
dt 


其 中 ф = (Фи, prs etto Pa) 为 一 2 维 向 量 函 数 ，4" 为 矩阵 4 的 转 置 矩阵 . 如 果 式 

《2.5-9) 是 一 个 常 系数 线性 方程 组 , 则 它 的 通 解 为 | 
ФО = еф, (2.5-10) 

其 中 9) = г“ (2,5-9) ЖИВ ВО 5-Е ЖЕНЕ ФО) 有 明显 


的 关系 式 
(PEY = FG). 


两 个 方程 式 (2.5-4) 和 (2.5-9) 的 解 之 间 有 着 十 分 有 趣 的 联系 ; 二 者 之 任意 解 之 内 积 永 远 
为 常量 而 与 时 间 无 关 ， 事实 上 , 设 ФС) MIO 分 别 为 两 个 方程 式 的 某 个 非 零 解 , 对 其 
数量 积 微分 后 有 


d _ (дус) dg (O 
2 (00), Ф0) = (Z2, go) + (х0), 4200) 


一 (Ае уз, eip) + (еу, 一 Atep) 
= Ceyo, Are- i) 一 Су, А") = 0, 


Ж Сусе), Ф@)) = const, (2.5-11) 
正 是 由 于 二 者 之 间 的 这 种 关系 ,所 以 式 (2.5-9) KHA (2.5-4) КОРЕЕ ЕАН в ЕЕ УЖЕ 
组 ， 不 难 证 明 , 若 矩阵 4 的 各 元 素 不 都 是 常量 , 式 (2.5-3) БН НМЗ УИ 
《2.5-11) 成 立 ,不 过 此 时 对 二 者 的 初始 时 间 须 要 进行 协调 , 

对 式 (2.5-11) 的 几何 意义 可 做 如 下 解释 . 设 УФ 是 一 条 运动 轨迹 ，$(z) 是 以 у 
点 为 始点 的 一 个 向 量 , 它 随 ?(2) 一 同 在 状态 空间 内 运动 ， 过 УФ 点 作 一 个 垂直 于 ФС) 
的 平面 P、 它 的 方程 式 是 


(G) — УФ), PO) 一 >, (z,G) — ye) @) = а. 
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等 式 (2.5-11) 表 示 , 在 整个 运动 过 程 中 向 量 y(z) 与 平面 P 的 法 向 量 ФСО) 之 夹 角 不 变 , 即 
着 起 始 时 是 锐角 ( 钝 角 ), 则 在 以 后 的 运动 中 永保 持 锐角 ( 钝 角 )。 若 起 始 时 ф 与 y 正 交 ， 
则 以 后 永远 保持 正 交 , 
我 们 继续 讨论 常 系数 方程 组 的 通 解 式 (2.5-7), 设 基本 解 矩 阵 已 经 求 出 并 写成 
BO) = e” = (p). 
将 式 (2.5-7) 展 开 后 有 


x; () = Ў) Pixa + | У) У) pult 一 r)boo(r)xe(r)dr， 
а=1 ба B 


i=1,2, ° `n. . (2.5-12) 
在 这 个 等 式 内 ,我 们 可 以 看 出 ,系统 第 i 个 座 标 x; 的 运动 分 为 两 部 分 ,第 一 部 分 是 由 初始 
条 件 决定 的 ,如 前 所 述 称 为 补充 运动 或 自由 运动 ,第 二 部 分 是 由 驱动 作用 引起 的 特 解 可 称 
为 受 控 运 动 ， # xa = 0, а 二 1,2,，…,n， 则 式 (2.5-12) 可 写 为 


z(t) = | > kialt — рыдать (25—13) 
式 中 
| kalt т) = > pi G — r) (r) 
称 为 驱动 量 и 对 第 ; 个 座 标的 脉冲 响应 函数 。 这 种 函数 共有 2 X Л. 若 只 研究 第 一 


个 座 标 a) 的 运动 规律 ， 驱 动量 只 有 一 个 ， 则 系统 的 脉冲 响应 函数 为 (六 ， 此 时 
式 (2.5~13) 变 为 


и = | kl т Сое. 


这 就 得 到 了 著名 的 丢 阿 麦 (Duhamel) 积分 ,而 心 (2) 就 是 在 第 2.3 节 内 讨论 过 的 脉冲 响应 
函数 А00). Е 
在 本 节 的 最 后 ,我 们 试 对 常 系数 方程 组 或 向 量 方程 式 做 拉 氏 变换 ,将 第 2.1 一 2.3 节 中 
讨论 过 的 方法 加 以 推广 。 设 方程 式 的 向 量 表示 为 
4х _ Ах + Ви, | (2.514) 
dt 
4 和 了 为 常量 矩阵 ， 对 等 式 两 边 做 拉 氏 变换 后 有 ?> 
sXC) — х(0) = AX() + ВЦ). 
жн ХО): 
Х(:) = СЕ — AX” (z(0) + BU(s)) . 
= (sE — AX 'x(0) + СЕ — АВЕ). (2.5--15) 
再 利用 拉 氏 反 变换 公式 即 可 求 出 系统 的 补充 运动 和 受 控 运 动 | 


1 fr+ia 1 (r+. | 
хо = L Í GE ~ 43700) + + | СЕ — Ay BUC:)e“ae, 
2: Jr-io 21 ую 


`(2.5-16) 


1) 这 里 用 大 写 的 Хғ) Жив <) 的 象 函数 . 
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由 此 可 以 看 到 , 拉 氏 变换 无 论 对 于 一 个 高 阶 方程 式 或 是 对 一 个 一 阶 方程 组 (向量 方 程式 》 
完全 具有 同等 效力 ， 它 的 一 切 优点 对 二 种 情况 都 是 一 致 的 。 在 必要 时 候 对 每 一 种 情况 均 
可 使 用 它 . 


2.6” 乓 数 空间 (和 希 尔 伯 特 空间 ) 


前 面 我 们 采用 有 穷 维 空 间 中 的 向 量 代数 去 讨论 常 微分 方程 的 求解 方法 . НЗ (в 
维 ) 空 间 与 我 们 熟悉 的 三 维 空间 有 极其 相似 的 几何 性 质 ,但 是 ,在 有 些 问题 中 ,还 要 用 到 无 
穷 维 空间 , 例如 分 布 参数 系统 就 是 这 样 。 为 了 使 问题 具有 明显 的 几何 直观 意义 ,必须 把 有 
穷 维 空间 中 的 一 些 运算 方法 推广 到 无 穷 维 空间 中 去 ， 使 得 我 们 可 以 清晰 简便 地 提出 和 解 
决 控 制 理论 中 的 一 些 问题 。 本 节 和 下 一 节 中 ， 我 们 将 力求 通俗 地 讨论 无 穷 维 空间 的 构造 
和 特点 以 及 在 其 中 的 线性 运算 等 ， 我 人 ] 将 看 到 ,有 穷 维 空间 中 的 事实 ， 加 以 必要 的 补充 定 
义 后 ,大 部 分 可 推广 到 无 穷 维 空间 (函数 空间 ) 中 去 . 

讨论 函数 空间 遇 到 的 第 一 个 概念 是 线性 空间 。 一 组 运算 对 象 {x。} 构成 一 个 复 ( 实 》 
线性 空间 工 是 指 : (1) 如 果 * BT L G02 x€ L),W] az € L, e 为 任意 复数 (实数 );C2》 


如 果 xo rz，.…，x。 都 是 工 中 的 元 素 , 那么 任何 有 穷 个 元 素 的 线性 组 合 y == > az 也 


属于 1, о 为 任意 n 个 复数 (实数 )。 这 就 是 说 工 对 乘 常数 和 有 穷 个 元 的 线性 组 合 是 封闭 
的 。 线 性 空间 是 一 个 很 广泛 的 概念 。 例 如 , 工 可 以 是 一 切 复数 的 全 体 ,或 者 是 一 切 " 维 向 
量 的 全 体 ,一 切 a x s 阶 方 阵 的 全 体 ,一 切 定 义 于 同一 区 闻 上 的 连续 函数 的 全 体 , 一 切 定 
义 于 三 维 空间 中 同一 区 域 上 的 平方 可 积 的 范 数 的 全 体 ， 一 切 定义 于 同一 概率 空间 上 的 广 
差 有 限 的 随机 量 的 生体， 甚至 可 以 是 定义 于 某 一 函数 空间 中 的 算 子 的 全 休 等 等 ， 线 性 空 
间 的 具体 内 容 可 能 是 千差万别 的 ， 它 的 元 素 将 统称 为 元 ， 根 据 线性 空间 的 具体 运算 对 象 
的 特点 ,这 些 元 也 常 称 为 “函数 ",“ 向 量 ",“ 点 "等 等 ， 

第 二 步 是 对 线性 空间 工 中 的 元 素 冉 以 “向 量 长 度 "的 概念 ,通常 称 为 范 数 ,用 以 计算 两 
个 点 (向 量 ) 之 间 的 距离 , 两 个 向 量 之 间 的 相对 方向 及 计算 向 量 的 大 小 等 等 ， 这 种 “尺度 ” 
的 引入 可 以 根据 所 研究 问题 的 性 质 和 目的 而 任意 选择 ， 但 不 应 与 我 们 习惯 了 的 三 维 欧 氏 
空间 中 的 “长 度 * 的 基本 特点 相 和 矛盾， 设 * 是 线性 空间 工 中 的 元 ,引入 一 种 长 度 计算 方法 ， 
记 为 ll: 首先 , 它 必须 是 实数 ;第 二 当 <= 0 时 x > 0, 当 且 仅 当 xz 一 0 时 ，llzl + 
等 于 0; ЖЕ, Поа 11, ° 为 任意 复数 ;第 四 , 向量 加 法 应 满足 三 角形 不 等 式 ， 两 个 
向 量 的 和 的 长 度 应 不 大 于 它们 长 度 的 和 ， 即 jz 十 yl < lel + yl， 在 工 中 引入 满足 这 
四 条 要 求 的 范 数 后 , 工 就 变 为 赋 范 线性 空间 . | 

最 后 ,为 了 能 在 赋 范 线性 空间 中 进行 各 种 运算 ,如 数值 计算 、 微 分 ,积分 等 , 还 必须 使 
其 完备 化 . 设 对 工 中 的 一 个 元 素 序列 (z.) , 存在 一 个 元 *e LE imle, 一 zl 一 0， 就 说 


x 是 序列 (xa) 的 极限 点 。 如 果 工 含有 一 切 可 能 的 序列 的 极限 点 , 工 就 叫做 完备 的 线性 赋 
范 空间 ,否则 它 就 是 不 完备 的 。 在 泛 函 分 析 中 证 明 ,任何 一 个 线 任 赋 范 空间 都 可 以 用 补 齐 
极限 点 的 办 法 使 它 成 为 完备 的 赋 范 线性 空间 ， 因 为 数值 计算 、 级 数 求 和 、 微分 、 积 分 等 运 
算 都 以 极限 为 基础 。 如 果 空 间 不 完备 , 则 所 有 这 些 运算 都 可 能 无 法 进行 ,因为 可 能 不 存在 
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极限 点 。 当 然 ,这 种 补充 对 具体 问题 要 作 具 体 分 析 , 才能 知道 这 些 极限 点 是 些 什么 ， 

下 面 我 们 举 两 个 例子 来 说 明 建 立 一 个 完备 空间 所 要 做 的 事 . 上 面 讲 过 ， 引 入 范 数 的 
方法 是 很 多 的 . 我 们 讨论 控制 系统 的 时 候 , 最 常用 的 方法 是 通过 “内 积 ” 引 入 范 数 ,这 就 是 
通常 的 三 维 欧 氏 空间 中 用 向 量 的 数量 积 来 计算 向 量 长 度 和 相互 夹 角 的 办 法 .这 种 空间 称 
为 内 积 空间 。 按照 习惯 ,完备 的 内 积 空间 称 为 希 尔 伯 特 〈Hilbert) 空间 ， 当 然 , 它 也 是 赋 
范 线性 空间 ， 在 控制 理论 中 最 常用 的 是 希 尔 伯 特 空间 ,所 以 下 面 主要 介绍 这 种 空间 ， 

《1) 用 С[а,6] 表示 一 切 定义 在 闭 区 间 [а, b] 上 并 取 值 于 复数 平面 的 连续 函数 的 
全 体 ， 它 显然 是 一 个 线 狂 空间 。 其 中 平方 可 积 的 那 部 分 函数 的 全 体 记 为 Cla,bl Ж 
味 着 ,一 切 满足 下 列 条 件 的 函数 <G), | 


|. lele) Pdt < co, x€ C[a,b], (2.6-1) 
都 属于 Cs[a,8]。 容 易 证 明 Cs[a,5] 也 构成 一 个 线性 空间 对 任意 复数 а, В, Ш z (2) 


和 (0 是 平方 可 积 的 , 则 ox (0) +7) 也 一 定 是 平方 可 积 的 。 因 为 
pr las (D + By | < |= | + 1610501, 


jaz (0) + By (O) |: < lax | 2 ја 181160) Пу) + 18 у |2. 
利用 柯 西 (Cauchy) RER 
(со оа < JP O Pafi yO Раг, (2.6-2) 


可 推 知 az (2) + By (е) 是 平方 可 积 的 。 所 以 ，C2[la,5] 是 一 个 线性 空间 ， 下 一 步 是 在 
C,[a ,2] 中 引进 内 积 ,通过 内 积 又 可 定义 一 种 尺度 来 确定 两 个 向 量 (函数 ) 之 间 的 距离 、 夹 
角 等 几何 关系 。 对 任意 * (2) ,y(z) Е Cla, b] 定义 内 积 (类 似 R, 中 两 个 向 量 的 数量 积 ): 


CORTO |0704, (2.6-3) 

式 中 yG) 表示 yG) MARAN (O O ЕН i B 符号 .根据 不 等 式 

(2.6-2) 可 知 上 式 右 端 积分 是 有 意义 的 。 和 R。 空 间 一 样 , 函数 O) 作为 线性 空间 中 的 
一 个 “向 量 "具有 “长 度 ”以 后 称 范 数 ): | 

4 

= CW ,OH = (Риф). 

两 个 函数 (空间 Clad] 中 的 两 个 点 ) 之 间 的 距离 是 | | 

lz — y= С (е) — у (0), (0) — yG)>: = (J. [Со - y(2 а y. 
(2.6-5) 


`(2.6-4) 


两 个 函数 (如 果 看 成 空间 的 向 量 ) 之 间 的 夹 朋 上 的 余弦 可 定义 为 
«х (0), уб)> _ 
EOL DOL (2.6-6) 
不 等 式 (2.6-2) 保 证 上 式 右 端的 绝对 值 永远 不 会 大 于 1。 
这 样 定义 的 空间 C[a,8] 虽然 有 几何 的 直观 性 , 却 有 一 个 很 大 的 缺点 一 不 完备 性 . 
这 个 缺点 给 分 析 计 算 带 来 很 大 的 不 方便 ， 在 式 (2.6-4) 中 ,因为 x (D) 是 连续 函数 ,我 们 可 
以 用 黎 曼 积分 来 计算 函数 的 范 数 。 假 定 有 一 列 连续 函数 {x,(?) }, 它们 按 式 (2.6-4) 定 义 


соѕ 0 = 


BI 
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的 范 数 趋 于 零 , 即 
lim |5,0) = 0, 
此 时 可 能 发 生 很 不 协调 的 现象 Ч ”一 co 时 xn(z) 根本 不 趋 近 于 零 函 数 , 更 有 甚 者 ， 它 


可 能 根本 不 趋 于 任何 连续 函数 ， 例 如 ,在 区 间 [一 1* 十 1]] 上 定义 的 函数 a0) 一 是 


Куе 十 1 1 a 1 
很 好 的 连续 函数 ,而 且 laO 一 |) Дт и)" = у. eoe 


时 , |z,G)|— 0, 但 z,G) 却 不 趋 近 于 任何 连续 函数 .因此 我 们 说 Ceb] 是 不 完备 的 . 
为 了 克服 Ca[a,51 的 这 一 缺点 ,必须 采取 两 个 措施 。 第 一 , 式 (2.6-3) 和 (2.6-4) 的 积分 改 
成 勒 贝 格 (Lebesgue) 积分 只; 第 二 ,按照 范 数 式 (2.6~4) 的 定义 把 Cs[a,65] 补 齐 ， 即 殷 所 
有 极限 函数 补 进去 这样， 按 勒 贝 格 积分 定义 的 范 数 补 齐 后 的 函数 空间 称 为 希 尔 伯 特 空 
间 并 记 为 LXa, 2)， 因 此 可 以 说 ， 一 切 平方 可 积 ( 勒 贝 格 可 积 ) 的 函数 全 体 构 成 LCa, b) 
空间 , 它 是 完备 的 , 即 包含 一 切 可 能 的 极限 元 (函数 ). 

在 希 尔 伯 特 空间 中 ,下 列 不 等 式 和 等 式 很 有 用 处 : 


llzG) + У < O+ БС (三 角形 不 等 式 )， (2.6-7) 
llzG) — УИ < ПС) — СО + 10) — УЧ (三 角形 不 等 式 )， (2.6-7) 
(УФ < С: БС ( 柯 西 不 等 式 )， .. (2.6-8) 
l|zG) + УР + ПС) УВ — 201 + 265 РЕК), 
(2.6-9) 
(G), E) = 000 + EIP — NC — УСЕ + С) + iy | 
— СР) 一 у} НА). | `(2.6-10) 
两 个 函数 (7) 和 yG 相互 直 交 ,是 指 《zx(:),y(1)》 一 0， 此 时 有 
Пее) + УФЕ 一 НС + СУ СОЯ). (2.6-11) 


一 组 ”个 两 两 相互 直 交 的 函数 (хг) И ВТО ЈЕ Г, (а, b) 中 的 一 个 = ЖЕ. 的 
直角 座 标 轴 .有 时 也 说 R. 是 由 («КРИ 张 成 的 子 空间 ,而 (x 叫做 R, АУАЗ. 如 
F ПС = 1, i= 1, 2,-……，#， 则 称 为 规范 直 交 基 . 规范 直 交 基 常 用 (0) ER. 
E La, b) 中 存在 可 数 多 个 规范 直 交 基 (е), 任何 一 个 函数 故 :2)ELe，2)， 均 可 按 这 
个 基 展 成 傅 里 叶 级 数 : 


Кр = У(Кье (уе); ， (2.6-12) 
而 且 To 
HOR = S11GG), G (2-6-13) 


上 式 中 复数 (JG), УНО КО 在 е0) 上 的 投影 
对 实 值 函数 构成 的 L;(0,1) 空间 ,下 列 函数 列 是 它 的 规范 直 交 基 : 


l, М2 sin 2zt > ~ 2 cos2at -3 A 2 sin пл > М 2 cos2nnt stete 
因为 直 交 基 由 无 穷 多 个 (可 数 多 个 ) 函数 组 成 , 所 以 Laa, b) 叫做 无 穷 维 空间 , 也 称 为 可 
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分 的 希 氏 室 间 . 
№ R, 是 由 x 个 规范 直 交 基 (u)r 张 成 的 = 维 子 空间 ,而 OER. 那么 x(z) 可 
叭 一 分 解 为 xz(2) = yG) + =@), yG) € R,, zG) LR,. Ш, #@) ==) —y(2) , 


而 yG = 2 ae; G), а 由 下 列 代数 方程 式 一 意 确定 : 
1 ， ， 


а; = <х(), AOPE i=1,2, *`**, n. (2.6-14) 
IO “STT” Ro zGO 则 垂直 于 R,， 称 为 从 .x(:) 到 R, WER, CEA x(:) 到 
R, 的 最 短 距离 , 

EÈ Lla, 8》 的 构造 可 以 推广 到 向 量 值 函 数 x C2) = {r l) x. (0) 5 x (9). 
设 所 有 的 xG) 都 是 定义 在 共同 区 间 〈。, 2) 上 的 复 值 隐 数 ， 而 且 都 是 平方 可 积 的 ， 则 
{x} 构成 二 个 线性 空间 La, b). BEAR 
| 00, у(0) = ><, ФУ 7. (26-15) 
和 范 数 | 

Па = (0) x = >) Ç (0), «(> = 2 llz; (O) l, 
Lla, b) 就 变 成 为 一 个 新 的 着 尔 伯 特 空间 ， 它 也 是 可 分 的 。 按照 新 的 内 积 和 范 数 的 定 
义 ,所 有 上 述 关系 式 (2.6-7) 一 (2.6-142 都 成 立 ， | 

(2) 函数 空间 的 概念 在 概率 论 中 也 得 到 了 有 效 的 应 用 。 从 概率 论 中 我 们 知道 ， 每 一 
个 实 随机 变量 拟 对 应 一 个 概率 分 布 函数 F(x) = РСЕ < x)， 它 表示 随机 变量 取 值 小 于 
z 的 概率 .显然 ,每 一 个 概率 分 布 函 数 定义 一 个 随机 变量 .一 个 多 元 概率 分 布 函数 

F(z Xs °t *5 х,) = p(t < xis Š; < х2, “**y En < x,) 
定义 一 个 多 元 实 随机 变量 (s. 5.,.……,$,}。 我 们 知道 ,两 个 随机 变量 的 线性 组 合 和 它们 
的 积 也 仍然 是 随机 变量 ， 这 些 新 的 随机 变量 的 概率 分 布 函数 是 由 原 给 定 的 随机 变量 的 分 
布 函数 唯一 确定 的 ,， 两 个 实 的 随机 变量 所 和 ?3 能 够 构成 一 个 复 值 随机 变量 £ + n, Hú 
£ — n 是 它 的 共 酌 随机 变量 ,因此 ,一 个 随机 变量 也 可 以 是 复 值 的 。 

设 (ë) 是 给 定 的 有 穷 个 或 无 穷 个 实 值 或 复 值 随机 变量 所 构成 的 集合 ,任意 有 穷 个 随 


机 变量 的 和 记 是 随机 变量 ， 由 有 窃 线 性 组 合 >) oE, Ca, 是 实数 或 复数 ) 的 全 体 所 构成 的 
集合 是 线性 空间 L R-RE TABERE (E) 中 的 元 素 的 数学 期 望 和 方差 满足 下 
列 条 件 : | 

MCE) 一 | заво) = 0, 


+o 
М (8) -| zF (z) < 00, i= 1,2, +», 


АН F) 是 5, 的 概率 分 布 函数 。 在 线性 空间 工 中 引进 内 积 ， 设 š = аа, р = 
т tin 是 两 个 复 值 随机 变量 ,定义 
<£, n> = MCEI) = M CCE, + ië) а — т), (2.6-16) 
ЯРНО. HEER 5 的 范 数 是 
15]? = M CEE) = M (CE, + 18) + СЕ, — ;8,)) = M Ci + E3) 


м T 


м 
4 


ОНЕ оь Оз 6 
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- = M(šD + M(E = ОС) + DCE). (2.6-17) 
АЯ, ЯВИ 5 的 范 数 是 它 的 方差 的 平方 根 . 这 样 定义 的 范 数 (JED жах 
《2.6-7) 一 (2.6~10) 的 所 有 关系 式 .- 
Ë Eo 5,55 是 一 个 随机 重 序列 若 存在 一 个 随机 量 5, 使 В|, — = 0, м 


说 序列 均 方 收 化 于 Е, 183 Limi, = g, KRAER # Lim, = Eskima = n, Rf 
Lim. M(E.) = МО), лла МО.) = M (а); 
ims = А Limia = Hol = 
Lim. Lëns Ma? = (£, 2). 
容易 检验 ， 一 切 方差 有 限 的 随机 变量 ， 技 上 边 定义 的 范 数 构成 一 个 完备 的 希 尔 伯 特 空间 
H. 在 这 个 空间 中 有 下 列 特点 : 
M (ab) = aM (En), М((& + Е) = M (Em) + M (Sm); 
MCE) = My Ë), M(E) > 0 只 要 ¿£ = 0, 
其 中 а HERRA. ВН ОЕ E — 11], # ПА — al = 0, WYA £ = n. 
PEILE E 和 7 的 内 积 如 果 等 于 零 , 则 说 它们 相互 直 交 。 换 言 之 , 它们 是 不 相关 的 , Bl 
相关 系数 为 零 。 互 中 的 任 一 随机 量 可 以 按 规 范 直 交 基 展 开 成 传 里 叶 级 数 : 


§ = > < sier» 
而 且 


DE) = [ЕР = > KE, «>Р, 


Ah (e) 是 H 中 的 规范 直 交 基 ， 它们 都 是 相互 直 交 的 (不 相关 的 ) 随 机 量 . | 

设 在 万 中 有 ”个 随机 量 {5}?+， 它 们 是 线性 不 相关 的 。 那 么 它们 可 以 张 成 一 个 4 维 
子 空间 , 仍 记 为 R。， 如 果 随机 量 ER Wa 必 可 一 意 分 解 为 

y= tts EER, ЕВ, O 
其 中 5 是 从 点 5 到 R, КЕНО. ДЕЯ {5} KEE n WATEK 
的 最 小 误差 就 是 这 个 垂 线 :的 长 度 ( 范 数 )， 这 个 几何 概念 可 以 推广 到 对 随机 过 程 的 滤波 
和 外 推 问题 。 所 谓 最 优 滤波 器 的 最 小 方差 正 是 这 个 垂 线 的 长 度 ( 范 数 ) (关于 这 一 点 第 十 
四 \ 十 五 章 还 要 详细 介绍 .) | 

函数 空间 的 几何 学 是 一 个 很 有 用 的 概念 ， 它 能 把 一 个 很 复杂 的 问题 用 空间 的 几何 和 
， 念 加 以 简单 明了 地 说 明 ， 并 能 找到 很 简便 的 处 理 方法 。 这 就 要 求 熟 习 多 维 空间 中 的 基本 
概念 和 方法 ， 这 是 研究 近代 控 抽 理论 的 重要 工具 之 一 
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在 高 等 数学 中 ,函数 关系 有 两 类 : ВИННАЯ НРА ПОГ bu 3 — k 
定 空间 的 点 。 第 一 章 中 曾 列 举 过 控制 系统 质量 指标 的 各 种 表示 形式 ， 那 里 的 自 变量 往往 
是 系统 运动 的 整个 过 程 , 例 如 
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= (609, хс), 5055 х. (2); mD) dz, 


是 以 R, 空间 的 曲线 《轨迹 ) 为 自 变量 的 数值 函数 ， 从 前 节 讨 论 的 函数 空间 的 概念 看 上 
式 , 也 可 以 认为 了 是 定义 于 某 一 函数 空间 点 上 的 数值 函数 ， 因 此 ， 如 果 把 “轨迹 ”看 成 是 
1.00, n) 中 的 元 , 则 J 是 定义 于 希 尔 伯 特 空间 上 的 数值 函数 。 这 类 函数 关系 统称 为 泛 函 。 

在 各 种 类 型 的 泛 函 中 ,研究 得 比较 透彻 和 用 途 较 广 的 是 线性 泛 函 , 即 它 是 空间 诸 元 素 
的 线性 函数 。 设 =, y 是 希 尔 伯 特 空间 玉 中 的 任意 元 素 ; fG) RREZE, M Ках + 
Ву) 一 of(x) 十 ВУ), а, В 是 任意 复数 或 实数 。 如 果 在 单位 球 上 <, 


„тах Ка) | = M < оо, x€ H, (2.7-1) 


此 时 f 称 为 有 界线 性 泛 画 ， 而 M 称 为 f 的 东 6 数 并 记 为 1 州 ， 定 义 于 希 民 空间 琅 上 的 一 切 
有 界线 性 泛 函 的 全 体 显然 构 成 线性 空间 .不 仅 如 此 ， 一 切 有 界线 性 泛 函 的 全 体 ， 按 照 式 
(2.7-1) 定义 的 范 数 还 可 构成 一 个 赋 范 线性 空间 , 常 记 为 H* RESH ANRA RA 
空间 ， 在 泛 函 分 析 中 证 明 ，H* 是 一 个 完备 的 内 积 空间 名 .更 确切 地 说 ,定义 于 鼠 上 的 任 
-A RREZE 1 均 可 用 妃 中 的 内 积 表示 : 

Кә) = (f, <>, 1ЕН, € H. (2.7-2) 
换言之 ,定义 于 互 上 的 任 一 有 界线 性 泛 函 了 均 对 应 一 个 元 fe 妞 ， 并 且 能 够 用 式 (2.7-2) 表 
示 出 来 。 从 这 个 意义 上 讲 , не 中 的 一 切 元 可 以 用 及 中 的 元 表示 ,因而 可 以 认为 H = Н", 
这 个 特点 叫做 自 反 性 ,一 切 希 尔 伯 特 空间 , 即 完备 的 内 积 空间 ,是 自 反 的 , 它 的 对 偶 空间 可 
以 认为 就 是 它 自己 。 当 然 , 如 果 泛 函 是 非 线性 的 , 则 没有 这 种 简单 的 表示 方法 。 

定义 于 互 上 的 另 一 类 函数 是 向 量 值 函数 ， 
у= Кж), хЕН, yéh, 

式 中 y 是 另 一 空间 ( 希 尔 伯 特 空间 ) 瑟 的 元 ， 函 数 信 *》 把 如 中 的 元 * 变换 为 另 一 希 氏 
空间 Н, 中 的 元 。 如 果 这 个 函数 是 线性 的 , 则 常 写成 


| у = Ах, z€ H, ўЄН,, (2.7-3) 
АБН CEH PETRA H, 中 去 . 
如 果 | | 
. sup Azli = M < ©, : (2.7-4) 


lizll<1 


则 称 4 为 有 界线 性 算 子 ,M 称 为 4 的 范 数 , 常 记 为 Alho WERA = H., MEX 141. W 
H 一 Hl.，、4 ,8 都 是 有 界 算 子 .由 等 式 CA + B)x = Ах 十 Bx 所 确定 的 算 于 CA + B) 
称 为 有 界 算 子 4 和 了 的 和 。 设 1 为 任 一 复数 ,由 A)r = LAr 确定 的 算 子 (24) 称 为 有 
界 算 子 4 和 数 4 的 积 . 这 样 ,一 切 有 界线 性 算 子 的 全 体 构成 一 个 线性 空间 , 当 按 式 (2. 7-4) ` 
引进 范 数 后 ,就 变 为 赋 范 线性 空间 . 容易 验证 14 + B| < 141 十 181,124| ААТ. 
对 所 有 的 ЕН, MSA (4B)x = 4(Bx) 定义 的 算 子 48) 称 为 有 界 算 子 4 和 B 
的 积 。 容 易 检 查 乘法 对 加 法 有 分 配 律 : ACB + С) = 4B+4C, ШВ] АВ| < |4] В]. 
应 注意 ,一 般 说 来 AB > BA. 如 果 AB = BA 则 4 和 B 出 做 可 交换 的 , 
HSA 1х 一 x 所 确定 的 算 子 工时 做 单位 算 子 或 恒 等 算 子 . 
_ 对 任何 有 界线 性 算 子 4, ЕЕ TREF At, 4 У, УЕН 有 44x，y2> 一 
1) Зуд”, Vz € H 意思 是 “对 一 切 属 于 妞 的 元 素 x” 
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<=, 4*у) К. ИТ 4* 称 为 4 的 伴随 算 子 或 共 兢 算 于 ， 也 有 人 岂 4* 为 4 的 对 偶 算 
+. 如 果 A* = 4 ,4 叫做 自 伴 的 。 显然， 一 般 讲 有 -4** == A, Ол) = 44*, (А+ 
B)* = 4* + В*, (4B)* = В*А*, [4*| = |a|. 容易 证 明 4*4 和 44* 永远 是 自 
伴 的 .这 里 设 4 是 定义 于 全 空间 上 的 有 界 算 子 。 

如 果 Vz € H, «Ах, x》 之 0， 则 4 叫做 非 负 的 ， 此 时 记 作 ， А>0.ЖЖЖЩ, 4*Я>0, 
AA* > 0. 


满足 条 件 |P| S 1, P' = P ЖР* = P 的 线性 算 于 了 叫做 直 交 投影 算 于 РВ 
К(Р) 是 互 的 一 个 闭 的 子 空 间 ， 如果 К(Р) 是 有 穷 维 的 , 则 一 叫 做 有 穷 维 投影 算 子 ,反之 ， 
它 是 无 穷 维 的 。 两 个 投影 算 子 P, 8 叫 作 相互 直 交 的 ,是 指 РО = (ЯР). 

设 4 是 有 界线 性 算 子 , 如 果 存 在 一 个 线性 算 子 В, 使 АВ = BA 一 1， 则 称 B8 为 4 
的 逆 算 子 , 常 记 为 a, 如果 4™ 也 是 有 界 的 ， 则 称 4 有 有 界 送 或 为 可 逆 算 于 ЖА 
一 复数 ，(4 一 А) 存在 且 有 界 , 记 | 

RG, А) = (4 — Му, | | (2.7-5) 
称 为 算 子 4 的 预 解 式 . WE A= 时 КО, 4) ВЕХТЕННН ЕЮНЯЯТ, W 
加 称 为 4 的 正则 点 。 复 平面 上 除 正则 点 以 外 的 一 切 点 都 是 4 的 谱 点 。 当 方程 式 Ax 一 Ах 
有 非 零 解 时 ，4 一 М 当然 不 会 有 逆 , 因 而 此 时 4 是 4 的 谱 点 ，% 和 z* 分别 叫做 4 的 本 征 
值 和 本 征 元 。4 的 谱 点 并 不 一 定 都 是 本 征 值 ,这 一 点 下 荀 还 要 讲 到 . 

为 了 讨论 一 种 经 常 遇 到 的 算 子 ， 还 需要 引用 关于 集合 的 几 个 概念 ， 设 5. 是 希 尔 伯 特 
空间 互 中 的 一 组 元 素 组 成 的 集合 ， 如 果 其 中 每 一 个 元 寄 的 范 数 都 是 有 界 的 , S 叫做 有 界 
ЗЕ. 用 5 中 的 元 素 按 某 一 规则 排 成 一 个 序列 xú z; xs, +e eo Xas ttt MICA {xz。} ,如果 

Ба |х, — х„|| = 0, ' 


mm” 


序列 0х.) 由 做 强 收 俩 的 如果 存在 一 个 元 * 上 五 ， 使 对 任意 y€ H 都 有 im у) 一 
х, 2 成 立 , 则 说 序列 {к} BKAT х. 

如 果 S 中 的 任何 序列 {x。} 都 含有 一 个 强 收敛 的 子 列 (ea MÜ S 叫做 紧 集 。 如 果 
$ 中 的 任何 一 个 序列 都 含有 一 个 弱 收 敛 子 列 , 则 3 叫 作 能 紧 集 。 可 以 证 明 ,在 希 尔 Е 
间 中 , 任 一 有 界 集合 都 是 弱 紧 的 ,但 不 一 定 是 紧 集 . 在 有 穷 维 空间 中 任 一 有 界 集 都 是 紧 集 ， 
在 无 穷 维 空间 中 这 个 事实 不 成 立 ， 将 任意 有 界 集合 S 映 成 (变换 成 ) 紧 集 的 线性 算 子 称 为 
紧 算 子 或 全 连续 算 子 。 紧 算 子 一 定 是 有 界 算 子 ,并且 有 界 算 子 和 紧 算 子 的 积 也 是 紧 算 子 ，。 
如 果 4 是 紧 算 子 ，。 则 4* 也 一 定 是 紧 算 子 。 有 穷 个 紧 算 子 的 线性 组 合 也 是 紧 算 子 ， 

在 无 穷 维 空间 中 的 紧 算 子 有 许多 特点 ;主要 的 有 下 列 几 点 : 

GQ) KATHARE. ! 

(2) 紧 算 子 4 的 本 征 值 最 多 为 可 数 多 个 ,零点 是 它 唯 一 可 能 的 聚 点 。 换 言 之 ,在 复 平 
面 上 以 原点 为 中 心 以 + > 0 为 半径 的 圆 外 只 \ 能 有 有 穷 多 个 4 RKE, Tie > 为 如 何 小 
的 正 数 . | 

(3) 任何 一 个 本 征 值 对 应 的 不 局 的 本 征 元 只 能 是 有 限 个 ， 

(4) 如 果 % 是 4 的 本 征 值 ,那么 亦 然 ; 而 且 %4 和 也 是 4* 的 本 征 值 ， 

(5) 紧 自 伴 算 子 4 至 少 有 一 个 非 零 本 征 值 ， 它 的 所 有 本 征 元 的 全 体 成 为 互 的 直 交 
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基 . ВЕЛИ, 则 4 的 一 切 本 征 元 的 全 体 构 成 妃 的 规范 直 交 基 。 /中 
的 任何 元 618 АЖЕ ВЕТИВ EHR: 


= 56 ее Ae; = hic; 


(O 非 自 伴 的 紧 算 子 4 可 能 没有 一 个 非 零 本 征 值 。 但 是 +4 和 44" 都 是 自 伴 的 
紧 算 子 ， 设 (oh? M (0)2 分 别 是 A*A 和 44* 的 本 征 元 构成 的 规范 直 交 基 ， 可 以 
证 明 ;它们 的 本 征 信 是 相同 的 , 记 为 {如 }。 屠 么 ,任何 紧 算 子 4 TARRE 


Az = Dakss bp (2.7-6) 


а а НЗ, 
”下面 再 讨论 无 界 算 子 。 上 面 考虑 的 都 是 有 界 算 子 。 但 在 控制 理论 中 所 过 到 的 受 控 对 
象 往往 是 由 常 微分 方程 或 偏 微 分 方程 描述 的 。 例 如 两 端 固定 的 弦 的 振动 控制 是 由 下 列 偏 
微分 方程 决定 的 : 
Ou ‚ 9? и 
ал" * ‘а + К» 2), хЕ(0,Г), 
ualO, ғ) == (1,2) = 0. 


式 中 u(x, 1) ИЗ ЕВА z 的 点 在 : 时 刘 的 机 向 位 移 ， 1 TRK, а = JE T, ÆI 


的 初始 张力 , р ЖУК ЕЕ, f(z, 2) 是 外 加 分 布控 制 力 ， 
再 例如 周边 固定 的 弹性 膜 的 振动 方程 是 


— = qg? (02+ 94) +16, Уз t), (=, у2є0, 

u(x, у, D во = 0. 
ЕАН ulr, у, г) 是 弹性 膜 座 标 为 x, y 的 点 在 + 时 刻 的 位 移 , 8 是 它 在 平衡 状态 时 所 占 
据 的 平面 区 域 ，69 表示 8 的 边界 ,其 它 符号 意义 与 弦 的 参数 相同 . 


ADAH, 我们 都 过 到 对 函数 的 微分 运算 ， 因 而 有 必要 单独 研究 微分 第 于 。 微 分 
算 子 的 特点 是 ， оен, 而 是 定义 于 空间 的 一 个 子 集 上 ， 例 如 在 


Lla, b) 中 的 微分 算 于 r= REENE- тени Е ост). 
容易 看 出 , 它 是 无 界 算 子 ， 例 如 取 Í, = sinnsre, n = 1.2... 它们 都 是 2 一 1, 士 1) 


中 的 可 微 函 数 且 属 于 DC), 而 (OV Cinn) de = 1, 但 Tf — nmeosnaz, 
177.1 = Max， 当 n— co 时 Th 的 范 数 也 趋 于 无 穷 大 . 所 以 说 微分 第 子 T= RE 


ЎР. 二 维 ,三维 的 情况 也 是 一 样 . 
设 在 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 某 一 子 集 D(T) 上 定义 了 一 个 无 界 算 子 т, в ост) 
是 一 个 线性 空间 , М DCT) 中 的 任何 有 穷 个 元 的 线性 组 合 仍 然 属于 DCT). W Т,5 Е 
两 个 定义 于 同一 空间 太 中 的 无 界 算 子 ， DCT) 和 DCS) 分 别 是 它们 的 定义 域 。 由 等 式 
($ + TH = SÍ + Ті, fe D(S)) ПРСТ), . 
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定义 的 算 子 《5 十 7) Мисти, 其 中 符号 p(s)nDC(T) 表示 两 个 集合 的 交 , È 
由 DCS) 和 рст) ЖН. ELEN a R TORRA | 
CaT )f 一 (тр, fe DCT). : 
又 可 定义 两 个 算 于 的 积 为 E Е 
(ST)f == СТ), fe D(ST) = 7 € DY, TIEDON. 

如 果 互 中 不 存在 非 零 元 与 D(T) 中 的 所 有 元 直 交 ， 则 说 BCT) жне, 或 说 
D(T)# HrHj8, КН ТВОЕ. ИЕ 26) 包含 DT) 的 一 切 元 ,并 且 还 含有 不 属 
于 DC7) 的 一 些 元 , 则 说 D(S) 大 于 DCT), WA D(S)ODCT) 或 D(T)CD(S). 如果 
此 时 在 DCT》 上 Tf = sf, IEDC), 则 说 8S 广 于 了 或 者 说 是 的 扩张 记 为 SDT 
或 TES. 

iBT ESE SF Hrh3tiki НАЕ ЕИ, 对 任何 fe D(T) 和 g€ H AA 
(ТЇ, g) SARAR, НИНЕ ЛЕА, WEHP # #E— RAD 
(g), AR СТР, g) 能 用 另 一 个 元 g*. 简 单 地 表示 出 来 。 即 СТУ, z) == (e 69), Tu H. g* 
是 由 工 和 2& 唯一 确定 的 . 对 这 一 部 分 {8} 可 定义 工 的 伴随 算 子 Те: (TI,g) = (f,g*)= 
(J, T*g), BH g* 一 T*g。 这 种 对 应 关 素 也 是 唯一 确定 的 。 能够 有 这 种 表达 方式 的 之 的 全 
体 构 成 -一个 线性 空间 ， 岂 做 T* Е 6,100 БСГ“). 应 该 注意 到 ,并 不 是 对 互 中 的 
任意 元 均 有 上 述 简单 表达 式 , 所 以 对 无 界 算 子 T, рт") 不 能 与 全 空间 日 重合 ,7* 也 
常 叫 做工 的 伴随 算 子 或 对 侦 算 子 . 

伴随 算 子 有 下 列 特 性 : 

4) 如果 DCT) 在 五 中 稠 ,那么 D(T*) 也 稠 。 

(2) ($ + Т*55* + Т*. 

`(3) СаТ)* = ат“. 

(4) Ж TCS, Ш 人 CT*, 

(5) (sr>y*ƏT*s*, 

(6) СТА )* = T* + А1, 

(7) паити T, WE Т, 也 是 称 定 的 , 则 (47)* = (4%), 

如 果 TCT*， 就 称 工 为 对 称 算 子 。 若 T = те МТК. 

设 M 是 希 尔 伯 特 空 间 互 中 的 一 个 子 集 ， 如 果 M 中 含有 它 自己 一 切 可 能 的 极限 点 就 称 
为 闭 集 . 

设 五 和 五 :是 两 个 不 相同 的 (或 相同 的 ) 希 杀 伯 特 空间 .用 9 表示 所 有 x={xi, x), 
rz € H,, neH: еж. ЯГУ, ДВОЕ ХИНАТА: ах = 
ах! > х) = {ах., ах}; x+ y == {rns 2} +: Чу y) = = [x + уо x; + у:}. 在 多 中 再 定 
义 内 积 : > : 

Lx, y> = «и» n), {у уз} = Cris Ya, + Cas Va, 
容易 证 明 , 此 时 5 就 成 为 一 个 新 的 希 尔 伯 特 空间 ,叫做 H. 入; 的 积 空间 , 记 为 -及 x H.. 

设 T 是 定义 于 五 中 的 线性 算 子 。 在 9 = H x H 中 一 切 无 偶 {xfx}, z€ DCT) 

ИЯ. 这 是 一 般 函 数 у’ fC) 的 图 形 的 自然 推广 , ЖТА ВФ 
= (x, Tx) 在 多 中 按 内 积 产 生 的 范 数 
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Fh, = - Ух, £ya + (Тк, Тху = йу: + ТЕ 

EAE, ДТ Я. вн 工 的 闭 性 表示 : 由 条 件 х, Є РСТ), x,— х, Trs — у 
可 以 推 知 z€ DCT>, HB. y 一 

В ЯВ 类 ,研究 的 比较 透彻 ,而 且 常 见 的 受 
控 对 象 的 运动 方程 式 中 的 微分 算 子 都 是 闭 的 所 以 闭 算 子 的 一 些 特性 是 很 有 用 的 ， 下 面 
列举 它 的 一 些 主 要 特点 . 

(1) 定义 于 全 空间 日 上 的 任何 有 界线 性 算 子 都 是 闭 的 . | 

О) 如果 工 是 闭 的 ,4 是 定义 于 全 马上 的 有 界 算 子 , 则 T + A 也 是 闭 的 ,c7 也 是 闭 的 。 

(3) 如 果 了 是 闭 的 , 且 工 有 逆 T-, W| T 也 是 闭 的 。 | 

(4) т КО, Т) = (Т 一 м)" 只 要 对 一 个 2 是 有 界 算 子 , 则 了 和 了 一 和 
REDAT. = 

(5) 设 STREET, T” 有 界 , 且 TS EEX, одни. 

` (6) 任意 稠 定 算 子 7 的 伴随 算 子 7* 是 闭 的 ， 则 自 伴 算 子 也 是 闭 算 子 ， 

设 有 一 多 项 式 КО = a+ aà 十 .… 十 aolr， 取 是 定义 于 希 尔 伯 特 空间 НЕЮ 
RAT. 把 4 代 和 人 多项式 中 得 到 一 个 有 界 算 子 , 记 作 ICA), 

| : КА) = 11 + ard + 55 + а, А", 
由 于 4 是 有 界 的 , ВНЖ, КА) 是 定义 在 全 空间 上 的 有 界 算 子 。 显 然 K 4) 的 范 
数 满足 不 等 式 
IKAI < lal + lalla] + а, ПА. 
如 果 0) REBAR IG) 一 21 вл", гори 141 小 于 级 数 的 收敛 半径 , 则 


> 


КА) = > = A" 仍然 有 意义 ,因为 |f(4)| < Dalal” < co, ЖКА) 是 有 界 算 子 。 
指数 函数 。 ‚и 和 三 AEM dinhi, cos À 等 等 , 当 z 固定 时 均 可 展 成 的 绝对 收敛 的 级 数 
-5 с)" 


s= 0 п! 


. _ _ А (Ау 
зм = D 1) блп DU 


_ S „ С)" 
cos hi > ( — 1) луг" 
任意 有 界 算 子 4 都 可 代入 到 上 述 一 类 级 数 中 去 而 得 到 新 的 算 子 


е“ -> > sin Ар 一 Èo уе 


cos 41 一 Èo 1)” <=. 

这 些 算 子 都 是 有 界 的 ,只 要 一 оо < 上 < 十 c2， 它 们 的 算 子 范 数 都 不 会 超过 M, RA 

第 2.4 节 内 所 讨论 过 的 逢 阵 算 于 的 情况 完全 类 似 ， 但 是 ,这 里 我 们 一 开始 就 假定 4 是 定义 
于 希 尔 伯 特 空间 H 上 上 的 ,后 者 可 能 是 无 穷 维 的 . 

对 于 无 界 算 子 ,例如 微分 算 子 ,有 时 也 可 定义 算 子 水 数 ， 因为 无 界 算 子 不 能 定义 在 全 
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空间 吾 上 ,而 且 没有 有 穷 的 范 数 ,所 以 上 述 那 种 无 穷 级 数 是 没有 意义 的 。 
对 КА) 一 > a,i", WREX 


KT) = 21 аат", DKT)) = DCT”), 


则 УСТ) 的 定义 域 随 着 N 的 增 大 不 断 缩小 , 当 N — со 时 , 按 代入 级 数 的 办 法 得 到 的 ICT) 
的 定义 域 将 很 难 确定 。 为 了 定义 无 界 算 子 的 指数 函数 ,必须 采取 别 的 方法 . 

设 了 是 笛 定 的 闭 算 子 ， 而 且 对 二 切 正 实数 4, (TH 是 有 界 算 子 ， 并 有 
Кт + Ау < =, 1 > 0。 对 满足 这 个 条 件 的 7 可 以 用 下 述 办 法 定义 指数 函数 . 

令 

(= (1 + т)” 0, = 1,2, +... (2.7-7) 

由 上 述 条 件 可 知 [7,0 | < 1， 故 VO 按 范 数 是 一 致 有 界 的 线性 算 子 ， 易 证 明 , 当 - 
自 右 趋 于 0 时 ，P。(z) -> 7。(0) 一 7。 我 们 注意 到 ,由 式 (2.7-7) 定 义 的 V(O) 是 定义 在 
全 空间 上 的 有 界 算 子 ， 因 为 《1 十 二 了 ) ”是 有 界 的 , 且 | (1 十 二 7) | <1, # 


人 


<|0+2 г)" <a, зина " 增 大 时 V. C) 的 定义 域 并 不 


缩小 ， 
按 普 通 的 人 分 方法 可 以 定义 对 和 变量 。 的 和 分 - 
а = V.,G+ А) — V,G) _ _ NT _ 
当 ”一 oo 时 式 (2.7-7) 右 端 有 极限 存在 , 记 为 | 
U (e) = eT = limy, Ce) = lim (1 + т)". | 《2. 少 9) 


с" 就 称 为 无 界 算 子 了 工 的 指数 函数 与 矩阵 算 于 的 指数 函数 类 似 , 对 #20,0(:) 构成 
半 群 , | 
UG)UG) = UG: + ғу > 0, +> 0. 
指数 函数 U ( = T 有 下 列 特征 : | 
(1) ИФ [< 1, 000) 1, 220, 
(2) TU (Q DU () T. 


(D и! ит! = ТИР, Ме СР), #0. 


(4) К = UG: — fs) = О (е0) 0), +> + > 0. (2.7-10) 
ТОРЕ U) ЕВИ. 
利用 这 些 性 质 ， 帘 系 数 线性 常 微分 方程 组 和 偏 微分 方程 组 都 可 以 用 算 子 函数 的 指数 
形式 表达 出 来 。 例 如 ,扩散 方程 (热传导 等 ) 
ди On Ou On 


Br = Ди 一 Эа 十 二 一 дуз + Ba” #>0, «(0) = ux,ys 2) € РСА) (2.7-11) 
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的 通 解 可 表示 成 
u(t) = U Gue = еи, {2.7-12) 
在 波动 方程 (弹性 膜 的 振动 ) 中 | 
Ou a Ou | Ou 
Br Ди = aa oy tap s> 


wu(0) = ж(хьу, z) € D(A); Š 


dæ (0) = әх, y, z) Є Lz (2.7-13) 


4 26 =v, w = ди, WRC. DESEE 


— = Ди, (2.7-13') 
OGC) 


CDR O aw 


这 两 个 例 中 ,只 要 赋予 拉 普 拉 斯 算 于 入 以 必要 的 边界 条 件 , 那 么 式 (2.7-12) 和 (2:7-13) 右 
端的 指数 函数 就 都 有 严格 的 意义 ,并 且 确 实 满足 各 自 的 原 微分 方程 式 和 初始 条 件 . 

如 果 式 (2.7-12》 和 《2.7-13) 的 右 端 还 带 有 和 控制 作用 Кх, ys sy t); ВНЖ t 
是 连续 可 微 函数 ,那么 这 些 方程 式 可 以 看 成 是 定义 于 希 氏 空间 中 的 常 微 分 方程 两 写成 : 


=" = Ти + (D, a(0)€ D(T)CH, '(2.7-15) 


它 的 通 解 可 用 下 式 表达 出 来 : 
uC) = ст fuco) + | о). | (27-16) 


上 式 与 常 系 数 常 微分 方程 的 情况 类 似 ， 但 实际 上 这 是 定义 在 希 氏 空 = 间 中 的 微分 方程 了 是 
能 够 生成 半 群 的 无 界 算 子 (微分 算 子 )。 前 面 两 个 例子 都 属于 这 种 情况 . 


或 写成 矩阵 形式 


它 的 通 解 是 
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比较 复杂 的 控制 系统 的 运动 ,用 解析 方法 求解 常常 是 不 可 能 的 ,只 能 用 计算 机 进行 计 
Ж. 另 一 方面 ,由 于 半导体 技术 的 飞速 发 展 , 出 现 了 大 面积 集成 电路 , 数字 计算 机 愈 来 愈 
小 型 化 ,成 本 不 断 降低 ,体积 越 来 越 小 ,可靠 性 越 来 越 高 ,各 类 控制 系统 已 开始 采用 小 型 数 
字 计算 机 或 微型 计算 机 作为 控制 器 ， 计 算 机 逐渐 成 为 控制 系统 的 主要 组 成 部 分 ， 但 是 有 
一 类 非常 复杂 的 控制 系统 还 得 采用 大 型 高 速 计算 机 作为 榨 制 系统 的 中 心 设备 ， 使 整个 系 
统 走向 数字 化 . 县 然 计算 机 是 控制 系统 分 析 和 设计 中 必 不 可 少 的 手段 和 组 成 部 份 因此 
数值 计算 就 显得 特别 重要 ， 

五 十 年 代 以 前 曾 这 认为 用 数 信 计算 的 方法 去 处 理工 程 问题 是 一 一 种 近似 方法 ， 但 是 


2.8 数 全 计算 和 微分 方程 的 数 生 解 | 43 


从 今天 看 来 大 容量 、 高 速度 的 计算 机 实际 上 可 以 以 住 何 精度 实时 地 、 ,精确 地 计算 出 各 种 十 
分 复杂 的 受 控 运动 过 程 ,甚至 实时 地 选择 最 好 的 控制 方案 . 事实 证 明 ， 数值 计算 方法 在 现 
代 计 算 技 术 的 基础 上 已 不 再 是 近似 方法 ,而 是 精确 的 方法 。 _ | 

各 种 类 型 的 高 级 计算 机 语言 的 出 现 大 大 方便 了 对 计算 机 的 使 用 ;十 年 前 使 用 计算 机 
的 人 必须 有 深刻 的 专业 知识 ,为 熟 习 程序 设计 需要 化 费 很 多 时 全 .现在 ,有 了 各 种 计算 机 

言 , 计 算 机 的 使 用 已 逐步 普及 化 ,数值 计算 方法 的 重要 性 就 更 为 明显 了 . 

模拟 计算 机 曾经 为 控制 系统 的 设计 昌 供 并 一 个 有 力 的 赤 具 . 它 的 动能 和 精度 的 不 足 
限制 了 它 的 使 用 范围 。 现 在 出 现 了 数字 - 榜 拟 混合 型 计算 机 ， 兼 有 数字 机 和 模 报 机 的 优 
点 ,更 适合 于 控制 系统 的 特点 。 使 用 这 类 计算 机 婚 要 热 习 模 披 技 术 ,更 要 热 习 数字 机 的 软 
性 > 计算 机 语言 和 计算 方法 、 

在 数字 机 上 作 四 出 运算 是 夏 较 蔷 通 的 ， 只 要 求 有 模拟 -数字 转换 设 洗 ; 使 芝 控 系统 的 
数据 能 够 实时 地 进入 计算 机 内 进行 处 理 。 作 较为 复杂 的 运算 ， 解决 稍为 复 条 的 问题， 还 要 
用 到 微分 、 积 分 ,. 解 代数 方程 或 函数 方程 , 解 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 逻辑 运算 等 等 . 下 
面 我 们 只 讨论 插值 微分、 积分 和 解答 分 方程 的 常用 的 计算 方法 的 基本 思想 。 

设 f(x) 是 定义 于 实 畏 的 区 间 Га, Б] ЕЯ. KRE 07 38 


ЯМ мВ, авт Ея — e, 100536. em К») 在 N+ 个 节点 上 


的 值 Ka + яв), п = 0, 1, - *> Na ГРЕТА РЕА И 
TIEN BAA RANTES KER “ENDES SA ENDEX, 
在 这 类 函数 上 定义 右 移 算 子 U: 
Оба + nk) = Ка + Cn + ПБ n= 0, 1,2,5 N — 1. (2.8-1) 
青 记 工 为 恒 等 算 子 . 由 下 式 定义 的 算 子 人 A | 
. t ` Ala + зА) = Ка + Св +. 198) = fOe =), ne OTe N — № (2. 8-2) 
ПИРЫ 1890 А = 00-ТЕ ОН АЕ ©. 
Аа + ав) = Aflat (а TOR: — АКа + sh). - CD Ë 
ав Ка + (n + 2)8) — 2Ка-+ в +14) + Ka + 26); ^^ (28-3) 
n=0,1,..…,N— 2. 
以 此 类 扒 可 以 定义 严 阶 差分 .A"， 不 难看 出 | | 
А A”f(a + nh) = (U — 1)" (а + nh), (2.8-4) 
В д" = (U 一 1)"。 可 以 按 二 项 式 公式 展开 : 


i Am = CU _ p = > ( — 1) 的 y: yan, и" . ‚ (2.85) 


这 种 差分 是 自 左 向 者 进行 的 . засне. ВЕХАВЯТ U, HEX 
ДЕ У: 
LU-IKe + nh) = Ка + (n — ВЮ, m= 1,2, + N. Е 
Tia + nh) = (I — Ufa + nh) i o 
= Ка + nh) — f(a + (n — 19h), n= 1,2, +". М, . (2.8-6) 
局 理 可 推 知 mw 阶 左 向 差分 V 的 表达 式 为 、 : - г. 
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уа 079" 5) coà? и-. | ^ G.s-7) 


i= 


有 时 还 需要 一 -种 中 心 差分 ， 它 是 通过 半 移 位 算 于 Uti 定义 的 : 
6fCa + nh) = (01 — И-ЮЖа + nb) 


_ АКТ 
+e) ев (6) 9), 
вяз (е + (= 二) в) 不 是 给 定 的 数据 ;然而 ， | 
0а + nh) = (Ut — та + nh) = (U — 21 + И-ЭКа + nh) 
却 是 给 定 的 冰 数 值 ， 一 般 讲 来 Pa + ол) 都 是 有 意义 的 . 
由 此 可 以 看 到 ,不 仅 右 移 位 算 于 上 的 整数 次 者 有 意义 ,而 且 它 的 分 数 竺 也 可 以 赋予 意 
X. MERIR D ETUE U DEREKA. 例如 ， HRC. 8-2) U = 1 + А. 
U НЕ" 0 ОКНЕ ЕО НК, Бонк — EREA У: 
Us 一 7 жок) ачен ....0<a<1, (2.8-8) 


UI + nh) = Ка + (п + ав). . 
RE АС 2-8-3 АПН А, AN 43888 JE Д НО ЕСЕ, И bt (м: +1). 
个 给 定 的 f(x) 的 值 可 推算 出 没有 给 出 的 中 间 值 。 当 然 ; 当 М-> оо 时 ， 级 数 式 (2.8-8) 是 
否 收 化 是 很 成 问题 的 ， 对 有 穷 的 N 和 函数 人 波动 不 大 的 情况 ， 这 个 级 数 能 够 给 出 插值 的 
较 好 结果 ， 完全 类似 地 可 以 得 到 用 左 向 差分 算 子 六 表 示 的 牛顿 插值 公式 : 


e + 1) 


0% = (1—9 уу 1+ ау + +0 v+- --, < =. (2.8-9) 


НИИ АДЕН N + 1 个 函数 f(x) 的 
ER Ке) 的 微 商 ， 一 般 来 讲 , 微 分 运算 比较 困难 ,不 易 得 到 很 好 的 结果 ,尤其 是 对 不 十 分 
”光滑 的 函数 更 是 如 此 、 为 了 提高 微分 运算 的 精 府 , 党 提出 过 很 多 种 比较 好 的 计算 方法 ,如 
各 类 数据 平滑 的 处 理 等 。 这 里 我 们 只 指出 ， 以 看 局 的 近似 程度 。- 二 以 用 差分 的 方法 去 实 
现 微分 。 最 简单 的 灰 法 是 用 一 阶 差分 来 近似 求 微分 . 用 有 表示 微分 。 对 光滑 的 缓 变 函数 
可 定义 | - 

Dila + nh) = f(a + (n + 1282 — Ка + nh) 0 = asan = À, 


&+ . — | p 

ü — | (2.8-10) 

这 个 粗略 的 计算 对 线性 函数 是 精确 的 ， NASRA аня, 因而 ， 这 种 粗略 
的 方法 通常 是 不 用 的 . 

路 好 一 些 的 是 算 孙 展开 法 . i TA Ф а ањавакява яая ' N + 1 É 

连续 微 商 ， 那 么 FG) fa 点 附近 吉 按 索 勒 级 数 展开 ` ; 


о ко 0 Р не PUA) ca а)" 


如 果 fO) 是 解析 函数 ， 上 式 可 形式 上 地 写成 i 
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HX) = еа), 
令 ха +а, 0<а<, 则 有 Ka + а) = eia), 或 者 写成 
Ue = czp， O< <, 


ИНН ВХ. < 解 出 ”已 后 ,可 得 到 级 数 
D= ши = ажа) = (A Ты 


Ра + nh) = Afla + nh) ~ 二 As + ah) + --.. (2.8-11) 


这 个 微分 公式 比 (2-8-10) 好 些 , 对 比较 光滑 的 函数 可 取 两 项 或 三 项 去 计算 节点 的 函数 微 
商 . 尽管 这 种 微分 公式 对 任意 函数 并 不 严格 ,但 在 多 数 的 情况 下 能 够 得 到 粗略 的 估算 . 
为 了 改进 数字 微分 运算 的 精度 ,广泛 采用 了 多 项 式 逼 近 的 方法 ,例如 用 二 次 多 项 式 逐 
让 逼近 给 定 的 函数 值 列 、 设 在 М 十 1 个 等 分 节点 上 的 硝 数 值 是 y= fa t ih), i= 
0,1, ++, N. 对 每 三 个 相 邻 的 节点 {Vi Yio уни} М а, В, cr 三 个 系数 ,使 一 项 式 
y (x) = ах? + Вх + c; (2.8-12) 
TENTI ЯНЕЛЯЗЕАНЯ, НН 
у == а (а + G — ПВ» + Ка ti ПВ) + es 
yi = a (а + №)? + (а №) +-ci, 
ума = a (a + G + ПВ». +. bCa + G + В) + ца 


可 唯一 确定 a b 和 а. 于 是 在 = 一 “十 让 附近 ， 例 如 在 区 间 [+ (2-2) 
a+ (i+ 151] 中 yG 的 微 商 可 接 下 式 计算 : 
ку w 3 一 х хе [а #41). +1) 
pay: ч 508) 2a;x + biy z € | + ( +) s + ( + tya]. 
在 某 些 实际 问题 中 ,不 仅 要 求 得 到 一 次 微 商 还 要 求 算出 二 次 或 三 次 以 上 的 微 商 , 并 且 
要 求 第 一 和 第 二 次 微 商 是 连续 的 ， 那 就 要 考虑 更 高 次 的 多 项 式 表 近 ， 这 种 情况 用 样 条 函 
数 mm 的 方法 ,能 够 得 到 更 好 的 结果 ， 


数值 积分 的 方法 也 很 多 ， Нови. 比较 简单 的 是 用 黎 曼 (Riemann) 
积分 的 定义 ， 


1 f(x)dx = > yh. (2.8-13) 


如 果 f(x) 变化 较 慢 又 比较 光滑 ， 当 步 长 h Вент. 否则 
要 用 中 精密 的 办 法 .，: 
比 式 (2.8-13) RENERE 在 ею 和 @+а+0ю 之 间 的 积分 


面积 可 用 .上 下 两 底 边 为 у; 和 yi， 高 度 为 n 的 梯形 面积 代替 ， $, = r + ув. 这 
& . А : И f Ë 

i сда У Sta Ç 

| f(x)dr = >15, = >) 一 ‚+ узы в 


i=0 2 
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ее юнан; BEDEN. 如 果 用 二 次 曲线 来 代替 梯 
形 法 中 的 直线 作 Ie) Затта, 精度 又 会 比 式 式 (2. 8-14) 高 些 。 


用 式 (2.8- 12) 计 算 面 积 的 结 吉 果 是 


a вул «ан )* с =. = t 4 
Í fCx )ак = | {ат + Вх 十 cdx 
а+ 0-0 «+ 1)А 
ГА b, 5 | ен 
= | p + ” + с, +4 
Е х 2 х 2,2 а+(2-1)3 + G: i a+ yi + yin). 


тенмин, | o 

f 100)45 = = 一 É IGO + 4y, + „> + С + tys + ») +. 

| $ Onia tp] ' ， 

sizs [和 + 4(yí + ys E ys h ee + yna t 20 +; я +. * ° + ум») ум]. 

f : ! (2.8-14) 
这 就 是 常 称 的 辛 甫 生 (Simpson) IRAR. Беван ZAMA. : 

下 面 讨论 常 微分 方程 组 的 求解 ;如 果 系 统 是 线性 常 系 数 的 ,求解 初 值 问 题 可 以 转化 为 
本 征 值 问题 。 首先 讨论 方程 组 (2.5- 科 。. 它 的 基本 解 托 阵 是 et == (g; Сг) )。 现 在 的 问题 
是 当 4 为 已 知 时 如 何 求 出 矩阵 诺 元 p; (e) | 通常 先 将 矩阵 4 生化 为 约 当 标准 型 。 对 任意 4 
БН пятно | аа. а 
| QAQ =J] = Q); ` f Е (2.8—15) 
AP Л 为 约 当 块 , 它 具 有 式 (2.4-24) 的 形式 . Ж е. 展 为 级 数 后 不 难看 出 

Oe “0 = (07 1101 = et, 

因为 0-Lag' == 040074 А0. 一 (040C)"。 其 次 ,由 于 /内 的 手纸 阵 雹 位 于 主 对 
角 线 上 ,而 其 它 一 切 元 素 均 为 零 , 故 | 


困 此 ,和 矩阵 


p 
eh = | О =. Е (2.8-16) 
и. o: a . ' . у a e 

仍然 由 ! 个 子 方 阵 构 成 ， 其 它 元 素 均 为 零 . 现 只 项 讨论 其 中 一 个 子 方 阵 即 种 了。 我 们 现 
试图 将 ,< 下 ИН навон: : 


et дем È etit eee а ем? 
+ E 21 ` Sel — 1) А ‚. о 
1—2 
с) = 0 el tet . — 2.8—17 
(и — 2)! ( 2 


РЕ p EF fE W _— 47 


式 中 1, 为 约 当 块 Л 的 阶 数 ，2; EARR г ЖАНА, ВЕ, EBE e 的 展 式 即 可 由 式 
《2-8-16) 和 (C2.8-17) 所 确定 。 而 | i | 
e = оспот, © (2.818) 
ВЖЕ, e4 内 的 任 一 元 素 ou (O) ВЯ: | 
о», фи (0) = а | 
.i=1 а=0 ts Е 
式 中 常 系数 сы HER O RAC. 8-18) 所 单一 RE.. ETURA RRENA REH 
和 矩阵 8 是 个 纯粹 代数 问题 ， 求解 9 的 程序 在 有 有 关 算 降 理论 的 书 中 都 能 找到 o。 
ЕЖЕ ЕН ЕО. 5-4)。 设 某 一 特 解 具有 形式 У@ = 
уен, КЛОУН ЖАНР еч, MARDER | f 
ДУ, = Ау. s L (2.8-19) 
这 正 是 矩阵 4 的 本 征 值 和 本 征 向 量 问题 ， 将 式 (2， 8-19) 写 成 齐 次 方程 式 
(A— .4E)y, == 0. ` 
从 代数 学 中 我 们 知道 Ве ЧАРИ ЕТ Нар 
. ` |A АВ е0: . `. x: 
ХЕ Л ИЕН. WREN AAR Msds 822, ан WO. 六 -19》 必 有 
个 特征 向 量 у, у, . …， 包 ， 它 们 是 线性 不 相关 的 .下 是 式 &2.5-47 的 本 解 矩阵 @ G) 
便 可 写成 i А. За ` 


Ф( = c| 71° Pane (2.8-20) 
Yme’! уве! I 
此 处 方 阵 
yu Yin 1 
c=] ya Yi 
ya ... Yan | 


而 умо yas "ә Yai 为 第 i 个 特征 向 量 的 п дви, ESEYE 的 根 内 有 7 次 重 根 
者 ， Ee 8-19) 又 求 不 出 丙 个 特征 向 量 时 KER х 所 对 应 的 1 个 特 解 这 由 下 列 公式 
ME: 
yy TIRO mt о 
А ә" (0) = тту; те + у. 5% + ы + Yate” Fah, f 
Yo Yo tJi HARER ERE, анис» КАЖ (28-20) 后 инк 
Аней PE. Е 
;如果 方程 式 鬼 系数 是 : 的 函数 ， ВЕРНИТЕ ТГ. лучш ав 
ЕДЕ. Ч, РАНТЕ ФС ла) ЗЕНОН: ж, жи, олча 
过 初等 函数 表示 出 来 。 例 如 ， 对 于 这 样 一 个 简 音 的 方 各 组 。 w 
Чу». 
de 


== Y3; ` ғ 
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атанат оа, дан, в. 求解 变 系数 组 性 系统 的 有 北方 
法 是 数字 计算 或 模拟 计算 当 用 计算 方法 求 出 基本 解 矩阵 以 后 ， 第 2.5 SR 0838693; 
ERREX. 

对 于 非 线 性 方程 式 或 方程 给 , 一 般 讲 ， 没有 普遍 的 解析 求解 方法 . 但 是 ,对 于 某 些 特 
殊 情 况 , 有 一 些 近 似 方法 可 用 。 首 先 介绍 一 种 接近 线性 系统 的 非 线性 系统 ， 或 称 拟 线性 系 
统 . 设 有 一 系统 的 运动 方程 式 具有 下 列 形式 : 


48 дк Ы), = (2.8-21) 


式 中 4 为 n X n 方 阵 , EAER, Ka) 为 一 非 线性 向量 解析 图 数 МЖ р 足够 小 ， 
且 上 述 方程 式 的 解 接近 线性 部 分 


= Ах 
4. : И 


的 解 ,那么 前 述 非 线性 方程 的 解 可 以 按 4 БЕЯ: … ` 
х( = xlt) + uale + 2х (г) tole (2.8-22) 
xG) 称 为 系统 的 基本 解 . 函数 . 灰 x) 可 按 小 参数 上 ERER: 
Elx) = (жх) 十 af (хх) + Ekos жа, x) + sees. 
这 里 fisho Зодия. 将 f(x) 的 展 式 代 人 式 (2.8-21) 后 ,用 比较 系数 法 ,可 


以 得 出 求解 xG), -- +, х,@), ”等 的 线性 方 程式 : 
dx _ = Аж» l 
di 
dx, ` 
w Аж, + Еж), 
Ax дж, + (жж), 
di 


s3asco sa... ............ `. (2. 8-23) 
从 上 式 中 可 以 看 出 ,如 果 , x, (O 为 已 知 ， 则 依次 可 以 求 出 xC), aO 等 等 ， 可 以 证 明 ， 
级 数 式 《2.8-22) 是 一 致 收敛 的 。 接 实际 需要 的 精度 ， 可 取 前 面 的 有 限 项 作为 近似 解 .这 种 
方法 ,最 早 由 潘 卡 来 《Poincare》 EH, 故 也 称 为 潘 卡 来 方法 . 应 该 指出 ， 这 种 方法 的 实际 
应 用 范围 只 限于 那些 特性 与 主线 性 部 分 的 特性 类似 的 系统 .、 .如 果 由 于 非 线性 项 的 出 现 ， 
使 系统 的 运动 特性 远离 线性 系统 而 去 ， 那么 要 取 很 多 项 才能 盈 近 系统 的 运动 。 此 时 , 这 种 
方法 实际 上 不 商 能 使 用 。 另 外 , 当 式 (2.8-217 的 主要 部 分 是 非 线 性 系统 时 ,小 参数 法 依然 
可 以 应 用 .把 这 个 方法 进一步 推广 到 结构 更 复杂 的 问题 见 参考 文献 H61]. | f 

上 面 讲 过 ,即便 是 线性 系统 ,如 果 系 数 是 * 的 函数 ,能 够 用 解析 方法 求解 的 也 不 多 ,更 
不 待 说 非 线性 系统 了 。 在 实际 问题 中 ,主要 的 办 法 是 用 数字 机 求解 ,在 数据 是 采样 给 出 时 
更 是 如 此 . 下 面 我 们 备 要 地 讨论 儿 种 党 用 的 党 区 分 方程 求解 的 数值 方法 。 

设 常 微分 方程 组 ,用 向 量 表示 法 写成 . 


= = а, x), x(0) = x, 《2.8-24) 


2.8 数值 计算 和 微分 方程 的 数值 解 49 


要 求 求 出 满足 初始 什 的 解 Волен ВАХ 
数值 解 。 最 简单 的 方法 是 欧 拉 (Euer) FR: : 
х((п + 1)А) = x(nhb) + Af(nh, x(nh)); п = 0,1, ">t; 


x(0) = ж, (2.825) 
由 2 = 0 时 刻 的 x 值 立即 可 推 知 х0). 依 此 类 推 ， 在 指定 的 时 间 间 隔 内 的 一 系列 点 上 
1230, = b, 1 = 28, +++, 1, = nh, 
求 出 对 应 的 未 知 解 (г) 的 近似 值 
Xos Xis `o Xas **° 


AEA MASKE ERORI REN ВДВОЕ, ВРК 
作 步 长 算出 xo, BEŽ 作 步 长 重 算 一 遍 。 算 出 х0), 如 果 清 足 По) е 


(s 为 允许 误差 范围 ), 就 认为 < 是 所 要 求 精度 内 的 解 。 在 求解 的 时 间 区 间 不 太 长 , 精 

度 要 求 不 太 高 时 ,这 是 一 个 简便 的 方法 . 

| 提高 近似 解 的 精度 ,除了 缩小 步 长 4 以 外 ,还 可 用 更 精确 的 方法 。 亚当 姆 斯 (Adams) 

方法 也 是 一 种 比较 简单 而 实用 的 差分 方法 ， 精 度 比 欧 拉 折线 法 高 .我 们 知道 初 值 问题 

《2.8-24) 与 积分 方程 、 
х((п + 178) = x(nh) + N HR, C) Jde, n = 0, 1, (2.8-26) 


等 价 ， 选 取 т, 2115 775 Гау 作为 插值 节点 ， 在 式 (2.8-26) 中 用 牛顿 左 向 差分 的 牛顿 揪 
值 公式 盈 近 被 积 函数 fO, x(z) )， 就 得 到 亚当 姆 斯 积分 公式 .通常 采用 四 阶 亚当 姆 斯 外 
插 积 分 公式 : 

х((п + 1)5) = x(nh) + £ [55f(nh,x(nhk)) — 59f( (n — 18, x((n — 1)А)) 


+ 37fCCn — 2)А, x((n — 2)%)) — IFC Cn — 3)8, «(в — 3)4))]; (2.8-27) 
而 亚当 姆 斯 内 揪 积 分 公式 
х((п 十 ПВ) = x(nh) +> 一 + [SFCn + 1)А, x((n + 1%) + 1918, Саку) 


— 56 (п — ПВ, Ke. — 125) + Ка 2)h, xC (n — 24))],  (2.8-28) ` 
雍 外 插 公 式 (2.3-27) 精 度 要 高 ,可 是 不 能 单独 使 用 ， 为 了 提高 精度 ,可 以 用 式 (2.8~27) 计 
算出 (г. ЎВА хобо 十 1) 科 ， 再 用 式 (2.8-28) 进 行 选 代 修正 ; 即 7 
XO (a + 1)8) = x(nh) + А [55 о х(ий)) — 59 ((в — 1)h, х((в — 1)4)) 


+ 37а — 2%, (Сп — 24) — IFC Cn — зв, хо — 3)8)) Js 
хе (n + ПВ) = х(ай) + £ [9fCCn + ТВ, xC Ca + 178) 


+ 19 яв, x(nh)) — 5f((n — 1)А, x((n — 1282) 

+ f((n — 2), x((n — 2)8))]. 
用 式 (2.8-28) 反 复 改 进 近似 值 , 直 到 jt + 124) — x Ca + БОТ <=(ё 为 允 
许 误 差 ) 为 止 , 把 x + 1)8) 作为 x(n) 的 近似 值 ， 得 到 x(G + 14) 之 后 ,又 
可 以 按 这 个 方法 求 x(G 十 2) 人， 等 等 ， 缩 小 步 长 可 使 迭代 过 程 迅 速 收 和 化， 
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RE E A E РОНА (Runge-Kutta) Jy 
-法 。 它 的 主要 思想 是 将 方程 (2.8-24) 中 的 解 xG) НЕА, ИНО 
五 项 ( 略 去 同 阶 无 穷 小 量 0(#°)): 


x(G + Dh) = xC nh) + вх +... pizi ~ (28-29) 
. dt lima Kasa 


在 式 (2. 8-29) 中 计算 导数 往往 很 困难 ， 应 用 也 不 方便 .为 此 , 考虑 FC, x) 在 某 些 点 上 的 
线性 组 合 
x((n + D) 一 xG) + 2 оі, (2.8-30) 


‚#80 


其 中 | k 一 Бп, x(nh)), №, = = C + B), жа) + kh), k = PHE + bdh, 

xCnh) + yak), №, = AFC Cn + ВВ xCnh) + yski). 在 i=nh 处 将 (2.8-30) 式 右 端 展 
成 秦 勒 级 数 以 后 再 与 《2.8-29) REH w 的 同 次 将 的 系数 $ 定 出 常数 y Ф; 025 Oas Pi» 8:, 
B> Tis ть Үз 便 得 到 龙 格 - ERRA AA: 


х((в + 158) = (ив) + + 5 № +206, ФА) ЕЁ), | (2.8-31) 
ЗФ А = Мов, x(n8)), ki = af ((n + 1, h, x о + +26) 


h = e + -3)* xah) + 2%) k, = жо + рь, GI) + h). 


У) = К, у), а). 一 Yo 
龙 格 ~ 库 塔 法 的 计算 程序 式 (2.8-317 可 故 写 为 、 о : 
yla + Cn + 19A) = yG +m) + Z Cki + НЮ, 08-317) 


= b: = 1 4; I 
其 中 Ha + GD, yG БЮ), b= H (a+ (+ 1) в, sla tah) + La), 
b= M (a + (a + т) h уба +m) + ТА), и MG Сов, yCatnh) +). X 
E ajf НИЛНЕНЮЛ ЕХ: РЖ УС) ФЕ бов 点 上 的 料 率 &/k, НИЕ; 


再 以 这 样 走 半 步 后 的 斜率 А НИЕ 9 ИИИ k/h ХМ (а-л, yint nhy} 
向 前 走 一 步 ; 最 后 再 以 《/4 的 斜率 向 前 走 一 步 ， 这 样 用 四 种 不 同 的 斜率 向 前 走 的 距离 


вижа 1, 2, 2 2, LRMP ЕВЕ Е KER. 如果 а y, 


则 (C2.8-31') 就 与 辛 甫 生 积分 公式 重合 。 

用 公式 (2.8-31) 可 以 逐步 求 出 方程 式 (2.8-24) 满 足 某 一 初始 条 御 x, 的 比较 精确 的 特 
W. 这 个 方法 的 特点 是 当知 道 (д) 一 区 以 后 就 可 以 水 出 以 后 的 С В) 的 任何 值 . 
步 长 上 的 选择 依 实 际 问题 要 求 的 精度 决定 。 步 子 越 小 ,精度 越 高 ?得 计 算 量 就 越 大 ， 实 际 
RREI 这 个 方法 的 精度 较 高 ， 它 的 缺点 是 计算 工作 量 较 大 ; — | 

龙 烙 * 库 塔 方法 对 解 变 系数 线性 方程 组 尤为 方便 。 此 时 为 了 求 它 的 基本 解 矩阵 ,需要 
算出 = 条 轨迹 , 它们 的 初始 条 件 АС) = жо КГС, 0, 0,…，0)y (0,1, 0 993， 
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(0, 0, 0, ---, 0, 1), 再 将 这 些 特 解 按 式 C2.8-20) 排 成 方 阵 即 可 ，， Q. 
在 参考 文献 [7] 中 介绍 并 证 明了 有 时 比 龙 格 - 库 塔 法 更 有 效 的 解 常 微分 方程 组 的 广 
法 。 设 待 求 解 的 常 微分 方程 的 初 值 问题 是 式 (2.8-247 


4 — FG. x), х(0) = х. 
dt o 


计算 程序 是 
P, = — 4х, м + 5х, + 2h(2F,n + fa) 


Q, = 4х, — Зх, + = К. — 2f.n — 26), 


x, 一 一 > (Put + Qna). С .. | (2.8-32) 


其 中 f.= Ка, x), F: та = fliars Ра), x, = xG), 是 积分 步 长 ， | 
这 个 计算 程序 与 龙 格 -~ 库 塔 程序 比较 ， 在 同样 精度 下 , 计算 工作 量 《 指 计算 右 端 函数 
#1, х) 的 次 数 ) 比 龙 格 - 库 塔 法 要 少 些 ， 上 述 后 丙种 方法 均 有 通用 语言 编写 的 标准 子 程 
序 ,应 用 时 很 方便 . 
最 后 讨论 一 下 偏 微 分 方程 数值 求解 方法 的 基本 思想 . BERAREN HRR 
xs ys PRR и(х, у) 满足 拉 普 拉 斯 方程 : ` 


ди= ба бн 0 x,yEQ, x (2.8-33) 
Әх? ду? 


式 中 绢 是 平面 上 的 一 个 有 限 区 域 ，82 是 2 的 边界 . 为 用 数字 机 求解 首先 要 把 偏 微 商 换 
成 差分 。 因 为 当 步 长 很 小 时 , 可 以 近似 地 取 


ди ибх + h, у) — и(х, у) 
Ox д ? 
Ou _ д (64\_ д “G t hy) 一 we 32 
Өх? 2 ( )- Ox | | 
= 1 [6 thn = ele) le) = s= ha) 
h А P | 


== A [а(х + h, y) — 2и(х, ” + ulz — À, у)]. 


类 似 有 
E m i Ces y б, y) Jule, y №]. 
代 人 和 人 式 (2.8-337) 后 得 到 差分 方程 式 。 如 果 将 Q 按 自 变 量 x МУ Е в N, 和 


N, 个 小 间隔 ， 那么 在 = x 的 第 i 步 上 和 y 的 第 * 步 上 差分 方程 有 下 列表 示 式 : 


аад F tink ша F t; ,kl — 4t = 0. (2.8-34) 
同样 , 非 齐 次 方程 式 i 
д? 0 . 
| Au = р ду 1002 У) ивр = а, ` (2.8-35) 
可 表示 成 1 | 
: ша, F uiie F ti, Rt T i — 48, , == Bh. ke j 《2.8-367) 


将 上 式 改 写成 
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1 р? 
ш. к == — z Сен, k E Hink Ни На) 一 7e 


и, ле = 4, (2.8-37) 
可 看 出 w 在 G, O НИЛА НЕЕ i E RAE С, O 点 的 
É. 

如 果 Q 是 方形 (图 2.8-1), 差分 方程 
C2.8-37) 实际 上 是 含有 (N, 一 1) (N, — 1) 
个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 代数 方程 组 ， 考 虑 到 

”w(x, y》 在 边界 00 上 的 值 是 已 知 的 ， 就 可 
以 在 数字 机 上 求 代数 方程 的 解 . 这 样 就 把 求 
ERRA DEREX RRENEN, 这 种 

”方法 通常 称 为 网 格 法 ， 

图 2.8-1 另 一 个 便 是 周边 固定 的 弹性 薄板 的 变形 

НЯ. BRE х,у 平 曾 上 占据 的 区 域 是 0， 边界 征 90, Кх, y) 是 均匀 分 布 的 外 载 

荷 。 板 的 变形 方程 式 可 写 为 


2x = Ow O's — == x x 
Д* дж | 50 t Кх, у), ›760, 
ulas = 0. 、 《2.8-38) 
把 它 化 为 差分 方程 式 后 有 


АА, k == 209 + (яна k T ta, k+2 F Uia, № ш, 2) 1.2 tipi, ма F льва = 
+ каа, ка F giaa, ка) — Зина, k E Ui ки F nas нкаў. 
= hfis `  ша| 00-20, 0 I ` (2.8—39) 
这 又 是 一 个 代数 方程 组 。 式 内 各 组 值 的 分 布 见 图 2.8-2(a). 


и; Rt 


(a) 
图 2.8-2 


为 了 计算 un 的 值 需要 用 到 12 个 点 上 的 平均 值 . 这 里 出 观 的 困难 是 对 边界 附近 的 ARH 


到 边界 89 以 外 的 值 : 而 后 者 是 边界 条 件 没 有 给 出 的 ， 但 是 为 了 用 圆 格 法 求 数值 解 ,边界 
外 的 点 上 的 值 可 以 用 外 插 的 办 法 近似 确定 .例如 ,为 了 外 插 边 界外 C 点 的 值 (图 2.8-20)), 


LINL 
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可 把 s(z, y) Æ BARR: 


ран] ам 
“с в—й ду р 2! H > 
= Зи | № Dul L ...; 
А i i ил ЕНН $ 
ПЕ uc — ua 一 一 24 SE + o . 如 果 仅 保留 二 次 以 下 的 项 , 则 有 
в ыыы, 


当然 ;如果 DE| 在 边界 上 已 给 定 , 则 可 直 楼 取 we = ua 一 2 给 | 这 样 把 边界 外 的 点 


补 齐 后 ,就 可 以 用 迭代 法 求解 代数 方程 组 (2.8-39). . 
当 解 算 发 展 方程 时 ,可 将 网 格 法 和 常 微 分 方程 积分 方法 结 合 起 来 。 例 如 , 用 数字 机 求 
受 控 热传导 阅 题 的 混合 解 : 
ди _ ди 
B: ðe 
и(х 1) | = = Cr), (0, t) = b OF 
и(1,2) = (t). (2.8-40) 
ТМ, РЕМ А, Nh = 1. V ux (0) = (t, t), К=0,1,2,...,М. J 
近似 公式 | 


= f(x, £), s<. <, 0 < z < co; 


|= вы Dm + ща uj a 
Өх? =k д2 i д: Or kh k> 


代入 式 (2.8-40) 后 ,得 一 常 微分 方程 组 
ú= = Ga (O) — 20000) ааа (0) H (0), &=1,2,3, ---, N— 1; 


u(t) = pi G) им (z) = фз (0) 5 
ик (0) = Фа. Е (2.841) 


iu ult) = ©, из (г), ..., un- (#) }, = [1 gly TAO, OP ..., = pa) 
+ il) 它们 都 是 N 一 1 维 向 量 ,方程 组 (2.8- 4 可 写成 向 最 形式 
7 аа лад, и(0)=Ф= (Ф. P27» °° - фи}, 
一 2 1.0 0 0 со --- 0 


а= |0 Е -2 o o (2.8-41') 
0.0 0 0 0 0...1—2 
于 是 
al) = 794; гов, . (2.8-42) 


原 方 程式 (2.8-40) 的 解 就 以 {ulh г), и(28,1),.-., a((N 一 1%, 1 的 形式 求 得 ， 


5 № Жани 


上 面 讲 的 是 求解 偏 微分 方程 的 基本 思想 ， 在 应 用 时 还 可 采用 一 些 瑟 妙 办 法 缩小 计算 
工作 量 ， 尽 管 这 样 , 解 多 个 自 变 量 的 偏 微分 方程 需 用 的 存 贮 容量 仍 很 大 , 运算 量 也 很 大 . 
近年 来 专 为 解 偏 微分 方程 边 值 问题 发 展 了 一 种 新 揭 方 法 ， 称 为 有 限 元 法 。 它 的 基本 思想 
是 利用 具体 问题 中 自然 边界 条 件 和 函数 及 其 微 商 的 连续 性 , :把 基本 区 域 2 划分 为 较 大 的 
单元 ,然后 在 相 邻 单元 边界 上 选 定 节点 ， 靖 定 函数 在 节点 上 应 满足 的 条 件 , 最 后 得 到 一 个 
未 知 数 大 为 减少 了 的 代数 方程 组 .: 这 种 方法 克服 了 网 格 差分 法 计算 量 太 大 的 缺 芯 。 使 节 
点 布局 合理 .不 受 复杂 的 区 域 ,不 规则 的 边界 条 件 所 限制 ,又 能 保持 物理 问题 的 力学 和 其 
它 特点 , 并 且 能 提高 精度 :改善 收敛 性 ， КВН, 读 考 可 参阅 本 章 后 面 所 
列 的 参考 文献 ; . p , 


2.9 模拟 技术 


数字 计算 机 的 迅速 发 展 和 广泛 采用 ， 看 来 并 不 能 完全 代 奉 模 报 技术 罕 往 制 系 统 设计 


з B, 


+V 


о 0 
к. 


+ 
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和 分 析 过 程 中 的 重要 作用 .在 精度 要 求 不 甚 高 的 精 况 下 ,模拟 计算 机 或 模 报 装置 能 够 很 容 
易 地 复 现 系统 的 运动 过 程 ,效果 逼真 ,使 用 简单 ,成 本 也 低 些 。 在 相同 的 元 件数 量 情况 下 ， 
模拟 机 的 计算 容量 和 运算 速度 都 大 得 多 . 线性 集成 电路 的 出 现 给 模拟 技术 的 发 展 以 新 的 
有 力 的 推动 ， 在 这 个 基础 上 ， 模拟 计算 装置 正在 向 小 型 化 方向 发 展 ， 数字 -模拟 混合 计算 
机 的 出 现 又 使 模拟 机 的 优点 和 数字 机 的 优点 结合 起 来 ,模拟 技术 又 屠 得 了 新 的 发 展 : 

在 模拟 计算 机 上 可 以 实现 加 法 \ 减 法 、 乘 法 、 除 法 等 算术 运算 , 又 能 极 简单 地 作 微分 、 
积分 运算 ; 可 灵活 地 编排 微分 、 积分 网络 ,高 速度 地 解 常 着 分 方程 和 简单 的 偏 微 分 方程 . 
ВНЕ ВАН 合 又 可 以 解 一 些 技术 设计 中 的 参数 寻 优 或 最 优 控制 问题 . 模拟 计算 
机 中 最 基本 的 器 件 是 运算 放大 器 , 它 把 输入 信号 放大 到 天 倍 ,及 是 放大 器 增益 。 现 在 ， 一 
个 或 几 个 放大 器 全 部 线路 可 以 在 约 2 x 2mm? 和 鸥 硅 片上 成 为 一 个 线性 集成 电路 , 它 的 尺 
ЗНЕВНЫЕЕЯЖ 10 x 10 x 6mm' PEK, 29-1 是 我 国 已 大 量 生产 的 集成 运算 放 
大 器 BG305 的 原理 图 和 符号 . 它 的 全 部 电路 都 印 制 在 一 个 单 硅 片上 ,开路 增益 大 于 104. 
用 它 可 简易 地 实现 各 种 运算 . 


2.9-2 


现 把 一 个 增益 为 K 的 放大 器 用 电阻 、 电 容 元 件 接 成 图 2.9-2 所 示 的 电路 .图 中 r, 

… ,和 分别 是 以 电压 表示 的 输入 和 输出 ，Z; 和 Z, 分 别 是 某 些 阻抗 ， 设 放大 器 输 
入 点 上 的 电压 为 “。 由 于 放大 器 的 增益 是 负 的 , 故 有 下 列 电压 和 电流 平衡 关 素 : 

у = 一 KE， | 

У = 

227, tz К 


i=l i 


: ўе (в/ 20 i s 
+ -y = ThA n I `. 
ВЕК, БАМИ | | И U 
ИСЕ 


由 上 式 可 以 看 出 , 当 Z= 2, = R 时 ,上 式 是 x 个 输入 量 的 代数 和 .、 
ШЖ Zi = R 是 纯 电阻 ,而 .Zo 是 纯 电容 C， 则 式 (2.9-1) 变 为 = 


一 一 之 Re 


Xis 
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式 中 * 是 复 变量 。 当 у 的 初 值 为 零 时 , 有 


9 一 一 直下 ， рэр (ear, x (29-2) 
这 就 实现 了 对 输入 量 的 积分 运算 ， a 
РАЯ п=1, Z,= C, Z =R, XJA, А (2.9- 1) 完成 微分 运算 Ө, = 
_ с. ах (#) 
© а‘ 


34 2. #9 2, 为 复杂 的 网 络 时 ， 图 2.9-2 所 示 的 放大 器 可 实现 更 复杂 的 运算 , 对 只 
有 一 个 输入 鲜 数 x 时 ,用 不 同 的 Z, 和 2, 得 到 的 输出 y(z) 的 象 函数 列 于 表 29-1. 


Ж 2.9-1 
Zos) 2,(5) 
1 -二 
ë R ger ©) 
R 2. — RCsX (3) 
Ro 
= R ` RoX iG 
2. A RiCRoCs + 1) 
о 十 一- 
Cs 
R, 
rR Cs «фо вс + 0х: 
= + № 
1 -RCs _ 
№ R. + 2 песет 
Е, 
с 1 
R + 1 R, +; -CR саят) xG 
Cos 
R, 
А z5 (R Cos + 1) (В, Сб +1) 
а, E 7с, А0) 
B t-r 
1 
Ro + 7 R + с (RCs + LC < 


将 这 种 带 有 不 同 的 Z; 和 Z, 的 放大 器 按 一 定 的 规则 编排 起 来 ， 就 能 实现 线性 微分 
方程 组 和 代数 方程 组 的 模拟 模型 。 赋 予 各 放大 器 以 初始 电压 以 后 ， 又 能 求解 常 系数 线性 
微分 方程 的 初 值 问题 。 当 需要 模拟 变 系 数 线性 系统 时 ,只 须 用 可 变 的 ( 按 给 定 的 规律 随时 
间 变 化 ) 阻 抗 Z1(z) 2,00) 代替 固定 的 Z, 和 2Z。 即 可 . 为 实现 简便 ,通常 将 可 变 阻 估 
的 电位 计 置 于 Z, 中 ,然后 给 它 以 预定 的 变化 程序 . 

委 法 运算 可 以 用 两 个 非 线性 函数 变换 器 来 实现 。 例如 : 


y= hr 


可 以 用 平方 函数 产生 器 实现 乘法 ， 原理 图 见 图 2:9-3, 
男 一 种 应 用 较 广 的 乘法 器 是 用 季 关 电路 实现 的 。 图 2.9-4 是 它 的 示意 图 . 一 个 输入 量 
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2.9-3 


a 送 至 脉冲 频率 调制 器 ,后 者 的 输出 是 频率 £ Bë =， 线 竹 变化 的 脉冲 列 ,每 一 个 脉冲 的 高 
度 和 宽度 是 园 定 的 。 用 这 个 脉冲 列 去 控制 开关 ， 只 有 当 脉 冲 到 达 时 开关 才 打开 第 二 个 变 
R = ЖЖ. ИОН КАНЕ n 送 至 点 的 电流 正比 例 于 КУ. 


мнения ШЕЛ R 


ха 


图 2.9-4` 


而 fs, ХЕ МЕ в, f. = Kirs TER 
| у = К.К ›хах., 


Я 因 
此 ,适当 地 选择 R, к, C 就 可 以 实现 x 和 x; 的 乘法 运算 . 这 类 乘法 装置 的 精度 约 为 
1% ЕЖ. 

用 乘法 器 和 运算 放大 器 配合 又 可 以 作 除法 运算 , 图 29-5 是 一 种 可 能 的 方案 ， 从 图 


图 2.9-5 ` 


中 可 知 ， 乘 法 器 后 面 是 积分 器 ， 只 有 ву = x; hj, y 才能 保持 平衡. 故 平衡 时 有 xy 一 


m= 0, у= 3, 这 就 实现 了 除法 运算 . 


单 变量 的 非 线性 函数 可 以 用 二 极 管 和 运算 放大 器 来 实现 . 例如 第 一 章 内 图 1.3-2 中 
所 列 各 种 典型 非 线性 函数 都 可 以 用 这 种 办 法 在 模拟 机 中 实现 至 于 多 变量 非 线 性 函数 
可 以 用 单 变量 非 线性 函数 去 更 近 ,以 后 我 们 还 要 讨论 。. 
2.10 ”函数 方程 的 数值 解 与 极 值 问题 


控制 系统 的 设计 或 计算 机 作 实 时 控制 运算 时 常 需要 求解 函数 方程 式 ， 而 方程 式 的 求 


за POE БЖ 


解 又 常 能 转化 成 求 某 一 泛 范 的 极 值 6( 极 大 或 极 小 ) 问 题 . 对 稍为 复杂 一 点 的 系统 ， 用 解析 
方法 求解 几乎 是 不 本能 的 ， 实践 证 明 , 用 计算 机 求 极 值 比较 好 的 方法 之 一 是 最 速 下 降 法 . 
由 于 它 原理 简单 ,计算 程序 不 复杂 , 收效 快 , 所 以 得 到 了 相当 广泛 的 应 用 。 本 节 内 我 们 来 
讨论 这 个 方法 的 基本 思想 和 应 用 举例 . 

设 g(zu ra， xm вла афина. 已 知 它 在 某 一 区 域 中 
有 一 个 《唯一 的 ) 极 小 什 设 对 每 一 个 自 变量 有 活 绕 一 阶 偏 微 商 ,. ДЕ ОВИЕ С ” 维 ) 


ŽE, BE, ass, BE), коль тн, 


ias 在 点 附近 函数 gx) 增长 最 迫 的 方向 是 向 量 У; 所 指示 的 方向 ， 相 

K 一 Vg АРЕНЫ. REZ, Vgl) 的 方向 与 Kx) 过 x 点 的 等 高 线 (等 什 
线 ) 的 外 法 向 量 的 方向 重合 , 而 一 VgCx》 则 与 内 法 向 量 方向 重合 (图 2.10-1)。 用 最 速 下 
ЕБЕ НОВИН. 在 极 值 附近 任 取 一 初始 点 
Е 算出 此 点 上 的 梯度 向 量 Vel), 按 它 的 负 方向 前 
选 一 步 得 xt — ву (к), 适当 选择 系数 步 长 sn， 
使 (х) — glx) = max [g(zo) 一 gCz 一 svg(xo))]， 
这 样 一 步 一 步 走 下 去 ,就 会 到 达 极 值 点 x* > в(х*) = 
ming(x). 于 是 ,最 速 下 降 法 可 归纳 为 下 列 程序 : 

(697 任 选 起 始点 x = ETP Fap” “9 хау}. ие 
б) 求 EDN | | 
< 求 步 长 Eos ,使 g(xo) 一 g(x) = max [ g(x) 一 в — evgin). 


С Ф же а 1 орк); ЕО ЕЖЕ. 
于 是 有 


Ж =, 由 下 列 条 件 决定 :- 
вое, Exa) = ааб — p(x, — evVe(x,))]. 
这 样 求 出 的 s。 叫 做 最 佳 步 长 ， евина, 
WR g) 是 正定 二 次 型 ,了 3 是 n X n MEREM. 


#(х) — (Вх, х) = È buz Ху 
, 则 最 佳 步 长 可 以 求 出 . 容易 算出 — | “5 
Я#(х,) 一 Ë :> Рух» 2 > Вх; "°... ,2 > b p 
g(x,) 一 gx 一 чабы) == (Baxi; х,) j f 
= 2e( BV g(x,)> xX») L ivg), ve 


显然 ,为 使 左 端 获得 极 大 值 ,必须 令 

И ` — (Bg) ӯ 

(BVzg(x,), Vg(x,)) ` 
LI Y EEEH (Вх, у) = (x, ВУ). ` 


_ УЕ = gradg(x) = | 


Жи 一 x, — Е VEC), | (2.10-1) 


(2.10-2) 


En 
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上 面 的 程序 可 以 推广 到 函数 空间 中 去 . 设 g(*) , «ЕН, Е X F ЖАННЫ 
H LIKA. 如 果 极 限 


gs) = lim glx + АВ) — g(x) 


А 
存在 ， 则 š, (z) ЖИРЫ g(x) 沿 4 方向 的 微 商 , 其 中 4 为 互 中 任 一 个 固定 的 元 ， 如 果 
bele) 是 4 的 线性 泛 函 (线性 函数 ), 则 必 存 在 一 个 p € H, 使 pO) = Xp, h>, PRIZ 
РИ e 的 梯度 向 量 , 并 记 为 
Vela) = ф, #%(*) = <p, ВУ = = р(х), №: . | (2.10~3) 

为 了 用 最 速 下降 法 求 泛 浮 g(x) 在 希 尔 伯 特 空间 (例如 漳 数 空间 》 中 的 极 信 可 将 式 
《2.10-3) 定 义 的 梯度 向 量 代入 程序 式 (2.10-1) 中 作 递 推 运算 。 如 果 r) 是 定义 于 五 上 
的 二 次 型 , 则 式 (2.10-12 中 的 第 二 式 可 由 式 (2.10-27) 代 替 , 其 中 内 积 ('，') 应 理解 为 希 尔 众 
特 空间 的 内 积 . 

下 面 举 两 个 例 ,说 明 如 何 用 最 速 下 降 法 解 代数 方程 组 和 积分 方程 

І. 求 代数 方程 组 的 解 : 


qumi + ах + e + diaz, = bis 


anxi 十 anxi 十 T ах, = b 
amti 十 amt + eee + a,,x, = b,. (2.10-4) 
引进 符号 х = fris X2》 52.) Б 一 {> bzs tt’ bn? 
А = (а) 为 n X n 阶 方 阵 , 上 式 可 写成 
Ax = b. 
如 果 4 的 行列 式 不 为 零 则 有 唯一 和解 .否则 , 或 者 它 是 矛盾 方程 组 , 没有 任何 解 ,或 者 有 许 
ZE. 我 们 定义 :能够 使 向 量 (Ax 一 b). 的 长 度 最 小 的 х* PAK: 10-4) 的 最 优 解 . 
因而 ， 求解 代数 方程 组 就 化 为 求 、 ж* 使 ， , 
g(x) = (Ах — ф, Ах — p = [ах - 一 be 
达到 极 小 值 . 根据 前 面 的 讨论 ， 用 最 速 下 降 法 求 x* .的 递 推 程序 是 | 
Xari = x, — s,Vg(x,2), 
(Vg(x,), УЕ(х,)) , 
С р(х.) АУ, 


р(х) = {2 [CB + Bi)x;—2anbi]s 5, Ў (в, + ё), 一 2,01], 


& = 


Bim 一 >; Чат. S | | (2.10-5) 
用 这 个 程序 去 求 代数 方程 组 的 解 ,从 任何 .za НЕНСИ х*. 
例 2. 再 讨论 如 何 用 这 个 程序 去 解 积分 方程 式 , 设 КС, 0 是 定义 于 区 域 0 = 
(a<; < b) 上 的 连续 对 称 的 实 值 函数 ， 用 五 表示 由 一 切 定义 于 Са, b) 上 的 平方 可 积 
实 值 函数 的 全 体 构成 的 希 尔 伯 特 函数 空间 。 在 可 上 定义 线性 算 于 K: 


y (+) = |. R(t, хх + (g) € Nz 
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按 柯 西 不 等 式 : 有 | 
от = |. KG, ео < ко, 51 100214 


«ке ора, VY O ае < ма. 
上 式 中 ，K(z, s) 是 连续 函数 ,所 以 ,| KG, Pas 是 :的 连续 函数 ,因而 在 {4， 5] 上 是 


有 界 的 ， 记 max | IKC, 9) =M 便 得 到 上 述 信 计 式 , 于 是 ly| < 《5 一 a)Millall = 
Mz，Yx(#)》 € H 成 立 ，、 这 就 是 说 上 面 定 义 的 算 子玉 是 有 界 的 . 
设 AGO € H 为 某 一 固定 的 函数 ,4 为 某 一 个 固定 的 实 常数 ， 要 求 算出 下 列 积分 方程 
的 解 x* (zr 
x (人 _ | KG, яд = AG), - (210-6> 


如 果 А REKREA АКА = < 只 有 平凡 解 = 0, пеев ав х* (z) >< 0, 
满足 式 (2.10-67)， 
现在 用 最 速 下 降 法 求 式 (2.10-6) 的 解 . 构造 二 次 泛 函 


g(z) 一 人 ads 2 (ка, д Овна, 
— 2 Свода = <r, х) — Kr, ху — 2Cxs в). . (2.10-7) 


可 以 证 明 , 式 (2.10-7) 存 在 唯一 解 x*(z) 使 g(x) 达到 极 小 值 ,并 且 
min gl) 一 —C*, A) = -| x* (Ch) ds. 


首先 , 任 取 一 函数 < (5 当 作 “ 初 值 ”, 然 后 守 求 参数 。〈 步 长 ?和 函数 (方向 ) z G) , Ж 
m (z) == жо) — ez Ce) 使 g(zxo) 一 (=) 达 极 大 值 (下 降 最 大 )。 容易 算出 C 
g(x0) 一 glz) = 28Kx — АКхо — F, z> 一 еа 3 2 一 - =. 
显然 ,为 使 g(xo) 一 gG) 获 极 大 值 必须 取 
z = хо — 1Kx — A, 
<z, zY 
《zy z — АКаУ 
于 是 , 解 上 述 积分 方程 的 最 速 下 降 法 的 计算 程序 就 是 
Xapi (2) = xp Q) 6,2, Ct) > 
ок) = z,G) — Kx G) — AG), . 
Е, == e 2 | {2.10-8) 
实际 计算 表明 这 个 程序 收敛 很 快 ， ' 
对 于 求 二 次 泛 函 #0) 的 极 小 值 ， зи, 


Е = 


1% . 
glx) = 5 (х, Ах) + (а, х) + с, (2.109). 
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其 中 x= (r. 0, tta z.) € R,, a = (а, 41, ***> á.) ЄК, с Ж Ап ЕЖ 
BE. МЕЖ, zx, 计算 可 靠 性 也 好 。 下 面 介绍 这 个 
方法 的 几何 意义 和 计算 程序 . 

设 两 个 非 零 向 量 x, ye R,， 如 果 

(x, 4у) = 0, С (2.10-10) 

称 向 量 х, ?关于 矩阵 4 正 交 . 

CARR g(x) -在 某 一 区 域 中 有 一 个 (唯一 ) 极 小 值 点 x*。 REBRA ”次 近似 值 
x。， 计 算 梯度 向 量 Vg(x) ， 取 寻找 方向 g 


P, = —Ув(х,) + В.Р. P= уак), 1 (2.10411) 
满足 条 件 оо 
(Pas АР.) =0, : с zoea. (2.10-12) ` 
其 中 в, 为 某 一 待定 常数 ， 把 式 (2.10~11) 代 入 式 (2.10- -12) 可 得 
в. = OE) АР.) и 62.10-13) 


(Pamo АР.) у 
从 z 出 发 , 按 下 式 计算 第 в 十 1 次 的 近似 信 : (о: nu 

Xan = x, + в„Рь» | остро (210-14) 
选择 步 长 s。， 使 еб) glenn) = тах [8(х.) 一 s(x + sP). ыы 


TF. КИЛЯ. 它 有 下 列 的 性 质 : 
С1) s 个 寻找 方向 向 量 Po Po +Pt i _ 因为 若 有 5) c P, = 0, 


і=0 


ӘЗ с:СР,, 4P) = Pp АР;) = 0, 所 以 ¿= 0, 因此 Pa Ps Pa 是 线性 


不 相关 的 . . 
(D Ж Vexo, M т. 
(Pa Vel) = о (2.10-15> 
19: Е, (Рь, Vg(ay 42) = 0, 不 失 一 般 性 , 设 (Pu Vglærn)) > 0, # =, 附近 一 定 可 
以 找到 一 个 充分 接近 于 вк ,的 实数 é, < ëk 并 使 得 КЕ + EPa) — ЕС + s P.) =’ 
(Vaxt+), (вк — s2)P = (6, — вк) (Ув (ж), P) <0, 这 与 k 是 最 佳 值 相 矛 盾 ， в 
此 式 (2.10-157 成 立 。 


(3) (Vg(x,), P-) = 0, 1 < j <. 4. a У (2.1016 
重复 利用 ЖА = Xg + Е) РА > 得 到 f КО НЯ : 

x= x; + > sP. 0<)< «т он (2.10-17) 

Vg(x*) = Ax* ' + a = 0, | И 02.10-18) 


Уғ(х,) == Ах, 十 2» А .. . " 《2:10-19》 
由 式 (2. 10-197 减 去 式 (2 10-182 得 . ИН 
Vegla) = Alx — к. | козы 2.10-20% 
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FRAG. 10+27) 代 太 式 C2.10-20) 得 ， 


Vela) = Ax; + > ДЕР; — Ax* = у(х) 


+ FAsP, 0<і 41, x (210-21) 
i=j 


ал. 
对 4? 10-21 AAAA Pi 取 内 积 ， (ver) Р, ji == (увк), Р.) r> s CAP;,, 


P), 0<;<k—1, 由 性 质 (2) 有 (e), P=, БЕРИ, E 
戒 第 二 项 为 零 ,因此 式 (2.10~16) 成 立 .5 . 
(4) (Vgl), Vg(ax—2) = 0. 因为 
. (Vg(x), Убх) 
= (Vg(x,);: = Ух) + АР k-27 
= —(NVg(x,), Уж) +40720), Р._.), 
HEAO), C3) 立即 得 (Ухо, Velid 一 0. 
根据 上 述 性 质 (3), 令 k= s 可 推出 Vgl) = 0， 即 x; 是 二 次 泛 函 69 的 航 小 
и: "ВЯ ЕРЕСИ. 
` PE РАВ ЖК 0-21, 
(P.,Va(x,)) = (Р., Vg(xnd) + АР.) 
2. = (Р,, Vg(x,-)) 
A. s. ея Pa СӘ) ` 
| o = Eed Ye 十 (P. Veale) 
им “ом. 
| в, = (Р, vec) — _ C—S¿z(x,) + ВР, Vg(x,)) 
(Pris Zgan) (—Vg(x,-) + В.Р У), 
(Vz(x,), УЕ(х,)) 
| (Ve(x,-2, УЕ.) f 
这 就 得 到 了 一 个 完整 的 基 代 程序 由 公式 (2.10- -22) 确 定 的 程序 比 式 | с: 10-13) 简 使 , 它 只 
яз. СОГ) ЮВ Ві FEARR A 02.10-22) ЙАА, = 
: сей ТУМАН, IRASAIT, FIRI, BAAR, 


(2.10-22) 
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第 三 章 输入 .输出 和 传递 函数 


在 前 一 章 里 我 们 已 经 看 到 ,在 用 拉 氏 变换 法 处 理 问 题 的 时 候 , 常 系数 线性 系统 (2.2-1) 
ПАНЕЛЬ ро 有 着 本 质 的 关联 DG) 是 由 方程 (2.2-6) 规 定 的 而且 它 的 系 
教 也 就 是 微分 方程 的 系数 。 不 仅 如 此 ,就 是 在 一 般 的 情形 里 , 如 果 yG) 的 初始 值 和 各 个 
初始 导数 值 都 等 于 零 , 那么 , 系统 的 运动 状态 也 是 由 两 个 多 项 式 的 比值 NC)/DG) 所 完 
全 确定 的 。 我 们 是 用 FC) 表示 这 个 比值 的 。 如 果 驱 动 函数 的 拉 氏 变换 是 XC) MER 
的 拉 氏 变换 是 Yi? 的话, 方程 (2.3-4) 就 给 出 

‚ УК) = FG)XG)2. и 2 (3.0-1) 

可 以 把 这 个 方程 看 作 是 一 个 算 于 方程: XG) 受到 算 子 FCs) 的 作用 之 居 就 变 成 УК), 
REH, РС) 把 XG) 转变 为 . Yi(sj。 因 此 我 们 就 把 函数 FO) 称 为 系统 的 传递 函数 。 
a) 和 它 的 拉 氏 变换 ХО) 都 称 为 系统 的 输入 ，ys(#) 和 它 的 拉 氏 变换 YC) 都 称 为 系 
统 的 输出 、 为 了 特别 表明 ус) 内 是 系统 的 特 解 而 不 是 由 于 初始 条 件 而 产生 的 补充 函数 ， 
我 们 把 yi(:) 称 为 由 于 输入 而 产生 的 输出 ,把 yz) 称 为 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 . 

拉 氏 变换 的 优点 就 在 于 把 解 微分 方程 的 问题 简化 为 代数 的 运算 从 YC) ЗЕ yC) 
的 这 个 步骤 实际 上 是 很 少 需要 的 .理由 是 这 样 的 既然 系统 的 运动 状态 yGO 可 以 由 
YG) 完全 确定 ,那么 , 也 就 可 能 把 对 y (0) 所 提出 的 技术 要 求 “翻译 "成 对 YC) 所 提出 的 
某 些 要 求 ,或 者 说 ,如 果 已 经 给 定 了 输入 的 特 狂 ; 那么 , 7) 所 提出 的 要 求 * 也 就 可 以 
变 为 对 传递 函数 Cs) 所 提出 的 某 些 要求 ， 例 如 : 如 果 要 求 系统 式 (2.2-1) 是 稳定 系统 的 
话 ,我 们 并 不 需要 先 把 式 《2.2-8) 中 的 No(s)/DCs) 一 Ys) 变 回 方程 (2.3-2), 然 后 再 要 求 
уге) 随 着 时 间 的 增 大 而 趋 于 消失 ,实际 上 ,我 们 只 要 要 求 传递 函数 1/00) 的 极点 都 位 于 
: 平面 的 左 半 部 也 就 足够 了 ， 这 种 作法 显然 可 以 减少 许多 计算 手续 。 

根据 传递 函数 来 研究 或 者 设计 一 个 线性 系统 是 伺服 系统 工程 中 的 最 简单 的 基本 方 
革 。 在 这 一 章 里 ,我 们 将 要 用 一 系列 的 实例 来 说 明 这 个 方法 . 


1 -一 阶 系 统 


作为 第 一 个 例子 ， 我 们 来 研究 一 个 悬 璧 弹簧 (图 3.1-1)， 弹 簧 的 一 个 端点 连接 在 一 个 
阻尼 器 上 ， 另 外 一 端点 可 以 在 一 根 直 杆 上 作 
滑动 运动 。 阻 尼 器 上 的 那 一 个 端点 的 位 置 用 
yG) 来 表示 ,滑动 端点 的 位 置 用 rO XE 
ж. 由 于 有 阻尼 器 的 缘故 ，y(z) 就 不 会 和 
xi 相等 ，y(z) 的 运动 落后 于 x (:)。 如果 
我 们 让 滑动 端点 按照 规定 好 了 的 规律 <) 
运动 ,这 里 的 问题 就 是 要 研究 yG) 的 情况 ， 
r (z) 就 是 系统 的 输入 (控制 量 )，y (#:) ÆR 


31 一 阶 系统 65 


统 的 输出 ( 受 榨 量 ). 
设 系统 的 弹簧 常数 是 +*， 阻 尼 器 的 阻尼 系数 (也 就 是 阻力 与 速度 的 比值 ) 是 <。 如果 
再 假定 运动 的 加 速度 相当 小 ， 以 至 于 惯性 力 可 以 忽略 掉 . 由 力 的 平衡 条 件 就 可 以 得 到 
系统 的 运动 方程 : 
1 + k(y — х) = 0, 


с 与 和 的 比值 ¿/k 的 量 网 是 时 间 。 这 个 数量 是 系统 的 一 个 特性 时 间 ( 或 特征 时 间 ), 我 们 
把 这 个 比值 


т, = £ (3.1-1) 
称 为 系统 的 时 间 常 数 ， 
运动 方程 可 以 改写 为 
dy = 2 
T, J: + y == x, (3.1-2) 
初始 条 件 是 f " | 
- y(0) = y. | (3.1-3) 


用 с" 乘 方程 (3.1-2) 的 两 端 ,然后 再 从 : = 0 到 z = co 积分 . 我 们 就 得 到 作 过 拉 氏 变 
换 的 方程 | иН 
(тк + ИУС) = XG) + туо. 


于 是 
1 Ү(%) = #0- + т. | | (3.1-4) 
因此 ,由 于 输入 而 产生 的 输出 就 是 
| ү) = = 0), | (3.1-5) 
而 由 于 初始 条 件 产生 的 输出 就 是 o | 
У. (+) = — г. (3.1-6) 
系统 的 传递 函数 FO) 就 是 
=. | (3.1-7) 


方程 (3.1-5) 可 以 用 图 形 表示 出 来 ， 就 像 图 3.1-2 所 夯 的 那样。 这 样 一 个 简单 的 形象 化 的 
表示 法 很 能 帮助 我 们 想象 或 分 析 系统 的 和 情况。 通常 把 这 样 的 表示 法 称 为 方块 图 ， 


3.1-2 图 3.1-3 
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下 面 我 们 研究 几 种 特殊 输入 情况 下 的 输出 УФ. 
首先 ,考虑 输入 a) 是 单位 阶 跃 函数 10 的 情形 (参看 区 3. 1-3) 


0) = 19 = (9 t0, . 


1, : > 0, 
这 时 | | 
X(s) = | 102) ewig = (ezar == +, 
而 且 | 
1 1_ _— 1 _ 
YG) = г D +0) 
因此 ,根据 我 们 的 “字典 ”( 表 2.1-17。 由 于 输入 而 产 
no) 生 的 输出 就 是 | 
(в) = 1 — en, ` (3.1-8) 
根据 方程 (3.1-6) 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 就 是 
А уб) = y en, (3.1-9) 
$ 


图 3.1-4 表示 了 输出 的 特征 。 由 初始 条 件 产生 
的 输出 yG) 是 一 个 单纯 的 误 减 函数 ,这 个 衰减 函 
ОЕА 数 的 时 间 常 数 就 是 r СРЕ 3.1-4b)。 由 输入 产生 的 

输出 六 (Ce 按照 指数 律 趋 近 于 水 平 渐 近 线 , 时 间 常 
数 也 是 г. 事实 上 , 当 г = и 的 时 候 ， 输 出 y, (0) 


(г) 


的 数值 就 达到 了 最 后 断 近 值 的 63%. 
0 (b) : 我 们 把 输入 + CD 与 输出 y, G) ВОЗЕ (0) = 
图 3.1-4 хб) — y, G) 称 为 偏差 信号 , 在 现在 所 考虑 的 情形 
= ! 
e (2) = х (2) — y, (2) = n, 20681-10) 


所 以 , 当 :一 оо 时 ,偏差 信号 趋 于 零 ， 
现在 ， 考虑 另外 一 种 输入 的 情形 . -假定 输入 是 正 纺 式 的 ， 或 者 ,更 具体 为 
х(2) = tme, 


式 中 x, АКВ, о ХДЖ, 
Х(5) == 


(3.1511) 
+— ša ° 


由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 Ys) 和 前 一 种 情形 一 样 ， вао. 1-6) 或 方程 (3. 1-9). 
由 于 输入 而 产生 的 输出 就 是 


7 мани“ 1 + зоту s+ (l/r) s— io 


因此 ,根据 我 们 的 “ 字 颈 ”( 表 2. 记 1); 输 出 y) 就 是 


y; (с) 一 —— Хт е1 + — ем, 
1+ ОТ: 1 + Д 


这 个 表示 式 中 的 第 一 项 是 一 个 单纯 的 衰减 函数 。 第 二 项 表示 稳 态 输出 (УСО). 因而 就 
有 L 


_ 3-2 — _ 7 


DOl — FG). 

f z (+) 1 7 iwT, : 

这 个 关系 和 我 们 在 方程 (2. S-N DEARA LEE. 由 于 
ri, 1-12 
f f В 1 +. от, м1 十 ez G | ) 
稳 态 输出 就 可 以 表示 为 | 
0 ае пеат, 
y Из + оті" | 


ян, ал ут + тв .而且 输 出 的 相 角 比 和 
人 的 相 角 落后 的 数量 是 tan "ori, т ЛАО ЯЕ о Ш, от, < т, 因而 aior = 
ori， 这 时 о С. | | 

[yG хе, ra Ф . : (3:1—13) 


这 也 就 是 说 ;振幅 没有 改变 ,但 是 有 一 个 时 请 (时 间 上 狗 落 后 ), 这 个 时 灌 也 就 等 于 传递 函 
数 的 时 间 常 数 т, ЛАЙК о НШ, по > 1, рїї aione =, -一 上 -= 
2° + оті 
-上 ， 这 时 就 有 
OT: 
[yl 22е аА тш >. | (31-14) 


хый. a 振幅 被 减少 到 i/or Ë, НОЕ „р. НЫ EBE 
К ИВ НИНЕ ЗЕЕ 3.1-5 h | | | 


[yC] 


zT KI 
-低频 情况 
(а) 


я 3.1-5 
| 3.2 ГРЕЧ 
传递 函数 РС) 是 复 变 数 ， 的 函数 ， 因 为 在 普通 的 情形 下 ， 它 是 隐 个 :的 多 项 式 的 


68 第 = 章 输入 .输出 和 传递 函数 


比值 ， 所 以 函数 F(s) 除了 一 个 常数 因数 之 外 可 以 由 它 的 零点 和 极点 所 确定 .如 果 对 于 某 
一 个 特别 的 $ 值 FG) 的 值 是 已 知 的 话 , 也 就 可 以 把 常数 因数 确定 下 来 ,这 时 函数 РО 
完全 确定 了 .这 里 ,最 方便 的 就 是 孝感 * 在 原点 的 值 * 一 0, 因为 (0) 有 具体 的 物理 意义 : 
1Е(0)| = K (3.2-1) 
是 系统 的 放大 系数 ， 也 就 是 系统 在 常数 输入 的 情况 下 输出 的 稳 态 值 与 输入 的 比值 .又 因 
为 对 于 大 多 数 的 实际 情形 ，F (0) 常常 是 正 数 ,因而 F(0) = 天， 所 以 ,传递 函数 Fs) 就 
可 以 由 零点 、 极 点 和 放大 系数 唯一 地 确定 。 这 也 就 是 传递 函数 的 一 种 可 能 的 表示 方法 . 
举例 来 说 ， 我 们 可 以 这 样 来 表示 方程 C3.1~7) 所 给 的 传递 函数 ， 它 的 放大 系数 是 1; 在 
一 1/rt 有 一 个 单 极点 ;没有 零点 . 
根据 复 变 数 函数 论 的 结果 ,如 果 在 ç 平面 的 虚 轴 上 ，F (5 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 都 
已 经 完全 给 定 的 话 ， 那 么 ， 用 解析 开拓 的 方法 所 就 可 以 把 * 平面 上 其 他 部 分 的 FO 值 
也 确定 下 来 。 因 此 ,我 们 也 可 以 用 复 函 数 F (io) (о 是 实数 ， 一 oo < o < +оо) 来 代表 
函数 FCs)。 这 就 是 传递 函数 的 另外 一 种 表示 方法 ， 对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ,，F(s) 一 
N(s)/D(s) 的 分 子 多 项 式 NC(s》 和 分 母 多 项 式 DO) 的 系数 都 是 实数 ,所 以 , 如果 我 们 用 
F 328 F ËJ ЖЕ, E 
F(—iw) = F Go). (3.2-2) 
因此 ,对 于 实际 的 物理 系统 ,只 要 知道 o> 0 № F(io) 值 ,就 可 以 知道 o <0 的 F (o) 
值 ,从 而 也 就 可 以 定 出 对 于 任意 s ВОР С) 的 值 . 从 方程 (2.3-7) 我 们 已 经 知 。 АЖЕ Go) 
是 频率 w 的 稳 态 输出 与 正 纺 输 入 之 比 , F (io)( 一 oo <o < 十 co) RERA AREE, 
例如 ,方程 (3.1-127 就 是 简单 的 一 阶 系统 (3.1-2) 的 频率 特性 
伯 德 〈Bode) 创造 了 一 种 表示 频率 特性 的 方法 ,这 种 方法 就 称 为 伯 德 图 ， 假 定 复数 
FE(iw) 的 绝对 信 是 М, вя 0 (M жа HARME о НУ), 也 就 是 说 
F (10) = Мей; (3.2-3) 
把 log o 取 作 自 变数 ,然后 再 把 因 变数 log M 和 6 对 logi 的 函数 关系 画 在 两 张 图 上 ,这 
样 得 出 的 图 就 是 伯 德 图 ，(log M 对 log o 的 函数 关系 通常 称 为 系统 的 对 数 幅 频 特性 。 而 
6 对 log о 的 函数 关系 称 为 系统 的 对 数 相 频 特性 )， 至 于 为 什么 在 这 里 M 取 了 对 数 尺度 而 
6 并 不 取 对 数 尺度 ,这 个 道理 可 以 在 以 后 的 讨论 中 看 出 来 . 以 方程 (3.1-12) 所 表示 的 简 音 
系统 为 例 ， | | , 
1 
Мун ЕР 
Ө == —tan”lori 一 Чай “и,  G(3.2-4) 
其 中 ¿= от, НЕВЕ. ХАННА: 3.2-1, 频率 特性 在 低频 率 和 
高 频率 时 的 情况 已 经 用 方程 (3.1-13) 和 (3.1-14) 表示 出 来 了 . 当 и 一 % kf, log M 对 
logu 的 图 线 的 斜率 是 —1, 对 于 很 小 的 “ 值 来 说 , 斜率 差不多 是 0. 因此 , 一 个 一 阶 系统 
的 М-и 图 可 以 用 两 条 直线 来 近似 地 代替 ， 这 两 条 直线 就 是 图 3.2~1 中 的 虚 折 线 ， 这 条 
虚 折线 称 为 渐 近 对 数 幅 频 特 性 或 者 梯形 对 数 幅 频 特 狂 2.22. 
在 声学 和 电学 的 文献 里 ,为 了 把 据 术 的 度 亿 单位 化 为 分 贝 (decibel， 简 写 为 Ф), Ж 
改 用 20 log М 作为 М-и 医 中 的 因 变 数 。 频 率 增加 一 倍 就 称 为 一 个 倍 频 程 〈octave， 简 写 


зз ”一 阶 系统 的 一 些 例子 | _ 69 


20 log M 


Мег? = —— 
1+ 5 


图 3.2-1 

为 ос). 因此 ,图 3.2-1 中 的 斜率 用 分 由 和 倍 频 程 作 单位 ,就 是 一 201og 2 = 一 6.02 分 由 
倍 频 程 db/oct)。 或 者 用 旬 频 程 表示 ， 就 是 20log 10 = 20 分 贝 / 旬 频 程 . 在 实际 计算 工 
作 中 , 用 后 面 这 一 单位 做 斜率 比较 方便 .在 图 3:2-1 中 我 们 还 看 到 这 样 一 个 事实 ; 近似 于 
20108 M 的 虚线 在 ú= 1 点 ,也 就 是 o= 1/r 处 通过 0 值 。 因 此 , 我 们 就 可 以 用 实验 方 
法 测量 一 个 一 阶 系统 的 频率 特性 ， 把 测量 的 结果 按照 上 述 的 方式 画 成 伯 德 图 。 只 要 记 下 
伯 德 图 上 201og M 的 近似 直线 穿 过 横 轴 时 的 角 频 率 o, 就 可 以 简单 地 估计 出 系统 的 时 间 
常数 ， T, == 1/0,. 

另外 一 个 表示 频率 特性 的 方法 
ЗЕЕ (Nyquist): 所 创始 的 , 称 
为 媳 氏 图 .这 种 方法 是 把 复数 Fo) 
或 1/F Go) НЗ F EHER 1/F 
平面 上 去 ， 曲 线 的 参数 就 是 角 频 率 
о. 函数 1/F 有 时 候 称 为 反 幅 相 特 
H. ЕЩЕ ЕЮ F (Go) 就 称 为 КЕ К 
幅 相 特性 。 对 于 一 个 简单 的 一 阶 系 BÍ 3.2-2 . 
统 来 说 ，F (0) = 1/0 + ior) 的 图 线 是 一 个 半圆 ,在 -w = 0 时 , 图 线 从 1 点 出 发 ; 在 
or == и = 1 时 ,图 线 通过 1/(1 十 让 一 (1/2)(1 一 让 点; 当 wm 一 00 时 ,图 线 趋向 于 原 
д, 并 且 以 原 站 为 终点 。 在 这 种 情形 里 ，1/F 图 线 比 图 线 还 要 简单 得 多 : 1/F 一 1 十 
ior., ВД; 在 1/F 平面 上 ， 这 条 图 线 就 是 从 1 点 出 发 的 一 条 与 昌 久 平行 的 直线 图 
3.2-2 就 是 一 阶 系统 的 两 种 力 氏 图 ` 
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在 一 个 复合 系统 里 ， 常 常 有 很 多 元 件 可 以 用 一 阶 的 传递 函数 来 近似 地 表示 .在 这 一 
节 里 ， 我 们 将 要 简略 地 讨论 这 类 元 件 的 几 个 例子 。 并 且 把 它 尼 们 特有 的 频率 特性 用 伯 管 图 
或 力 氏 图 表示 出 来 . 

(1) 积分 元 件 : 一 个 电动 机 的 转速 4/4: залак, 成 比例 ， 如 果 不 考 虑 过 渡 过 
程 ,用 微分 方程 来 表示 就 是 
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— r a 


ri = Ко, . (3.3-1) 


其 中 天 是 与 所 采用 的 度量 单位 有 关 的 常数 . 电动 机 的 转子 的 角 位 置 由 与 下 列 积分 成 比例 ， 


Í vdi. 


这 个 关系 可 以 用 方块 图 3.3- 1 表示 出 来 ， 假设 V(O 
一 一 和 OC) 分 别 是 “和 中 的 拉 氏 变换 。 这 个 系统 的 

图 534 ”传递 函数 FG) = K/s 是 函数 Иа м. 
x — co 时 的 极限 情形 , CERA. s = 0 有 一 个 极点 为 了 把 这 里 的 KK 还 看 作 系 统 的 放 
大 系数 ,我 们 就 必须 把 以 前 规定 的 放大 系数 的 定义 修改 一 下 ,以 前 的 那 一 个 定义 适用 于 原 


$G) 


-点 不 是 传递 函数 的 零点 或 极点 的 情形 。 对 于 一 个 积分 系统 ， 即 对 传递 函数 F(s) 在 原点 
s=0 有 一 个 单 极点 的 系统 来 说 ， BAREK MEDEA 


= lim LEC) j. : | I . (3.3-2) 
素 统 式 (3.3-1) 的 频率 特性 是 | В 


к (К\н 
. | ray = (E) G/D 
Hts RH C:2-3) .. 
. ' . | M 一 一 ， 8 一 一 本 . | . | f (3.3-3) 
图 3.3- 2 就 是 伯 氏 图 ,这 里 斜率 仍然 是 一 20 分 贝 / 旬 频 程 . 图 3.3-3 ERA. 


‚та: EEIE и а быт 
RER 


= 20 log М 


Flo) =e Ме о 
to Ч И) 


3.3-2 


图 3.3-3 
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式 中 天 是 比例 常数 。 这 个 情形 和 前 面 讨论 的 电动 机 的 情形 恰好 相反 。 传递 函数 FC) = = 
Ks 在 原点 有 一 个 零点 ， 因 此 ,对 于 一 个 微分 索 统 , 即 对 传递 函数 РС) 在 原点 :一 0 有 
一 个 单 零点 的 系统 来 说 ,放大 系数 的 定义 应 该 改 为 

K = um |Z EG, 


8 3 3-4 是 这 个 系统 的 方 所 图 ,图 33_5 ВСН K=1), 图 3.3-6 是 乃 氏 图 ， 极 
易 检验 , 伯 德 图 内 斜 线 的 斜率 是 20 分贝/ 旬 频 程 。 。 


(3:3-4) 


п i 


} 
+ 
20 log M. 


log o 
FGo)y == Kw = Mei? 
图 3.3-5 


(3) 简单 的 相 角 落后 电路 ;考虑 图 3.3-7 的 包含 电阻 R 和 电容 C 的 电路 。w Жи, 4 
别 是 输入 电压 和 输出 电压 假设 j=j) 是 洲 入 电阻 上 和 电容 c 的 电流 ,如 果 在 = 0 
的 时 候 ,电容 Cc 上 没有 电荷 那么 _ | 


Е + 


f jO de= их 


о 
上 


| iG) di = va 


1 
с 
1 
с 


Е(0) = Kiw 
3.3-6 | ^ . 图 3.37 
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先 用 e 乘 这 两 个 方程 , 然后 再 从 上 一 0 到 上 一 oo 积分 ,就 得 到 这 两 个 方程 的 拉 氏 变 
换 ， . 
1 = 
(R+ =) JG) = VCs), 
1 4. 
| | <: Г: ($). 

НА | : 
Vs) = = 1 . ` раа 
и) текс А (3-3-5) 
从 方程 C3.3-5) 可 以 看 出 ， 这 个 电阻 电容 电路 的 传递 水 数 和 有 阻尼 器 的 悬 营 弹 移 的 传 着 函 
数 式 (3.1-7) 是 相同 的 ， 这 个 电路 系统 的 时 间 常 数 就 是 т, = КС. 这 个 系统 的 伯 德 图 和 力 

氏 图 就 是 图 3.2-1 和 图 3.2-2. 这 个 电路 常常 用 来 产生 系统 的 相 角 落后 . 

可 以 在 这 里 附带 提 一 下 : 虽然 上 述 的 悬 蔷 弹簧 系 统 和 这 一 个 电路 系统 的 动态 特性 是 
相同 的 ， 但 是 我 们 知道 : 在 实际 工程 中 改变 和 调整 
那个 系统 的 参数 c 和 《往往 是 比较 困难 的 ， 而 且 < 
和 的 可 能 的 变动 范围 也 很 有 限 ， 可 是 在 这 个 电路 
里 改变 和 调整 KR 和 Cc 的 数值 就 比较 容易 。 而 已 R 和 
C 的 变动 范围 也 可 以 很 大 . 从 这 个 具体 例子 就 可 以 

! ыы SUR Ais 
图 3.3-8 O _} 方便 得 多 ， пев тетт 


Rih 


Са) а H 3.3-8 表示 一 个 较 复杂 的 电路 . 这 个 电路 的 方程 是 
j= ph +, ` 


| СЫ) 060942, . 


以 及 


n = Rij + Ки» 
v, = Rij. 
相应 的 拉 氏 变换 后 的 方程 就 是 .， .， 
J = J + Љу 
в, = -1 J» 
С; | 
以 及 . 
т, = ЕЛ + RJ, 
因此 с | | : 
` YV) _: _ R, 4 R,R,Cs 
ОУ -PC (R. + R.) + R.R,C: ° 
放大 系数 就 是 。 i : 
к= ian _ `` (3.3-6) 
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K 当然 小 于 1， 如 果 我 们 引进 符号 os 
R. + R, 


o 一 一 -一 一 一 2， (3.3-7) 
RIR,C 
那么 ,传递 函数 就 可 以 改写 成 
=, 1 С/ ғо) _ 
Е (5) T+ Ge) ` (3.3-8) 
因此 ,传递 函数 在 一 ro 有 一 个 零点 ;在 一 ol 有 一 个 极点 ， 
频率 特性 就 是 | 
F Go) = ti | (3.3-9) 
w, 十 10 
如 果 我 们 引进 无 量 纲 频率 
= lm _ 
и "a (3.3-10) 
那么 
1 + (7) = tan. ал r u - 
M =V r amsa ， = > tan (М r u). (3.3-11) 
于 是 有 


— . Jl + их): 
og M (u) ору r og RYE 


= log / — bg Cr 
sv r DA 


olu) = в( 1). 


因此 ， зов 3.3-9 所 表示 的 那样 * 伯 德 图 的 图 线 对 了 # 1 《也 就 是 logu 一 0) 有 着 对 


-ıl у 一 三 一 2aorV ,| (3.3-12) 


Ө ах = tan 
А 


Ak, 4 Е САЗАН) АНИЯ УНИНЯН ВІ. ЕЗЕК өн, 
= 1; 对 于 非常 小 的 。 值 ，M = r. 在 零点 附近 曲线 的 斜率 接近 20 分 贝 / 旬 频 程 ， 而 


20 log M 


log u log м 
s = ro, + iw u= 1. __ 
Ебь) | a + io И м r © 


图 3.3-9 
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Eu 很 小 和 很 大 时 伸 率 为 夫 
《5》 频 带 的 相 角 迟 后 电路 : 图 3.3-10 所 表示 的 电阻 电容 电路 的 传递 函数 是 


图 3.3-10 


ZOR ==, 1 + RCs 
VCs) в) = 1 + (R, + ВС; 
所 以 ,这 个 系统 的 放大 系数 是 1。 如 果 我 们 引进 这 样 定义 的 两 个 参数 o, 和 r: 
_ _1 „=È - 
А “т? RER? (3.313) 
那么 ,传递 函数 就 可 以 改写 成 
„1+ б/т). _ 
Е ($) F Goy l (3.3 14) 
把 这 个 方程 和 相 角 超前 电路 的 方程 (3.3-8) 加 以 比较 , 我 们 就 可 以 看 到 这 两 个 电路 的 
传递 函数 (除了 一 个 常数 的 因数 之 外 ) 是 互 为 倒数 的 。 其 实 ， 目前 这 个 电路 的 频率 特性 也 
可 以 写成 : | 


ЕСішу = L И — _ 1 + М ru , 
у 1+ Ко’) 1+ aN r Ju 


Hp u 是 无 量 纲 频率 


w 


E 


.(3.3-15) 

因此 i 
(1/r) + u -i иу _ 

M ^ +. TE, -0 = тав с/т и) - - tan? i (3.3-16) 

图 3.3-41 就 是 这 个 系统 的 伯 德 图 . ИННА bei # + 上 附近 的 一 个 频率 上 有 
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着 显著 的 相 角 落后 。 极 大 的 相 角 落后 发 生 在 ú= 1 点 ,也 就 是 频率 o 一 re 的 时 候 ， 
它 的 大 小 也 还 是 方程 (3.3-12) 所 给 的 bs。 曲 线 在 零点 附近 斜率 为 一 20 分 贝 / 旬 频 程 ， 
在 u 很 大 或 很 小 时 斜率 为 零 

(6) 简化 的 飞机 的 横 滚 运动 : 假设 飞机 对 于 纵 轴 的 转动 惯量 是 7。 ЕЖУ, L, 
是 关于 深 动 的 空气 动力 阻尼 系数 ,5 ЕН, kë 是 由 于 副 惨 偏转 而 引起 的 力 偶 
ÉE. 滚动 角 由 的 微分 方程 就 是 


12$ т, 4% ZE = ko, 
д2 


设 р = 2ф/4ғ АНИ 
I 22. + Lop = kë, 
$ 


如 果 г = 0 时 的 滚动 速度 是 0, 那么 , 拉 氏 变换 后 的 方程 就 是 
(Ts + LPC) = ҚАС), 
因此 ,传递 函数 ЕС) 就 是 
TO =F Fs) = 7 + L, `T (3.3-17) 
正如 方程 (3.3-17) 所 示 ， 这 个 莱 统 的 运动 状态 和 具有 阻 记 器 的 悬 曾 弹 筑 以 及 简单 的 
相 角 落后 电路 的 运动 状态 是 相似 的 ， 在 这 里 ， 时 间 常 数 + 是 1/ 工 ,， 如 果 阻 尼 系 数 L, 
非常 小 ,时 间 常 数 zt 就 接近 于 оо, 系统 的 运动 状态 就 和 简单 的 积分 元 件 的 情况 一 样 了 . 


3.4 二 阶 系 统 


我 们 再 回 到 具有 阻尼 器 的 悬 警 弹 得 的 情形 (图 3.1-1). 不 过 ,现在 我 们 在 阻尼 器 这 一 
端 加 上 一 个 质量 т. .这 个 质量 引起 一 个 惯性 力 xd?y/dr， 因 而 运动 方程 就 变 为 


т. с AL tky = kes 


"а dr 
假定 初始 条 件 是 
»C0) = уо; 
dy = 1 _ 
(#) y, (3.4-1) 
引进 下 列 两 个 参数 以 后 ,就 可 以 把 微分 方程 改写 为 更 方便 的 形式 ， 
o 一 К, 


(3.4-2) 


оо HEA ЕН ЖЕЛЕ КУН И Е АО АЕ, 5 就 是 实际 的 阻尼 和 临界 阻尼 的 
比值 . 这 一 无 量 岗 的 参数 的 物理 意义 在 以 下 的 讨论 中 可 以 说 明 得 更 加 清楚 .这 样 一 来 、 
运动 方程 就 变 成 


фу dy = 
da + 26% 一 一 + + «у = wx. (3.4-3) 
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方程 (3.4-3) 连 同 它 的 初始 条 件 (3.4-1) 用 拉 氏 变换 的 方式 就 可 以 表示 为 下 列 的 方程 : 
CP + 2gs + OYC) = XG) + у + Gs + 260). 


由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 就 是 
. Ү.С) # + 265 + ої ` (3.4 4) 
而 传递 函数 就 是 
„бә 1 _ _ 
FG) XCs) (s/wo) + 25 / в) + 1 А (3.4-5) 


因此 ,系统 的 放大 系数 К = 1, 而 且 传递 函数 没有 零点 。 但 是 它 有 两 个 单 极点 п. 在 
">11 BF, + 和 $s; 就 是 

АТ 

с, 


г >L (3.4-6) 
时 一 下 一 V 0—1, 
当 阻 尼 器 的 阻尼 系数 с 比 临 界 阻尼 2V mk 小 的 时 候 ,4 的 数值 就 会 比 1 小， 在 那 种 情况 
下 ,和 极点” 与 总 是 复 共 统 的 ,它们 的 实数 部 分 和 庶 数 部 分 分 别 是 六 和 >: 

s/o = —¿ + мМ Ë = (4 + їр) оо == ей, e < 1, (34-7) 

ва = 一 一 iy 1 — [2 = Q, — iv) ое = er, i 
因为 s/o 和 s/w。 的 绝对 值 都 是 1, 所 以 可 以 写成 с 的 形式 ， 如 果 阻尼 系数 c 是 正 
的 , 4 就 是 一 个 负数 . | 

由 方程 (3.4-4) 很 容易 就 可 以 确定 由 于 初始 条 件 而 产生 的 输出 y.《z)。 对 于 过 1 的 

情形 ,传递 函数 的 极点 是 由 方程 (3.4-7) 所 确定 的 ,我 们 就 有 


(D — 
у“) = D- ¿Me sint + yoe” cost + 4 Уве?" sin yt. (3.4-8) 
v v 


既然 4 是 一 个 负数 ,输出 y.(:) 就 是 误 减 的 ,不 过 它 是 一 个 衰减 的 正弦 式 的 函数 ,也 就 是 
说 它 是 一 个 衰减 的 振荡 ， 但 是 ,对 于 D D> 1 的 情形 来 说 ,输出 у. (0) Леа о 
减 ,因此 ,如 果 阻 尼 系 数 c 大 于 临界 阻尼 W mk 的 话 ,输出 у.) 就 没有 振荡 ,这 就 是 临 
界 阻 尼 的 物理 意义 ， | 
现在 , 我 们 假定 输入 10) 是 图 3.1-3 所 表示 的 单位 阶 路 函数 10). 这 时 ХС) = 
1/:, HF & 之 1 的 情形 ， 
CH 
VOT Te Dr 


因此 ,由 于 输入 而 产生 的 输出 y G) 就 是 


у“) = 1 — С + (2) 5 „| ей, (3.4-9) 
对 于 总 > 1 的 情形 ,输出 y,(z) 就 不 是 振荡 的 ,并 且 由 下 式 表示 : 
y,G) 一 1 一 -~ › (3.4-10) 
Z= У 


其 中 的 s 和 + 是 由 方程 (3.4-6) 所 给 定 的 . 在 图 3.4-1 фі, 对 于 若干 不 同 的 阻尼 比值 “， 
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画 出 了 输出 y, (O 的 运动 状态 .可 以 
看 出 来 ,如 果 希 望 输出 y (O 最 快 地 
接近 于 稳 态 值 , 的 值 就 不 应 该 太 大 。 
ча, АЯ УЕ, исх 
小 ;就 会 发 生 持续 较 久 的 振荡 ,而 且 超 
过 稳 态 值 的 超 亩 量 也 会 变 得 相当 大 . 
因此 ， 在 实际 工程 问题 中 就 要 有 一 个 
折衷 的 办 法 ,在 普通 的 工程 实践 里 ,总 
是 把 上 的 值 取 在 0.4 和 1 之 间 ， 

如 果 输 入 是 一 个 正 纺 式 的 振荡 ， O 
和 方程 (3.1-11) 所 表示 的 一 样 , 振幅 9 2 4 ТИЕ" 


Ж х. НЖЖЯ о, ЖА, 3.4-1 
2 

У 5) = Xm ЕС == Хп — oo 

GQ) 5 一 iw < s— iw s + 2605 + од 


因此 ,在 2 <1 的 情形 里 ,输出 у; (z) 
就 是 
у: (z) = х„Е Cioe 


2 
Xm (00 гаи 
2iv à + iv — o) 
Xm ci 


е7») 


20 log М 


2 а (р — 00) 
(3.4-11) 
这 里 的 1 和? 是 由 方程 《3.4-7) 所 给 
定 的 。 既 然 对 于 正 的 阻尼 , 4 是 负数 ， 
所 以 , 稳 态 的 输出 也 还 是 方程 (3.4-11) 
的 第 一 项 。 这 个 事实 和 我 们 的 普遍 性 
的 结果 一 一 方程 (2.3-7) 是 相符 合 的 . 
| 根据 方程 (3.4-5), 这 个 二 阶 系统 
的 频率 特性 就 是 
Е Go) = Ме? 


— — 1 
П — Co/o22] + 215 Co) 
де 


M = — 1 ~ 
МИ-— Соо [2 


= 26 / в _ _ 
ne = есь (84-12) 
(5) 这 个 系统 的 伯 德 图 就 是 图 3.4-2，M 


图 3.4-2 的 极 大 值 发 生 在 w/w = 1 附近 ,这 时 
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= 去, 而 8 之 一 4/2， 当 w/w 一 00 H, 0->- я, W M = 1/Gofoo2, 也 可 以 说 


log М 之 一 2 log 《w/ww). 用 声学 工程 师 的 术语 来 说 也 就 是 : 对 于 高 频率 ,斜率 为 一 4042/ 十 
ЕЖЕ. 
图 3.4-3 就 是 这 个 二 阶 系统 的 万 氏 图 ， 


图 3.4-3 


其 他 的 物理 系统 往 往 也 可 以 近似 地 看 作 是 二 阶 系统 ， 波 压 伺 服 马达 就 是 一 个 例子 . 
第 3.3 节 里 讨论 过 的 过 转 测速 计 的 更 近似 于 实际 运动 状态 的 传递 函数 就 是 


= Ks 

PO ту F Ga) + 1° 
应 该 把 这 个 更 精确 的 传递 函数 和 那个 在 图 3.3-4 中 所 表示 的 传递 函数 比较 一 下 。 加 速度 
计 的 传递 函数 就 是 


о СНА 
EO S Сау дог 


如 果 把 一 个 电动 机 当 作 一 个 积分 元 件 看 待 的 话 (这 也 就 是 说 , 把 电压 v 看 作 输 入 , 把 电动 
机 转子 的 转角 中 看 作 输 出 量 ,而 不 是 把 转子 的 速度 /ax 看 作 输 出 ,更 精确 的 传递 函数 
就 是 
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= K _ 
FG) Ста + 1)? 


也 应 该 把 这 个 传递 函数 和 以 前 在 图 3.3-1 中 所 表示 的 那个 粗略 的 近似 的 传递 函数 比较 一 
F. 以 上 这 些 传递 函数 的 分 母 都 是 一 个 二 次 多 项 式 。 这 个 多 项 式 的 各 个 常数 系数 的 意义 
和 前 面 讨论 过 的 例子 里 的 系数 的 意义 是 类 似 的 . 
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在 以 前 各 节 的 讨论 里 ， 我 们 所 考虑 的 问题 的 性 质 都 是 这 样 的 ， 假 定 已 经 知道 一 个 系 
统 的 详细 的 构造 ,根据 这 些 知识 和 基本 的 物理 定律 算出 系统 的 传递 函数 F GG) 和 频率 特性 
Е (io)。 不 难看 出 ,这 种 确定 频率 特性 的 方法 是 一 种 理论 的 方法 , 它 的 结果 的 精确 度 完全 
依赖 于 我 们 对 于 系统 的 了 解 的 精确 程度 。 可 是 ,在 工程 实践 中 ,我 们 往往 对 于 系统 的 详细 
构造 知道 得 很 不 充分 ; 也 有 时 候 , 虽然 对 系统 的 详细 构造 知道 得 很 清楚 ,但 是 系统 过 于 复 
杂 , 以 至 于 使 频率 特性 的 理论 计算 作 起 来 也 过 分 繁重 。 在 这 样 一 些 情况 中 ,我 们 常常 用 实 
验方 法 来 确定 系统 的 频率 特性 。 我 们 最 容易 想到 的 方法 就 是 利用 方程 (2.3-7) 所 表示 的 
这 样 一 个 事实 : 在 频率 是 % 的 正弦 式 的 输入 下 ， 稳 态 输出 和 输入 的 比值 就 是 频率 特性 
Е Сі). 输出 的 振幅 和 输入 的 振幅 的 比值 就 是 M。 输出 和 输入 的 相 角 差 就 是 Ө. 因此 ,如 
果 用 实验 方法 来 确定 频率 特性 就 必须 在 所 需 用 的 频率 范围 之 内 ， 对 于 若干 特殊 的 频率 值 
о 测量 振幅 比值 和 相 角 差 。 事实 上 , 确实 也 曾经 把 这 个 方法 用 到 某 些 系统 上 去 过 , 例如 ， 
比较 简单 的 油泵 系统 外 和 相当 复杂 的 整个 飞机 的 纵向 运动 的 系统 中。 这 个 方法 的 缺点 是 ; 
对 于 一 个 比较 宽 的 频率 范围 就 常常 需要 对 很 多 不 同 的 频率 中 的 值 作 很 多 的 测量 ， 并且 有 
时 候 也 很 难 测 量 输出 和 输入 的 相 角 差 . | 

另外 一 个 更 有 效 的 方法 就 是 : 同时 激发 起 所 有 的 频率 ， 而 不 是 对 各 个 频率 进行 个 别 
的 激发 ， 为 了 达到 这 个 目的 ， 最 好 的 办 法 就 是 用 一 个 单位 冲 量 作 输 入 。 这 时 ， 根 据 方程 
《2.3-9), 对 于 稳定 系统 来 说 ， 


+оо со 
№ (Е) = > | F Gea) el! do = 1 Í [ReF (ію) cosot — ImF (по) sinot]dæ, (3.5-1) 
т Je п 20 


其 中 Re 和 Im ДЗО Ay AE НИЯ Б. 这 个 方程 的 第 二 个 等 式 之 能 成 立 
是 由 于 有 关系 式 (3.2-2) 的 缘故 ， 方 程 (3.5-1) 表 明 , 输 入 的 单位 冲 量 均等 地 激 超 了 所 有 的 
频率 (这 也 就 是 说 ,各 个 频率 的 振幅 都 是 同一 数量 级 的 )， 当 系统 对 单位 冲 量 的 反应 (о) 
已 经 知道 的 时 候 ( 我 们 只 要 作 一 次 实验 就 可 以 测 出 (г) )， 我 们 就 可 以 用 下 列 公 式 计算 频 
Ж: | 


FCw) = r ВС) еей. (3.5-2) 


对 于 任何 一 个 固定 的 w 值 ,我 们 都 可 以 用 数值 积分 的 方法 算出 这 个 积分 ， 

然而 ,实际 上 ,一 个 理想 的 冲 量 是 很 难 真 正 作 出 来 的 。 比 较 实际 可 行 的 输入 是 矩形 的 
脉冲 和 三 角形 的 脉冲 ， 就 像 图 3.5~1 所 表示 的 那样 。 这 样 一 些 脉 冲 当 然 不 能 均等 地 激 起 
MARRE. 但 是 ,如 果 我 们 把 脉冲 的 长 度 z 取得 相当 小 的 话 , 也 就 可 以 认为 , 已 经 相当 
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理想 地 达到 了 均匀 地 激 起 所 有 频率 的 目的 ， 西 门 斯 (Seamans) 和 他 的 同事 们 就 曾经 用 这 种 
冲 量 激发 的 方法 去 确定 一 架 飞 机 的 频率 特性 "。 他 们 还 提出 一 种 根据 测量 到 的 输出 y G) 
计算 Е Со) 的 近似 方法 。 克 尔 夫 曼 〈Curtman) 和 格 第 内 尔 《Gardiner22 把 这 种 处 理 实 
验 数 据 的 方法 又 推广 到 输入 是 任意 形式 的 情形 中 去 ， 


Cr) х( г) f 


矩形 脉冲 = яй 
图 3.5-1 
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在 第 3.1 节 、3.3 节 和 3.4 节 所 讨论 过 的 那些 系统 实际 上 只 不 过 是 某 些 更 复杂 的 系统 
的 个 别 环节 而 已 。 实 际 工程 中 ,稳定 装置 和 控制 装置 所 需要 的 却 常 常 是 这 种 复杂 的 系统 . 
以 飞机 的 横 滚 运动 为 例 。 通常 是 用 电流 作 控制 副 导 转动 的 信号 ， 这 个 电流 信和 号 就 是 一 个 
包含 放大 器 和 计算 装置 的 输入 ,在 这 个 组 合 里 当然 会 包含 有 某 种 电路 ,也 还 可 能 包含 一 些 
里 体 管 ， 这 个 由 放大 器 和 计算 装置 所 组 成 的 组 合 的 运动 状态 是 由 它 的 传递 函数 Е (ғ) 所 
确定 的 . 再 把 这 个 组 合 的 输出 取 作 转动 副 愤 的 液压 伺服 马达 的 输入 ， 波 压 伺服 马达 的 运 
动 状 态 是 由 传递 函数 FX:》 所 描述 的 。 最 后 ,把 伺服 马达 的 输出 ,也 就 是 副 经 的 转动 , 取 
作 那 个 代表 飞机 的 横 滚动 力 特性 的 系统 的 输入 ; 假设 飞机 的 动力 特性 用 传递 函数 FCs) 
来 表示 ; ВА, 模 滚动 力 特性 系统 的 输出 就 是 飞机 的 横 深 运动 了 ， 这 里 ,从 滚动 的 控制 信 ， 
号 到 滚动 运动 ,在 系统 的 各 个 组 合 之 间 有 着 一 系列 的 联系 ， 如 果 用 z G) 表示 控制 深 动 的 
信号 ,用 ФО) 表示 飞机 的 横 滚 角 的 话 , 那 么 ,相当 的 拉 氏 变换 的 关系 就 是 

$,G) = ЕЕ Е: (5)Х С). 

因此 ,整个 的 横 滚 控制 系统 的 传递 函数 就 是 乘积 FCs)F2Cs)F1Cs)。 从 这 个 例子 也 还 能 很 
清楚 地 看 到 这 样 一 个 事实 : 一 般 说 来 ,传递 函数 是 有 量 纲 的 ,因为 它 是 两 个 不 同 量 纲 的 物 
理 量 的 比值 .在 现在 的 这 个 例子 里 ,作为 输入 的 滚动 信号 是 一 个 电流 ,可 是 作为 输出 的 横 
滚 角 却 是 一 个 角度 ,电流 的 量 纲 和 角度 的 量 纲 当然 是 不 同 的 

一 般 说 来 ,如 果 一 个 系统 是 由 =” 个 个 别 的 组 合 串联 组 成 的 (图 3.6-1)。 并 且 假 设 这 些 
组 合 的 传递 函数 分 别 是 FC), Fas), tts FG), e Е.С), MAKARDI Ka 


| ， FG -- Е, --=—} F ls 
U Lee ky 


图 3.6-1 
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Kas ttt Kps +"*，K,， 那 么 ,整个 系统 的 传递 函数 ЕС) 就 是 
FCs) = Е (Е). PCD F „($). С3.6-1) 
3 488 5885 КАК 
K == К.К, К, ` * K,. (3.6-2) 
从 方程 (3.6-1) 很 明显 地 看 出 , 在 一 个 系统 里 传递 函数 FC(s》 的 零点 和 极点 也 就 是 各 个 个 
别 部 件 的 零点 和 极点 的 全 体 《 当 然 也 可 能 有 某 一 个 组 合 的 零点 和 另外 一 个 组 合 的 极点 互 
相抵 消 的 精 形 )、 因 此 ,如 果 再 用 方程 (3.6-2) 算 出 整个 系统 的 放大 系数 尺 , 传递 函数 FCs) 
就 完全 被 确定 了 . 
系统 的 频率 特性 是 ЕС) = Me”, шж r 个 部 件 的 频率 特性 是 M,e*r 的 话 ， 那 
么 ,根据 方程 (3.6-1) 就 有 
M ei = (Ме) (Ме) --(М,ег)- CM не») 
= (M.M, . "M, .. M „Леб бутет) 
所 以 
log М = log М, + log M, + --- 4 log M, + --- + log М, 
9= 6, + 0, +... + 8, + --- + 6,. (3.6-3) 
由 方程 (3.6-33) 就 可 以 理解 在 伯 德 图 中 为 什么 要 采用 对 数 尺度 的 理由 . 采用 了 对 数 尺度 以 
后 ,就 可 以 使 寻求 系统 特性 的 工作 大 大 地 简化 ,因为 只 要 把 各 个 组 成 部 件 的 伯 德 图 线 的 举 
标 简单 地 夫 加 起 来 就 行 了 . 
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在 这 一 节 里 ， 我 们 要 介绍 控制 技术 中 的 一 个 重要 概念 : 反馈 的 概念 。 我 们 将 要 借助 
于 最 简单 的 系统 一 一 常 系数 线性 系统 的 讨论 来 引进 这 个 概念 。 同 时 ,我 们 还 要 说 明 , 为 什 
么 采用 反馈 方法 就 能 够 使 系统 大 大 地 增加 控制 的 准确 度 ， 并 且 显 著 地 提高 对 于 控制 信号 
的 反应 速度 . 

让 我 们 以 控制 涡轮 发 电机 的 转速 问题 为 例 来 说 明 这 一 概念 的 重要 性 。 在 这 里 ， 最 重 
要 的 要 求 就 是 使 转速 非常 接近 于 额定 的 固定 数值 ， 而 不 要 发 生 较 大 的 偏差 。 对 于 这 个 问 
题 来 说 ,最 初等 的 处 理 方式 就 是 所 谓 开路 控制 的 方法 , 采用 这 种 控制 方法 的 时 候 , 我 们 就 
必须 随时 设法 使 汽 涡轮 机 所 产生 的 转 矩 、 发 电 宙 本 身 所 需要 的 转 矩 和 负载 转 矩 处 于 平衡 
状态 ,具体 地 说 ,我 们 可 以 这 样 作 : 随时 用 仪表 测量 负载 的 数值 ， 并 且 随 时 根据 测量 的 结 
果 调 节 汽 涡轮 机 的 阀门 。 但 是 ,可 以 想像 到 , 这 种 平衡 的 方法 不 可 能 是 完全 精确 的 , 总 会 
存在 一 个 偏差 转 矩 x (*) 。 这 个 偏差 转 矩 的 存在 就 要 使 发 电机 的 转动 产生 加 速度 。 如 果 
我 们 用 yG) 表示 实际 转速 和 额定 转速 之 间 的 偏差 ， 用 了 表示 发 电机 的 转动 部 分 的 转动 
ЌЕ, Вс 表示 摩擦 损失 的 阻尼 系数 ， 那么 ,微分 方程 
就 是 . XG) f 1 МӨ! 

I 9. + су = z(e). (3.7-1) 8+6 


图 3.7-1 就 是 这 个 开路 控制 系统 的 方块 图 我们 图 3.7-1 
看 到 ,这 个 系统 与 本 章 研究 过 的 一 阶 系统 是 相似 的 ， 这 个 系统 的 时 间 常 数 是 Ис, 偏差 转 


82 第 三 章 “” 输 入 .输出 和 传递 函数 


速 的 稳 态 值 和 偏差 转 矩 的 比值 是 1/e. 因为 涡轮 发 电机 的 转子 的 重量 很 大 ,所 以 I 是 一 个 
很 大 的 数值 ;但 是 ,因为 摩擦 损失 相当 小 , 所 以 с 也 就 是 一 个 很 小 的 数值 ; 由 此 可 见 ,时 间 
常数 Т/с 就 是 一 个 非常 大 的 数值 ,这 也 就 意味 着 ,任意 一 个 转速 的 偏差 都 要 保持 很 久 的 时 
间 , 而 且 很 难 使 它 迅速 地 消失 掉 .不仅 如 此 ,由 于 系统 的 放大 系数 1/c 很 大 ,所 以 ,如 果 希 
刻 偏 差 转速 相当 小 ,就 必须 要 求 偏差 转 和 矩 极端 地 微小 。 不 言 而 哈 , 这 样 一 个 目的 在 于 维持 
发 电机 转 过 不 变 的 开路 控制 系统 ,在 实际 工程 中 是 十 分 无 用 的 ， . 
现在 ,我 们 再 来 看 一 看 , 把 开路 系统 改 为 具有 反馈 作用 的 所 谓 闭路 控制 系 绕 以 后 , Ж 
统 的 运转 性 能 发 生 怎 样 的 变化 ， 进 行 闭路 控制 的 时 候 ， 我 们 使 对 系统 起 控制 作用 的 力矩 
与 被 控制 的 变数 发 生 关系 ， 这 也 就 是 说 ， 蒸 汽 阀 门 的 调节 不 仅 要 依据 负载 的 情况 ， 而 且 
也 还 要 和 偏差 速度 y 有 关系 .假定 控制 转 矩 的 第 二 个 组 成 部 分 与 ? 成 比例 ， 比 例 常数 是 
一 ACK > 0)， 当 转速 过 高 ,也 就 是 y> 0 的 时 候 , 就 把 闹 门 关闭 起 来 , 同时 , 使 发 电机 加 
速 的 转 矩 戚 少 ky. 如 果 转 速 过 低 , 也 就 是 у <0 的 时 候 , 使 发 电机 加 速 的 力矩 就 会 增 


加 ҳу. AW RE Y 的 微分 方程 就 变 为 


19 + ey =r ду, 


也 就 是 
7 A + Ce + y = (0), (3.7-2) 
方程 (3.7-~2) 与 (3.7-1) 唯 一 的 不 同 之 点 就 是 把 c 换 成 了 和 数 c А, 现在 ,时 间 常 数 就 变 
为 1/Ce + 妨 ， 而 偏差 转速 的 稳 态 值 与 不 变 的 偏差 转 矩 的 比值 就 变 成 1/Ce + DD. 因此 ， 
与 开路 控制 系统 相 比较 ,只 要 我 们 使 & 比 е 大 得 很 多 的 话 , 就 可 以 使 时 间 常 数 和 偏差 转速 
大 大 地 减 小 。 因 为 < 很 小 ,所 以 ,实际 上 使 丰 六 с 也 是 很 容易 的 、 从 这 个 例子 可 以 看 到 ， 
其 余 的 条 件 都 不 必 加 以 改变 ， 只 要 把 开路 控制 系统 加 上 一 个 反馈 线路 使 它 变 为 闭路 控制 
系统 的 话 ,系统 的 反应 速度 和 控制 的 精确 度 就 可 以 提高 很 多 ,因而 也 就 可 以 大 大 地 改进 控 

人 制 系统 的 狂人 能. | 

图 3.7-2 就 是 上 述 闭路 控制 系统 的 方块 图 。 ЕК ЖЕНИ 
F G) 和 图 3.7-1 里 的 Fs) 还 是 相同 的 ， 
+ yo E 3J2-2 里 ， 我 们 还 引进 了 控制 工程 中 
ах -一 一 Th 的 一 个 规定 :在 表示 混合 器 (也 有 时 称 为 比 
一 较 元 件 ) 的 符号 “@” 旁 边 必须 用 加 号 或 者 
减 号 注 明 混合 器 对 于 相当 的 输入 信号 的 作 
用 。 例 如 图 3.7-2 中 的 混合 器 的 输入 信号 
| 是 XC) Я КУС), WERRIBEE 
反馈 号 ,混合 器 的 输出 信号 就 是 ХС) ДУС). 
3.7-2 如 果 在 两 条 线路 的 接合 点 上 只 画 了 一 个 欧 
点 ,就 表示 对 那里 的 信号 只 有 “测量 作用， 并 没有 相 加 或 相 减 的 作用 (在 这 一 点 上 表示 控 
制 系统 的 构造 的 方块 图 和 普通 的 电路 图 是 不 相同 的 )， 因 此 , 图 3.7-2 表示 偏差 转速 E 
系统 的 输出 部 分 上 被 测量 了 , 而 且 用 测量 的 结果 产生 出 控制 转 矩 ty。 从 图 3.7-2 可 以 看 
出 ,闭路 控制 系统 中 包含 了 一 个 反馈 线路 [FCs) 所 在 的 线路 ]， 因 此 ,把 整个 控制 系统 称 
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为 反馈 控制 系统 是 很 恰当 的 . | 

虽然 在 上 面 记分 析 的 这 个 简单 的 例子 里 ,我 们 是 用 把 方程 (3.7-17 和 (3.7-22? 加 以 比较 
的 方法 来 说 明 反馈 控制 系统 的 优点 ， 可 是 , 对 于 更 复杂 的 系统 ,只 用 到 传递 函数 的 概念 的 
分 析 方 法 也 是 很 方便 的 ,在 下 面 ,我 们 就 来 说 明 这 种 分 析 方法 . 

我 条 来 考虑 一 个 .一 般 的 反馈 控制 系统 , 这 个 系统 的 构造 和 图 3.7-2 所 表示 的 系统 相 
і, BÆ FC) 和 Fs》 这 两 个 传递 函数 是 任意 的 .Fs》 称 为 前 向 线路 的 传 递 函 数 ， 
Fs) 称 为 反馈 线路 的 传递 图 数 。 在 一 般 的 情况 下 ,输出 УС) ВА XG) 之 间 的 关系 

YCE) = FAOLXCY ~— ЕК) YG)]. 

如 果 我 们 把 YG) Хлам, Н 


ҮС) —_ FCs) = ç _ 
ХС) ТЕРКЕ ^^ (27-3) 


ZE, РА) 就 是 系统 的 传递 函数 ， 也 就 是 整个 系统 的 输出 与 输入 的 比值. 
为 了 以 后 讨论 的 方便 ,把 FG) M F) 的 放大 系数 К, ЖК, 也 明显 地 表示 出 来 ， 
RHE FGO 和 FCs) 写成 


FCs) 一 KG 
. F s) = KGs) > : (3.7-4) 

因为 放大 系数 天 的 量 纲 和 传递 函数 FO 的 量 纲 相同 所 以 ,这 打 的 СС) 显然 是 无 量 纲 
的 函数 ， 因 为 GC:》 的 零点 和 极点 也 就 是 FO 的 者 点 和 极点 ;所 以 ,所 有 关于 F(s) 的 
“构造 ”的 知识 都 包含 在 GG) 里 面 了 .由 于 这 样 的 作法 ， 在 以 后 的 讨论 中 我 们 常常 把 传 
递 函 数 对 系统 所 起 的 作用 看 作 是 两 个 分 别 的 作用 的 结果 : 一 个 是 放 大 系数 天 的 大 小 所 起 
的 作用 ,另外 一 个 是 零点 和 极点 的 位 置 所 起 的 作用 ,也 就 是 G(s) 所 起 的 作用 .把 作用 进行 
这 种 划分 的 理由 ， 还 因为 有 以 下 的 事实 ， 如 果 在 一 个 系统 ЕС) 中 包含 有 由 放大 器 和 计 
算 器 组 成 的 计算 部 件 ,那么 ，G4e) 只 与 计算 器 有 关 , 而 与 放大 器 无 关 ; 系 统 的 放大 系数 可 
认为 只 决定 于 放大 器 。 ЮУ, ЕЖЕН, 这 硬 种 不 同 的 控制 作用 常常 是 互 不 相关 
W. A, GC) 入 可 以 分 别 地 加 以 改变 、 同时 也 可 以 给 以 分 别 的 考虑 

利用 方程 (3.7-4?,(3.7-37 就 可 以 写成 


ус = = АӨ) р I 
XG) T 09 7 текс окос IRGO ERG 97» 
假定 由 方程 (3.1-10) 所 定义 的 偏差 信号 < G) баал EC), W 


ECs) ХО) = У _ 1 ур m 

O УФ — TEO | 1 хе: TO [1 — К,6,6)]. (37 6) 
对 于 图 3.7-3 所 表示 的 那 种 简单 的 反馈 控制 系 
统 来 说 ,反馈 线路 的 传递 函数 F,G) 就 是 1, 这 
也 就 是 说 ， 在 进行 反馈 控制 惟 用 的 时 息 ， |: 
输出 作 了 测量 ， 并 且 直 接 把 测量 的 结果 用 作 反 
馈 信 号 ， 并 没有 把 测量 结果 加 以 任何 的 改变 . 
在 这 种 简单 的 情况 下 ,方程 (3.7-57 和 (8.7-67 就 
简化 为 ' 图 3.7-3 


84. ЗЕ ЖА ЖЕНЯ ` 


YO КС) a 181 _ т 
XG) Е) 1+KG() П/КС()] +1 (3.7-7) 

和 
EG) 一 1 (3.7-8) 


YG) КС’. . "i 
在 较为 复杂 的 系统 中 , 反馈 线路 常常 不 是 一 个 ,而 有 很 多 个 ， 如 图 3.7-4 所 示 . 这 里 
共有 三 个 反馈 线路 FCG), FC) RFC). AA YO 是 主 受 控 量 ,所 以 YC O 的 反馈 线 
路 F G) 常 称 之 为 主 反馈 ， 而 ЕК 和 РК 线路 则 常 称 为 局 部 反馈 或 内 反馈 。 至 于 
BFx)， 因 为 它 位 于 前 向 线路 内 ,因此 它 不 是 反馈 线路 . 
应 用 上 述 基本 公式 ， 可 以 简捷 地 写 出 这 个 系统 的 传递 函数 ， 先 从 最 后 一 部 分 ЕКО 
ЖЕД) 着 手 . 由 于 FC) 是 ЕК) 的 反馈 , 故 根据 《3.7~3》 式 它们 的 等 价 传递 函数 
是 . 


pt) 1+ FF .. . (3.7 9) 


Я HC) 代替 Е 和 FC) 后 ,显然 ,图 3.7-4 可 变换 成 图 3.7-5， 此 时 Е 和 FCD 
Хо) + ГУ 


的 等 价 传递 函数 是 
. f _ F (s) _ 
ET | S710) 
按 并 联 线路 相 加 ,串联 线路 相 乘 的 原理 , 图 3.7-5 又 可 变换 为 图 3.7-6。 于 是 , 图 3.7—4 的 


X(s) ü Ya 
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系统 传递 函数 就 可 写成 
у = HCHK GO “` еа» 
ЕС) 1 + H.(OH,(°F.,( s) + H,COH,COF С)Е С)" 87 11) 
将 式 (3.7-97 和 (3.7-10) 代 人 式 (3.7-11) 并 化 简 后 ,得 到 系统 传递 函数 的 最 后 形式 : 
GO- вв) — Gram 


1 + F.( OF (s) + ЕЕ) + F (OOP; CGOOF GC). 
+ ЕЕ SF GF ($) + ЕЕ СЕСЕ С) f | 


这 个 传递 函数 是 比较 复杂 的 ， 但 由 反馈 释 换 规律 得 之 并 不 难 ， 
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AMATERE а Аан REER SERAN TOA ROMAE, 它们 
做 为 信息 互相 传递 的 时 候 未 加 以 任何 变换 ， 而 以 其 自然 的 时 间 函 数 形 式 去 相互 作用 。 但 
在 实际 问题 中 ， 常 将 输入 量 或 输出 量 转变 为 其 它 形式 的 信号 以 利于 信息 传输 或 技术 上 的 
实现。 最 常见 的 信号 变换 方式 是 所 谓 载波 调制 , 即将 真实 缓 变 信 号 (O) 变 为 高 频 正 驴 
波 信号 的 包 络 线 , 随 高 频 信号 的 传递 ; 真实 信号 x Q) 也 就 贿 之 被 送 走 .这 种 方法 广泛 用 
在 无 线 电 遥 控 或 于 测 系统 中 .载波 调制 的 办 法 很 多 ,可 以 是 调频 。 调 相等 等 。 上 面 所 指 的 
仅 为 其 中 的 一 种 , 即 幅度 调制 。 

在 工业 中 ， 也 有 一些 控制 系统 采用 了 交流 信号 的 传输 方法 ,而 且 有 的 执行 机 构 能 够 直 
接 使 用 这 些 被 调制 了 的 高 频 信 号 ,而 无 需 预 先 将 高 频 信 号 内 亡 包 含 的 原来 信号 检 出 《 反 调 
制 )， 例 如 交流 电机 (二 相 伺 服 马 达 ) 就 是 这 类 执行 机 构 的 一 种 ， 下 面 我 们 将 以 交流 系统 
为 例 来 讨论 载波 信号 作为 输入 和 输出 的 系统 的 处 理 方法 中 ， 

现在 我 们 来 考虑 图 3-8-1 所 画 的 伺服 系统 。 这 个 系统 的 设计 目的 就 是 要 求 电动 机 的 
转角 中 随 着 输入 信号 变化 . 系统 的 输出 角度 由 是 用 一 个 电位 计 来 测量 的 . 电位 计 . 上 的 电 
压 就 是 反馈 信号 在 这 个 系统 内 的 电动 机 。 放大 器 以 及 电位 计 上 的 电流 和 电压 都 是 已 调 
幅 的 正弦 波 ， 也 就 是 说 ， 它们 都 是 频率 不 变 而 振幅 随时 间 变 化 的 正弦 函数 . BEL 它们 的 频 
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ЖЕ m。 基 本 的 交流 电流 由 振荡 器 供给 。 这 就 是 交流 伺服 系统 的 一 个 例 季 .在 一 定 的 条 
件 下 《下 面 我 们 就 要 讨论 到 这 些 条 件 2 以 前 的 理论 中 有 很 六 一 部 分 也 可 和 以 应 用 到 这 神 系 
统 上 来 。 ' 
我 们 先 来 考虑 常 系数 线性 系统 在 已 调幅 的 正 纹 式 的 输入 信号 作用 下 的 一 般 的 稳 态 理 
№. 这 里 所 说 的 “ 稳 态 "是 对 于 调幅 信号 基 单 纯 的 正弦 式 时 间 函 数 的 情况 而 言 的 . 假设 未 
调幅 的 载波 是 coswiz. 在 这 里 我 们 虽然 把 载 疲 的 相 角 取 作 零 ， 但 是 并 不 影响 讨论 的 普遍 
性 、 既 然 已 经 把 载波 写成 实数 形式 。 为 了 方便 起 见 显然 应 该 把 调幅 信号 写成 复数 形式 
ciw:。 这 时 已 调幅 的 载 玻 就 是 
х (z) = e™ coses 一 一 e iloto + сотр, (3.8-1) 
жанна #0 按照 方程 а 3- D 系统 的 稳 态 输出 DOI ] 就 应 该 是 
| DC) Js -> 一 1 [F Go 十 iaje imi 十 ， FGe = 一 ба) н] = | _ 3. 8—2) 
РЕ СУРУ 函数 = 通常 是 。 юлган яз н, 所 以 。 正如 方程 
《3,2-2) 氛 表示 的 那样 ° ` . 
Е) = FG, . . | FA 8-3) 
хв,яте-ивннатазаи. 因此 ,方程 (3. тутат да 
— y [F Goyet + ее, О  (3.8—4) I 


w. | ОЧ 
Pox F Go) = == FG. + Hai). ЕС Е | (3.85) 
Оита: ° И 
`F Goa, + 0) = 一 PG 1000 一 05). с (3.8-6) 


这 时 ;表示 式 (3.8-4) 就 可 以 写成 下 列 形 状 : 
Е* С) cos и. | 

这 个 结果 表明 : 如 失 另 外 有 一 个 对 于 频率 是 w 的 输入 ， бея FE*(iw) 的 系统 , 当 条 
' 件 式 C3.3-6) 被 满足 时 ， 丫 来 系统 对 于 已 调 怖 的 栽 波 式 C3.8-1) 的 振幅 的 频率 特性 F Go) 

与 那个 系统 的 频率 特许 是 完全 相同 的 。 利 用 线性 系统 的 可 全 加 性， 可 以 把 以 上 的 讨论 结 
果 推广 到 页 二 舰 的 输入 函数 上 去， 因为 很 多 种 输入 函数 都 可 以 用 侍 里 叶 级 数 或 传 里 叶 积 
分 表示 出 来 ， ДЕ АННЕ + (е) 的 传 里 叶 谱 的 最 重要 的 部 分 上 , 方程 (3.8-6) 至 
少 都 能 近似 地 成 立 " 邳 么 ， 已 调幅 的 输出 信号 的 振幅 对 于 输入 信号 而 言 的 频率 特性 差不多 
就 是 F*(iw)。 反馈 系 统 的 性 能 可 以 完全 由 频率 特性 所 决定 ,既然 现在 频率 特性 的 近似 值 
是 FXiwm)， 所 以 ， 利用 频率 特性 研究 系统 性 能 的 方法 完全 可 以 应 用 到 交流 系统 上 来 。 唯 
一 的 区 别 只 是 在 进行 分 析 时 把 F(iw) 用 ` 下 (io) = Е(ію + imiy RRE. 
f Таа дае аР СВА, 单纯 的 电阻 7， 那么 ,根据 方程 (3.8-3) 就 
有 

F Go + i) = FCR U O; : 

这 个 关系 和 条 件 式 (3.8-6) 是 不 同 的 , 所 以 ,不 可 能 对 于 所 有 的 实名 值 都 能 精确 地 满足 条 
件 式 C3.8-6) 或 者 ,稍微 改变 一 下 我 们 的 看 法, 可 以 这 样 说 ,如 果 两 个 物理 系统 的 频率 特性 
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分 别 是 - Fe 和 FGo), ЖА, ZAR (3.8-5) ЖЕ аня 
足 。 但 是 ,对 于 特定 的 输入 信号 而 言 ,在 它 的 传 时 时 谱 的 主要 部 分 上 , 完 侈 可 能 有 ， 而 确实 
也 往往 有 一 个 足够 大 的 @ 的 范围, 在 这 个 范围 之 内 条 件 式 (3.8-57 可 以 近似 地 被 满员 * 在 
以 下 的 讨论 中 我 们 就 会 看 到 这 种 情况 ， 

我 们 考虑 一 个 频率 是 о 时 由 电感 工 与 电容 C RS 2, 
1 e° g 


Z =iLw + —— 
Сію 
= ile hi 4) 
Læ Q TC ). 
如 果 我 们 使 二 和 的 大 小 满足 下 列 条 件 


2 1 | 
g = -一 -一 3.8- 7 
l Le? | И : . < ) 


那么 
Z = И (1 и) е == ( СА 


如 果 о’ 一 o 一 w 相当 四 ,或 省 说 -w 十 or 与 ё 相当 接近 , 则 
Z = 121.08 — w) = дію, 
这 个 关系 表明 : 当 频 率 是 o == m + ox 时 ,满足 方程 (3. ата сви 
合 的 阻抗 差不多 就 等 于 电感 2L 在 频率 是 时 的 阻抗 ， 
类似 地 ， 如 果 满 足 条 件 式 (3.8-7), 电感 г увс 的 并 联 组 合 的 阻抗 也 就 调 足 下 
列 关 系 : 


— TAPA SS ` "t i 
= 十 一 十 io 、 


= пси 一 д) = = 'i2Co,. 1. 

因此 ,在 频率 是 о = o + o Bj, L 15 C 的 并 联 组 合 的 阻抗 差不多 就 等 于 电容 2 2C 在 频率 
是 到 时 的 阻抗 ， 

一 个 单纯 电阻 的 阻抗 当然 是 与 频率 没有 关系 的 ,所 以 它 在 频率 是 o 十 ww 时 的 阻抗 和 
它 在 频率 是 w 时 的 阻抗 是 相等 的 . 因此 ， 如 果 已 经 有 了 一 个 由 电感 ， 电 容 和 电阻 组 成 的 
物理 系统 ,这 个 系统 的 传递 函数 是 _F*(*)。 我 们 把 这 个 系统 里 的 每 一 个 电感 工 都 用 电感 
Li =L 与 电容 С, = 2/10 的 串联 组 合 来 代替; 把 系统 中 的 每 一 个 电容 C 都 用 电容 
С=С 和 电感 Г, = 2/Coi 的 并 联 组 合 来 代替 ;所 有 电阻 都 不 予 变动 ;这 样 一 来 ,我 们 
就 得 到 一 个 新 的 系统 ,这 个 系统 的 传递 函数 就 是 РС), Ао, 方程 (3.8-6) 的 
关系 就 可 以 近似 地 满足 。 以 上 所 讲 的 由 F*(s) 变色 FC) 的 作法 就 称 为 把 传递 函数 提 
高 一 个 频率 o. 

如 果 w。 是 振荡 器 所 供给 的 电流 的 频率 ,很 显然 ,系统 中 各 个 电流 和 各 个 电压 都 是 载 
WË cosas 的 已 调幅 波 。 因此 ,根据 以 上 的 结果 立刻 就 得 出 下 列 的 方法 ， 如果 我 们 想 为 一 
个 交流 系统 设计 一 个 放大 器 ,我 们 只 要 先 为 一 个 直流 系统 设计 一 个 合适 的 放大 器 ,然后 再 
按照 上 述 的 方法 把 系统 提高 一 个 频率 w。 就 可 以 了 ， 


М АЖ 


“正如 我 们 所 提 到 的 那样 ,以 上 的 讨论 中 用 到 不 少 各 种 各 样 的 近似 方法 ,所 以 得 到 的 结 
果 也 不 是 绝对 精确 的 .如 果 息 对 交流 何 服 系统 帮 二 个 详尽 严密 的 讨论 ， 就 必须 把 这 些 近 
似 塘 法 斌 引起 的 误差 加 以 分 析 , 然 后 根据 实际 问题 所 要 求 的 精度 ,确定 这 些 方法 的 可 用 程 
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第 四 章 “控制 系统 分 析 


假定 一 个 控制 系统 的 结构 为 已 知 , 求 出 茶 绕 的 运动 方程 之 后 ,对 这 个 系统 的 动态 性 能 
进行 研究 并 给 出 评价 。 这 就 是 分 析 问题 。 至 于 如 何 设计 这 个 系统 , 使 刀具 有 指定 的 性 能 ， 
满足 某 些 特定 的 要 求 ， 这 就 属于 综合 问题 的 范畴 了 。 研究 控制 理论 的 最 终 目 的 是 学 会 设 
计 系统 ， 但 是 ,分 析 是 综合 的 基础 。 对 于 一 个 系统 的 运动 规律 ， 只 有 了 解 了 它 的 特性 之 
后 , 才 有 可 能 进而 改造 它 , 使 它 满足 我 们 的 需要 .通过 对 大 量 系统 的 分 析 , 我 们 又 可 以 总 
结 出 一 些 奥 型 性 的 共同 规律 ,后 者 又 指导 我 们 如 何 去 没 计 具体 系统 . 总 之 ,我 们 票 从 分 析 
理论 开始 . 

“对 控制 系统 的 第 一个 要 求 是 稳定 性 从 物理 意义 目 说， 就 是 要 求 控制 系统 能 稳妥 地 
保 捷 预 定 的 工作 状态 。 在 各 种 不 利 因素 的 影响 下 不 至 于 摇摆 不 定 ,不 听 指挥 、. 分 析 系统 的 
稳定 性 是 一 个 老 间 题 。 早 在 十 九 世纪 末期 ,在 力学 中 就 广泛 研究 了 运动 的 稳定 性 问题 , 研 
究 过 这 一 问题 的 有 法 国 数学 家 潘 卡 来 和 笑 国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 .他 们 所 提出 的 理论 和 方 
法 直到 今天 仍 不 失 其 意义 而 为 大 家 后 广泛 使 用 8%z， 在 自动 控制 理论 中 也 沿用 了 他 们 的 
理论 ， 但 在 计 等 证 法 上 有 所 发 展 .. 本 章 内 我 们 首先 介绍 稳定 性 的 古典 定义 和 几 种 系统 稳 
定性 的 判 据 准则 。 然 后 再 研究 其 它 Блазан. | 


ат BEEPER во 


现代 力学 和 控制 理 汉中 ,至 今 沿用 李 雅 普 请 夫 早 在 1892 年 所 出 的 稳定 检定 义 ro 下 
面 我 们 可 看 到 ,这 个 定义 的 优点 是 它 оный 
个 定性 问题 转变 为 一 个 定量 分 析 问 题 去 研 完 。 

设 受 控 对 象 的 运动 方程 组 是 

ах 
d 


A. 


= fitis 22, хуу х, 1), 


ах Т 
222 a= (д Xas 35777 Xas D)o 


ағ 


dzy 、， 

| dt, . 

Tü (2) = (wx), bt) n0) 是 它 的 某 一 特定 的 运动 ， 郧 后 者 是 方程 组 (4:1-1) 

的 特 解 ,初始 条 件 是 x) = х. ДЕННИ | 是 有 界 , 连 续 可 微 和 各 自 变 最 

的 单 值 请 数 。 对 一 个 特定 运动 的 稳定 性 定义 可 所 述 如 下 : 若 给 定 一 个 任意 正 数 6 法 0, 总 . 

存在 一 个 大 于 零 的 数 5, 当 初始 条 件 x, 在 上 一 时刻 的 变化 вх 之 长 度 lex 小 于 3 - 
时 > 方程 组 〈4.1-12 的 相 立 的 解 的 变化 在 >n 的 任何 时 刻 [5х (站 总 小 于 s， 则 称 方 

程 组 (4.1-1) 的 这 一 特定 运动 是 稳定 的 。 现 用 图 4.1-1 来 说 明 这 一 定义 . : 设 系统 的 初始 状 


== |С, z>> я» D. (4.1-1) 
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图 4.11 ， 


Ж20 x, ВА 1-1D 有 唯一 解 x(2) ,图 中 粗 线 表示 这 个 特定 的 运动 . 现 将 运动 的 初 
始 条 件 x, 加 以 改变 , 其 变化 为 dxo 即 新 的 初始 条 件 为 x 十 sx， 这 一 新 的 初始 条 件 对 
应 一 个 新 的 运动 s(9 200) = x 十 8。 如 果 对 任 惠 给 定 半径 为 e 的 “球体 ”, 在 任何 
УМЕН 080) 为 球 心 , 沿 此 特定 运动 迁移 ,可 以 在 地 附近 指出 一 个 以 '8 为 半径 的 球 ,在 
时 刻 自 球 内 的 任何 点 出 发 的 运动 轨 线 ;以 后 对 任何 时 刻 2 2 оа, ЖЕН € 球 的 范围 ， 
ИНЖЕЯ x(z) 为 稳定 ; 反之 , 则 称 此 运动 (0) 为 不 稳定 。 其次, 车 存在 一 个 8 球 ， 
ë> 0， 以 其 内 任意 点 为 出 发 点 的 运动 均 随 时 间 的 增 大 而 无 限 趋 于 2), ЖЖ (0) 
为 渐 近 稳 定 。 对 这 一 定义 ,我 们 应 注意 下 面 凡 点 : -首先 ,这 一 定义 包括 ”3+ 之 的 一 切 时 
刻 的 系统 的 行为 ，:->co 也 包括 在 内 ;其 次 , 定义 中 只 谈 特 定 运动 的 稳定 性 ; 列 东 所 求 统 
的 稳定 性 , 这 是 因为 一 般 系统 中 常 可 能 同时 存在 两 类 运动 ,一 类 是 稳定 的 , 另 一 类 却 是 不 
稳定 的 。 这 时 所 谓 系 统 的 稳定 福 邑 没有 武义 了 ; НА, ХНА 
的 运动 具有 共性 ,要 么 全 体 稳定 , 要 么 全 体 不 稳定 。 所 以 , 只 有 对 线性 系统 可 以 一 般 地 提 
系统 是 否 攻 定 。 这 一 点 对 于 初学 者 十 分 重要 ,机 避免 混 淆 ， 当 妾 ， 也 有 一 类 特殊 的 非 线性 
系统 , 它 的 一 切 运动 都 稳定 , 称 为 系统 全 局 稳定 或 抱 对 稳定 ， ^^: 

当 已 知 系统 的 运动 方程 式 后 ， И ЕЕ FER 
诺 夫 稳 定性 理论 对 这 一 问题 提出 了 两 个 判定 原则 : АЗЕ ЯМЕ УВЕ тие, 为 了 
介绍 这 两 个 方法 , 须 对 原 方程 组 做 一 些 变换 。 : . 

S xl) 是 对 应 于 初始 条 件 x, 的 运动 。 而 =) 是 对 应 于 初始 条 件 x, + ах, 的 
运动 . 现 取 x) = 200) 一 <(D) 、 它 应 该 满员 下列 向 量 方程 式 : 


22200 = Cale) p 0) — Кабо), D 


= f(x G) + вх (+), г) — Кх(®), 1) 

= g(x (t), 1), вх(ь) = 8х... (4.1-2) 
当 rmt 8х0) =0. WRR С) 或 6x(z) = 0 ПЖЫХЖЕНЕЗ, 
而 200) 或 irl ох. НЕЕ CA1-1Dri х (2) 的 
运动 的 稳定 性 与 研究 方程 式 (4. 1-2) НОЖ 8х 0 = = 0. А 0, 通常 以 研究 
ACA 1 的 零散 稳定 性 代 鞠 前 于. 

”由 于 假定 felti etts dast) ВЕНА, mas 0 人 

时 , 式 (4.1-22 有 有 端 可 以 展 成 
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SE — ADBX + r(8x, 0), о o (41-3) 


其 中 AG) = (200) Я n X n 阶 方 阵 , E roO ЕК ЫКРАКЮЖЮЯ 
和 ,方程 式 


4 — лу ,| (4.1-4) 
dt 


称 为 对 方程 式 44.1-27 和 (4.1-3) 的 一 次 近似 ， 李 雅 普 诸 类 第 一 泊 似 方法 是 首先 研究 线 作 
方程 (4.1-4) 的 稳定 性 ,然后 再 根据 式 C4. 1-4) 的 稳定 性 推 知 式 (4 т-нан, 关于 
这 一 问题 我 们 将 在 下 节 内 详细 讨论 . 
ATTERRA REEDE алша, 
EPAR ER EMAY > TAR Cy，……, y.) 称 为 正定 函数 ， жнее пц 
点 为 中 心 的 4 球 Hyl <, ВЕР _ 
>0, y x °, 


yy {> oyad 
着 在 此 球 内 当 у мо V > 0， 则 称 VCy) 为 非 负 。 FRAZ SAFS “小 
于 ” 则 称 VCy)》 为 负 定 。 当 在 球 内 V <0 Е AE. | 
现在 我 们 研究 自治 系统 | МИНИ 
sy = Ку), ќе) = — Е 641-5) 


的 零 解 稳定 性 ， язна, А 
G) ЖЖ (4.1-5), ЕН ЕН v ,使 得 方程式 (41-5) 
所 决定 的 了 的 全 导数 


> ОР о = (айу, КУ), 
是 非 正 , 则 方程 (4.1-5) 的 零 解 稳定 . 
2) 着 上 面 找 出 的 正定 函数 7 的 全 导数 为 负 定 , 划 方 程 (4.1-5) 的 堆 解 浙 近 稳定 . 
з) УРАНА НЫ .了 OY), 其 相应 的 全 导数 为 正定 ,而 在 以 原 


点 为 中 心 的 任意 小 球 内 函数 7 总 能 取 到 正信 , 则 方程 式 的 零 解 是 不 稳定 的 . 


92 第 四 章 “控制 系统 分 析 : 


上 面 三 条 准则 的 证 明 方法 类 似 , 这 里 只 对 第 一 个 判别 难 旭 做 一 几何 说 明 ( 图 4.1-2). 
设 VO) 在 名 球 内 (yl < А) 为 正定 ,而 < JEE. ЖМЕМ e> 0; 2 i 


m= min ИСУ). 
s<lyi<,k ~ 


因为 vy) 在 原点 为 零 ,所 以 在 以 e 为 半径 的 球 内 必 定 能 找到 一 个 ? 小 球 ,( 即 e> a), 
在 这 个 小 球 内 0< (у) < m. $ y G) 的 初始 条 件 y; 位 于 8 球 内 ， 则 有 v). < m, 


亦 即 lly,ll < s。 按 定义 ， 在 4 球 内 Z <o, 以 任何 位 于 4 球 内 的 点 为 初始 条 件 时 


y(y(z) ) 之 值 不 随时 间 增 大 而 增 大 ， VOO) 永远 让 于 т, BRER © 对 任 
何 守 总 位 于 e 球 内 。 知 者 正 是 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定义 所 贡 求 的 条 件 . ” 

上 面 讨论 了 自治 系统 的 稳定 性 判 据 . 对 非 自 治 系统 , 即 方程 式 右 映 含 变数 的 系统 ， 
上 述 法 则 仍 可 适用 。 但 是 对 非 自 滩 系 统 ,欲求 到 这 样 不 含 + 的 了 函数 一 般 是 比较 困难 的 ， 
而 必须 将 了 函数 的 选取 范围 放宽 . 为 此 :对 函数 V 的 定义 作 某 些 补充 . 

пе УС», 定义 于 >h, Ri lA A 的 球 内 ， 并 设 对 
任何 :之 4，V(z; 0) = 0 如 有 4 > 0 Ñ n 存在 ,并 有 不 依赖 г 的 正定 函数 W (x) 存 
在 ,使 在 4 球 内 函数 У-и (—V-W) AER (HE), 则 称 VCz; x) 为 正定 梢 数 ( 负 定 函 
数 ). 

其 次 , 设 为 有 界 函 数 , 对 任何 一 个 > 0 有 数 8 > 0 存在 ,使 对 任何 * 之 pt 在 5 
球 内 总 有 不 等 式 | 1VG3g)| < в, WE VG x) 为 有 无 限 小 上 界 ， TURE ZEER 
数 均 有 无 限 小 上 界 . 

АЯМА ТУЕ АЕН ЕЛЬ 

(4) 如 果 对 于 方程 组 ， 


Zey) . gC, 0) = 0, E В ` (41-6) 

有 一 正定 函数 vs, > 存在 ， калети, 且 其 由 式 (4lr6) 所 确定 的 全 导数 
` dy _ < OV OV Co 

#% 2ч р F бу) + 
为 负 定 , 则 式 (4.1-6) 的 未 受 扰 运动 yG) = 0 为 渐 近 稳定 .: 
(5) 如 果 对 于 式 (4 1-6) 有 这 样 的 函数 VGz;y) 存在 : 它 有 无 限 小 上 界 ， 27 为 正定 ; 


而 对 一 切 и VG; у) 在 任意 小 的 5 球 内 取 正 值 . 此 时 式 (4: сокта, 
这 两 个 判 据 准 则 的 几何 意义 与 前 述 判 据 (1) 一 (3) 相似 . Em 的 产 烙 证 明 可 参看 文 
О 
_ 值 得 注 大 的 是 ， 上 列 五 种 稳定 和 不 稳定 判 据 只 \ 需 根据 运动 方程 式 右 端 的 函数 形式 和 
函数 了 的 性 质 ， 前 必需 求 出 方程 式 的 全 解 . 这 特别 对 一 些 不 可 能 用 分 析 方法 求 出 解 的 非 
线性 方 物 或 线性 变 系 数 方程 有 重要 意义 . 但 是 , 由 于 上 列 各 条 是 充分 条 件 ; 为 了 判别 稳 
定性 必须 寻找 出 一 个 具有 相应 特性 的 函数 V. 遗憾 的 是 ,普遍 可 用 的 梅 洛 了 函数 的 方法 
却 不 存在 ,对 一 些 较为 复杂 的 非 线性 系统 ,要 求 出 了 函数 是 一 件 十 分 困难 的 任务 。 只 有 对 
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某 些 线性 系统 和 简单 的 非 线性 系统 才 有 较为 通用 的 方法 可 特 . РИН 
方法 的 有 效 性 ,下 面 举 两 个 例子 ， 

首先 研究 单 摆 的 平衡 位 置 的 稳定 性 。 从 力学 中 我 们 知道 ， : 它 的 准确 的 运动 方程 式 是 
Ф те" ИИН :4.1-8) 


ает ает» БАВА, ，， 


dx 
— =» 


dt. 


dy 一 -Eann 
dt- і 


R Vlr, y) 一 一 iy 十 一 га 一 cosx), 显然 。 它 在 0 <r- <x авлаа, 对 x 
的 全 导数 


ї 


ар ( g | ) 
——sin +£ + — in х = 0, 
a N 1 у? 1° > 


故 为 非 正 由 准则 《127 可知， 单 摆 的 平衡 位 置 是 稳定 的 。 пенал, 
再 研究 变 系数 系统 | 


а cosDxz =0 ` (41-9) 
的 零 解 的 稳定 性 , ё -52 一 y， 上 式 可 写 为 方程 组 
| ах h. e.. 
dt > | 


dy оо, 
dt 


设 VG, y) = E G + G +). 显然 ,7 为 正定 函数 . 而 ， 


s = ху + G + y) + Сов — Dz — 2) 


= (у? + (1 — cosz)zy + С — cosz)x?) < Os 
жи ЗУ 是 非 正 函数 。 故 系统 式 (4.1-9) 的 z = 0 的 解 是 稳定 的 . 
ае; 再 讨论 一 个 不 稳定 运动 的 例子 . 设 某 一 受 抗 运动 的 方程 式 为 


dx 2 十 2 _— 1 _ 

а ажа у“ I+” 

dy ' = “ Ñ 
У = —— x+ — —yV. <4.1-10 
a (+ y аж? 1-10 


RAM Vx, y> г) = rŠ + ye", 


mm 亚信 区 , 


4 И PURAN 


d l ра 2202 0 


4 ++ + 


ЕЯ :而 全 也 是 正定 的 . 出 准 则 C5) 可知， 系统 式 (4.1-10) 
的 未 受 扰 运 动 x 三 0，y 三 0 为 不 稳定 ， | 
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我 们 在 本 节 内 将 详细 讨论 线性 党 系 到 系统 的 稳定 和。 研究 方程 式 
а, g y, dy — 31) 
"J + an- ттт - + a + ~ + ayy = 0, a, >= 0, (4.2-1) 
如 在 第 二 章 内 所 指出 的 ， 它 可 以 化 为 一 个 方程 组 


ә = Ay. (4.2-1”) 


方 阵 4 的 元 素 由 式 (4.2-1) 的 系数 排列 给 成 : 


0 0 1 ... 0 


2 а 4 。 йа | 
a аа а , 


而 向 量 y 的 分 量 为 уу, у 57 等 等 读者 容易 检查 , 下 列 三 个 特征 方程 式 完全 等 
Ñ: Cl) 第 二 章 传递 函数 式 (2.2- 史 的 分 号 DCD = 0. 

(2) 由 式 (4.2-1) 得 到 的 方程 | 

a," + a, АДР 4-55 ah + a, = 0, 
(3) HRG. няк О 
JA 一 2E = - 0 
首先 指出 线 伺 条 统 的 一 个 重要 特 柱 , 尾 二 线性 系统 ， жита, 则 它 的 任何 
一 个 未 受 扰 运 动 都 是 稳定 的 。 反 之 亦 豪 ;着 其 零点 不 稳定 , 则 任何 一 个 未 受 扰 运 动 都 是 不 

稳定 的 . 这 是 因为 对 任何 特定 的 运动 ,其 受 扰 运 动 的 方程 式 与 原 方程 式 无 异 . 因此 ,我 们 
可 以 讲 系统 的 稳定 性 . | 

根据 第 二 章 对 常 系数 方程 式 的 讨论 可 知 : 
,C1) 如 果 特 征 方程 的 根 都 有 负 实 部 ， атанааннаазеятна, 则 系统 是 
ЖАЮ. 
(2) 如果 特征 方程 那 怕 有 一 个 特征 根 的 实 部 为 正 ， 则 系统 不 稳定 . 
(3) 如 果 特 征 方程 的 所 有 根 的 实 部 不 大 于 零 ， 而 等 于 零 的 特征 根 所 对 应 的 约 当 块 为 
一 阶 的 ,( 或 实 部 等 于 零 的 特征 根 是 一 重 的 ) 则 系统 是 稳定 的 。 反 之 ,系统 是 不 稳定 的 。 | 

对 于 常 系数 线性 系统 的 稳定 性 研究 ， 应 用 地 雅 普 诺 夫 直 接 方法 颇 为 方便 ， 此 时 李 雅 
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普 诺 夫 函数 VO) 总 可 以 是 正定 的 二 次 型 . 对 常 系数 系统 有 下 列 事实 ， 如 果 特 征 方 程 的 : 
根 都 有 负 的 实 部 ,那么 必 存 在 一 个 正定 二 次 型 


| f Vly) = (Hy, у) = Хы . i 
使 它 对 :的 全 导数 等 于 | 
0 эя. ие 62-2), 


反之 , 若 方 程式 (4.2-1) 存 在 一 个 正定 二 次 型 ,合式 (42- DRM» НЕ 
AAKE. 


令 И 
V(y) — N (ey, су) =. 人 у, уда: aoro f Е р 
° I ` ` . ` 
` n оо i í # И Е ! 、 
=È Í. Neal) yaypdt = D Abysyas > 、 (4.2-3} 
а,В=1 а,8=1 


O Кг y ОРЕ НО, n0) НЕ HOt 的 元 的 函数 .因为 所 有 的 4 
的 特征 根 均 有 有 负 实 痢 >, 故 积分 | п.о 2: НС. ВЕКА ЗВ ВЕНИКИ: 
之 解 移动 ,于 是 27 ` 
U(<4:y) = рсету, у)ағ = r Cet у)аг. 
ау и» 
dt 
这 就 证 明了 上 述 断 言 的 第 一 部 分 。 ， 、 
再 设 这 样 的 二 次 型 找到 , 它 是 vO) 一 (Hy, s). RX SHANKER, KR 


有 特征 根 均 为 正 实数 . 令 М, т 分 别 为 最 大 和 最 小 的 特征 根 . 从 代数 学 中 我 们 知道 有 不 
等 式 


一 “O = УР. 


А мірі > (By, у) У а 
РТ о» у) < M VO). 加 У: 
解 上 述 不 等 式 有 ЕЕ ИХ 
в H VC yy < КУ) | 
或 者 u Li 
Very) < МУ < Me K lyla, 
x Qy) < (Hy) с: 
Пер < у E Cu yp, a 
| о пм 


1) 若是 4 的 特征 根 , 则 它 也 是 A 的 特征 根 ,于 是 22 是 4 十 ЕН ВАНА. 
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或 者 2 


le < |Ë lle =. 

Hik, ЭР FO AARRE TAR ВИЕНА T ЖЕНИ RERA ARR. 

由 上 面 的 讨论 可 知 ， 用 二 次 型 做 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 去 判 据 线性 常 系数 的 稳定 狂 是 有 
足够 根据 的 . 问题 是 如 何 求 出 矩阵 7 H， 亦 即 如 何 求 出 函数 .为 此 ,再 来 研究 式 (42-2). 
TAR, 

Xa (Н Ау, у) + (Ну, лу = —(у, у), 
合 项 后 有 和 矩阵 等 式 
HA АН = —Е. 

ЛЕНИН k; 后 ,函数 ГО) 随即 求 出 。 f 

利用 这 些 结果 可 以 讨论 非 线性 系统 的 稳定 性 .这 就 是 李 雅 普 诺 夫 第 一 近似 方法 、 这 
个 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 设 控制 系统 的 运动 为 下 列 非 线性 方程 组 所 描绘 


к К, KO = о (4.2-4) 
RARER Ke) ыы 从 高 等 数学 中 可 知 ,上 式 右 端 可 展 为 
= Ax + &(0, xX), = (4.2-5) 
其 中 өр 
4 = (22). а= (Вах, ж), 
而 


B, = (LD), 0 <a, < 1, 
2 дх,дх, 


方程 (42-57 的 线性 部 分 | 
ОИНИ а : 
| z = Ay (4.2-6) 
称 为 一 次 近似 方程 , 或 称 为 线性 化 方程 ， 现 在 可 以 根据 趟 (4.2-6) 的 稳定 性 判断 非 线 性 系 
统 式 (4.2-4) 的 零点 稳定 性 。 
如 果 系统 式 (4.2-6) 是 渐 近 稳 定 的, 则 式 (4.2-4) 的 零 解 也 是 渐 近 稳 定 的 。 反 之 ， FA 
《4.2-6) 的 特征 根 中 那 怕 有 一 个 根 有 正 实 部 , 则 式 (4.2-4) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 
这 个 断 语 的 第 一 部 分 的 证 明 很 简单 , 设 系 统 式 《4.2-6) 渐 近 稳定 , 则 必 有 一 个 正定 二 
ХУ, Ж. 
ЕЕ . . | 
14692) == (Hy, >), PA =- —(у, y). 
现 用 此 二 次 型 作为 式 C4.2-5) 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ,对 它 求全 导数 后 有 : 
dV(x "1 840x) OV 
2 m G, x) + È (2+ 2 22 92) Ka 
нв вава 被 加 量 起 码 是 关于 xs =l, 255, п, 的 三 次 项 ,每 项 系数 都 是 
有 界 的 , 故 在 零点 的 是 够 小 的 附近 有 不 等 式 


meor 
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dV а> 1 1 
— 一 xl? 十 一 | 上 xl? = — хр 
£ < ар + Eai 20а 


成 立 。 因 此 函数 СУ 是 负 定 的 . 根据 前 节 的 判 所 法 则 (C1) 可 知 , 系 统 式 (42-4) 的 等 解 是 浙 


近 稳 定 的 。 对 前 述 断 语 的 第 二 部 分 的 证 明 方 法 与 第 一 部 分 类 似 . f 
”这 个 一 资 近似 方法 给 工程 中 常用 的 线性 化 方法 提供 了 理论 基础 ， 因 此 其 应 用 十 分 广 
省。 在 以 后 讨论 非 线 性 系统 时 ， 开门 下 将 合用 这 个 方法 ， 现 举例 说 明 此 方法 的 有 效 性 . 


设 有 一 系统 ， 由 一 线性 部 分 FG). 一 元 了 和 一 非 线 福 部 分 x = Се) 组 成 . 现 试用 


一 次 近似 法 分 析 系 统 的 稳定 性 . 显然 ， 系统 的 运动 方程 式 为 (图 4.2- 1) 
XC) = F(OUCO 
и = (е), | 
с = g — х, — (4.2-7) 
式 中 х, u AMAER x,u REAR. 现 研究 系统 的 零点 稳定 性 ， На g = 0. 将 x 和 
x 自 方程 式 内 消 掉 后 ,有 方程 式 


«СЕ + — +e + ва = — (е), (4.2-8) 
设 函 数 f(s) 在 零点 附近 足够 光滑 , 使 其 可 展 为 Ке) = Ku + Ket- RAR 
(4.2-8) 后 有 


tà 


+ `. + a£ = —(КьЕ 十 Kag? + .**).. 


或 者 
а: 
а" 
利用 一 次 近似 法 , EDEA . 


+ --- + Са £ К = Ку? + -…. ` (4.2-9) 


a 2. Е 

"2: я 
的 特征 根 全 为 负 实 部 ， 则 图 4.2-1 所 示 之 系统 的 零点 渐 近 稳定 . 反之 , 若 有 一 -个 根 的 实 部 
为 正 , 则 其 零点 为 不 稳定 。 于 是 ,对 研究 零点 稳定 性 问题 ,图 4.2- 1 所 示 之 系统 与 图 4.2-2 
所 示 之 系统 等 价 . | 


<. - + (и + Ку) = 0 


图 4.21 . - № 4.2-2. 


值得 注意 的 是 , 当 线性 化 方程 的 特征 根除 一 部 分 有 负 实 部 外 ， 尚 有 一 个 或 数 个 根 的 实 
部 为 零 时 ， 一 次 近似 方法 的 判别 准则 就 不 能 解决 稳定 性 问题 T. 这 时 称 为 临界 情况 ， 例 
如 , 试 研究 系统 
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4х -y +H, ` 4у =, 十 ау (4.2-10) 
d: : dt 55 
的 零 解 稳定 性 此 方程 式 的 线性 部 分 的 特征 方程 及 其 根 为 
pw | Eg Ито, а = 
пейли, 此 时 一 次 近似 方法 不 能 应 用 . 为 了 解决 稳定 狂 问 题 ,， а. 


р 1 > G+. ВХ (42-0) VV 的 全 导数 为 


#7 = х(—у + а) + у(х + ау?) = а(х* + у). 


显然 ,V 为 正定 ， 当 а n, V 也 为 正定 , 故 系统 的 堆 解 不 稳定 ; 当 a 一 0 H, 
S=, 故 系统 的 零 解 稳定 ， EKEKA: Ща он, E < 0 为 负 定 , 故 零 解 浙 
近 稳 定 。 由 此 可 知 ,在 临界 情况 下 ， AT AE EBEA TS REONE. 

既然 对 线性 条 统 的 分 析 很 重要 在 下 面 几 闻 内 我 们 将 介绍 儿 种 常用 的 线性 系统 稳定 
性 的 判别 方法 . 
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由 于 传递 函数 的 概念 在 工程 实践 中 应 用 极 广 ， 故 我 们 将 介绍 几 种 以 传递 函数 为 依据 
的 稳定 性 判别 准则 . 正 刀 前 面 曾 提 到 过 的 那样 ,普通 的 传递 函数 都 常 是 两 个 * 的 多 项 式 的 
分 式 , 所 以 ,判别 一 个 这 样 的 系统 的 稳定 性 也 就 是 要 求 判 别 一 个 分 母 多 项 式 的 零点 是 否 均 
位 于 左 半 复 平面 内 ,这 是 一 个 古典 问题 ， 路 斯 Routh) 利用 所 谓 “ 路 斯 不 等 式 ” 解 决 了 这 
个 问题 。， 路 斯 不 等 式 所 包括 的 只 是 被 考虑 的 多 项 式 的 系数 "I。 但 是 ,这 个 方法 除 对 极为 
简单 的 系统 外 往往 应 用 起 来 不 太 方便 ,所 以 需要 努力 寻找 更 直观 的 方法 .- 
”由 于 传递 函数 是 比较 原始 比较 直接 的 资料 ,而 且 它 也 能 被 工程 师 所 “物理 地 ”了 解 ,所 
以 工程 师 们 宁愿 采用 一 种 直接 从 系统 的 传递 函数 下 手 的 分 析 方 法 ， 而 个 愿意 把 传递 函数 
再 加 以 变化 . ” 
“用 村 斯 特 发 明了 一 个 这 样 的 方法 ea。 我 们 把 这 个 方法 称 为 乃 民法 унаа 
础 是 一 个 关于 解析 函数 о 的 定理 ,这 里 的 :是 一 个 复 变 数 ， 这 个 定理 是 柯 两 发 现 的 . 
如果 Ks) 在 一 条 闭路 线 G: 的 内 部 有 # 个 单 零 点 和 mw 个 单 极点 (每 一 个 《重要 点 或 
ЖЕЛАЕТЕ TAFARN t 个 单 极点 ) 的 话 ; ЯВ» Ч s 以 顺 时 针 方向 沿 着 C 转动 
НЯ, ЕС) 也 就 以 顺 时 针 恤 向 围 线 原 点 转动 x 一 和 №. ~ 
为 了 把 这 个 很 强 有 力 的 定理 应 用 凤 我 们 的 问题 上 去 ， 我 们 所 选取 的 路 线 C 就 包含 了 
整个 的 右 半 平面 ， 估 为 实数 部 分 是 正 数 的 零点 只 能 在 这 一 个 区 域 里 ， 图 4.3-1 所 表示 的 
就 是 这 样 一 条 路 线 ,这 条 器 线 包 括 了 虚 轴 和 一 个 在 庶 轴 右边 的 半径 是 叉 一 © 的 半圆. В 
先 ;我 们 来 研究 比较 简单 的 情形 ;也 就 是 简单 的 反馈 系统 的 情形 . БКИ 
1) UE SSL iw A NARRA (Hürwitz) RSR. Ванина TENA 
定性 的 教科 书 以 及 一 般 的 调节 理论 教科 书 中 都 可 以 找到 ， 
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1 1 _ 
RG) кесу `` (43-1) 


由 方程 (4.3-1) 我 们 可 以 夏 到 ，1/ FCs) 的 极点 就 是 СС) 的 零点 .如 果 СС) 在 :平面 的 
右 半 部 的 零点 的 个 数 是 mm， 那么 ，1/ Fs) 在 C 的 内 部 就 有 * 个 极点 .因此 , 如 果 希 望 1/ 
FC) 在 :平面 的 右 半 部 没有 零点 , 那么 , Ч ғ 沿 着 图 4.3-1 

里 的 CCR -> оо) 走 一 图 的 时 候 , 就 必须 要 求 1/F,(:) 围绕 

ИАН т ВА, BE, 根据 方程 (4.3-1) 很 容易 看 

出 来 ,这 也 就 相当 于 要 求 1/KG(Cs) 以 反 时 针 方 向 围绕 一 1 点 

转 m 圈 .然而 ,又 因为 K 是 一 个 常数 ,所 以 上 面 这 个 判 据 也 相 

当 于 要 求 /GCs) 以 反 时 针 方 向 围绕 一 K Дт. ЖЕ 

喻 , 当 G(s) Es 平面 右 半 部 没有 零点 ,或 者 m 一 0， 那么 ， 

乃 氏 稳定 准则 要 求 向 量 1/GCs) 不 围绕 —К 点 转动 。 | 

现在 ， 让 我 们 用 下 列 的 简单 的 传递 函数 来 说 明 这 个 方法 
的 应 用 ， 


1 
GG) = s + в А + rs)” 

1/GCs) = sC1 + z,s)(1 + т»). (4.3-2) 

首先 来 考虑 图 4.3-1 的 路 线 cC 的 沿 虚 轴 的 部 分 ,在 这 一 部 分 上 
1 1 . . . 

T = с = io(l + тд) + iro). 
# ш=0 д, 1/С (1) = 10, М «> +00, 1/G(iw) 一 一 :oo， 因此 ， жоу о 增加 
到 оо 的 过 程 中 ,向 量 1/ССо) 的 大 小 也 随 之 增加 ;并且 相 角 从 =/2 增加 到 3z/2. TE 
据 方程 (3.2-2) 相 当 于 负 w 值 《一 2 二 w<0) 的 1/ССо) 的 端点 所 描画 出 的 曲线 也 就 是 
相当 于 正 w 值 的 1/G(io)》 曲线 对 于 实 轴 所 作 的 
“反射 *"” 所 以 , 当 s 在 虚 轴 上 从 一 ?oo 走 到 十 ioo 
的 时 候 ，1/G(iw) 在 图 4.3-2 上 就 描画 出 曲线 

а50с. 

当 * 走 过 图 4.3-1 上 所 表示 的 半圆 的 时 候 ， 
1/GG)=. ВТД, 24 ғ 从 十 ;oo 沿 着 半圆 以 顺 时 
针 方向 转 到 一 rco 时 ，1/GGs) 世 是 顺 时 针 转 动 的 ， 
Ж 1/65) 所 转 过 的 角度 3 倍 于 “所 转 过 的 角 
№. 在 图 4.3-2 里 ,这 一 部 分 曲线 是 以 从 c 到 4 的 
那 一 部 分 所 表示 的 。 根据 这 个 图 形 来 看 ， 如 果 
K = К, 象 图 形 所 画 出 的 那样 ,那么 ,向 量 17GG) 
国 绕 一 Ki 点 转动 的 总 圈 数 等 于 零 ( 因 为 顺 时 针 方 

452 ОБЕ — МЕ са 和 反 时 针 方 向 旋转 的 一 图 半 
ab0c 恰恰 互相 抵消 了 )。 既然 方程 (4.3-2〉 所 给 的 这 个 函数 СС) 根本 没有 零点 ， 而 
1/G(s) 对 一 Ki 的 转动 图 数 也 是 0。 所 以 反馈 系统 是 稳定 和 的。 如 果 , RA 4.3-2 所 表示 
的 那样 ，K = Kus WAE 1/GG) 围绕 一 Ki 点 就 转动 了 两 著 《 曲 线 的 арос 部 分 
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对 一 Ky 点 在 顺 时 针 方 向 转 了 半 轿 ，ca 部 分 以 顺 时 针 方向 转 了 一 图 半 ), 由 于 转动 圈 数 2 
不 等 于 GG) 在 右 半 平面 的 零点 个 数 0, 所 以 ，F,《s》 在 右 半 平 面 有 两 个 极点 ,因而 反馈 
系统 是 不 稳定 的 ， 从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ， 如 果 放 大 系数 K 的 值 相当 大 就 会 使 这 个 系统 
ЖЕ. 系统 的 稳定 放大 系数 值 与 不 稳定 放大 系数 值 的 分 界 点 是 5。 使 系统 稳定 的 放大 
系数 值 K 必 须 在 原点 和 这 个 点 之 间 : 4 < —K < 0. 
对 于 一 般 的 反馈 系统 ,根据 传递 函数 的 一 般 表 达 式 (3.7-357 可 写成 
1 1 
ЕК Е KiGi(s) 
关于 稳定 性 的 问题 也 就 是 方程 (4.3-3) 所 表示 的 函数 1/Р,(5) 在 5 平面 的 右 半 部 有 没有 
零点 的 问题 。 对 这 个 函数 直接 应 用 柯 西 定理 是 很 不 方便 的 ,因为 如 果 这 样 作 的 话 ,我 们 就 
必须 把 向 量 1/KiG.(s》 和 向 量 K;GXs》 相 加 起 来 才 行 。 现 在 ,我 们 假设 CC) 和 GC) 
在 右 半 平 面 的 零点 的 个 数 分 别 是 m то, С.) 和 GC) 在 右 半 平 面 的 极点 的 个 数 分 
别 是 m 和 sn,。 并 且 假 定 所 有 这 些 零 点 和 极点 都 互 不 相等 ,那么 ，1/F,《s) 在 右 半 平面 的 
极点 的 个 数 显然 就 是 m 十 п. WERE 1/F.G) 用 К.С.) 除 一 下 。 ХЛ 
使 表示 式 1/ Fs《s) 增加 了 т, 个 极点 和 m 个 零点 ,但 是 ,还 有 这 样 一 种 可 能 性 : 在 作 除 
法 的 时 候 , 因为 有 些 1/F,《s)〉 的 极点 或 零点 和 G2《s) 的 一 些 极 点 或 零点 是 相同 的 ,所 以 
这 些 零 点 和 极点 就 互相 抵消 掉 了 .假设 这 样 抵消 掉 的 零点 或 极点 的 个 数 是 a， 那么 
1/ Fs)KG2(s) 在 右 半 平 面 的 极点 的 个 数 就 是 mi 十 n, + т — cs。 现在 就 有 


+ КС). (4.3-3) 


— 1! -1 + _ 
F,G)DK,G,G)D K,K,G,()G,;(eD + 1 (4.3-4) 


根据 方程 (4.3-4)，1/ FCs)K2G2Cs》 在 右 半 平面 的 极点 的 个 数 和 1/K.K,G,.GDG,G) 在 右 
半 平 面 的 极点 的 个 数 是 相等 的 ,所 以 也 就 等 于 m + m., ВЕ m+ m, + m, от + 
т, MA п 一 & 一 0。 我 们 假设 反馈 系统 是 稳定 的 ， 因 此 ，1/F,(s) 在 右 半 平 面 没 有 
零点 ， 因 而 1/F,(s)K2G2(s) 在 右 半 平 面 的 零点 的 个 数 就 是 m— с, 也 就 是 0， 所 以 
1/F,《s)KG2(s》 在 右 半 平面 也 没有 零点 为 了 清楚 起 见 ,我 们 把 各 个 函数 在 右 半 平 面 的 
零点 和 极点 的 个 数列 在 下 列 的 表 4.3-1 中 ， 因 此 ， 当 s 走 过 图 4.3-1 所 表示 的 那 条 曲线 
C 的 时 候 , 向 量 1/F,.GOK,G,GOO 就 应 该 围绕 原点 以 顺 时 针 方 向 转动 — Con + m2) №. в 


Ж 4.3-1 


m 数 在 右 半 平 面 的 零点 个 数 在 右 半 平 面 的 极点 个 数 
G1) т: 

с.) т: 

1/F,(s) m, 十 т. 

1 /F,(s)K,G,(s) я, — а m + т + m, а = m, + m, 


据 方程 (4.3-42， 这 个 稳定 条 件 也 就 相当 于 要 求 向 量 1/KKG (CO 围绕 一 1 点 以 反 
时 针 方 向 转动 т, + m, М, 或 者 要 求 向 量 1/С:(5)6(9) 98 (CKK) 点 以 反 时 针 方 
向 转动 m + m, 圈 ， 这 就 是 一 般 的 反馈 系统 的 稳定 性 的 力 氏 判别 法 . 

正如 图 4.3-2 所 表示 的 那个 例子 一 样 , 力 氏 法 中 所 用 的 曲线 的 最 重要 的 一 部 分 就 是 
相当 于 s= io 的 那 一 部 分 . 因此， 我 们 可 以 用 前 向 线路 和 反馈 线路 的 频率 特性 来 直接 . 
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解决 系统 的 稳定 性 的 问题 . 既然， 系统 的 各 组 件 的 频率 特性 的 数据 常常 可 以 用 实验 方法 
确定 ， 所 以 这 种 可 以 直接 利用 实验 资料 的 方法 是 很 有 利 的 。 这 是 刀 氏 法 的 优点 ， 旋 氏 法 
的 缺点 在 于 它 不 能 够 确定 稳定 的 程度 ， 也 就 是 说 它 不 能 回答 这 样 一 个 问题 : 如 果 系 统 是 
稳定 的 ,那么 , 它 的 阻尼 到 底 有 多 么 大 昵 ? 为 了 解答 这 个 问题 , 我 们 可 以 把 已 有 的 准则 改 
变 成 这 样 : 要 求 1/F.(s) 在 一 条 位 于 左 半 平 面 而 平行 于 虑 轴 的 直线 的 右 方 没有 零点 .这 
条 直线 和 虚 轴 的 上 距离 一 * 就 表示 最 低 限 度 的 阻尼 .所 以 只 要 把 路 线 C 适 当地 改换 一 下 ; 
《 沿 着 路 线 的 :以 及 C 内 所 包含 的 零点 个 数 当然 也 随 之 改变 了 》 力 氏 准则 仍然 是 可 用 的 ， 
但 是 这 样 作 的 时 候 ,我 们 必须 知道 的 是 传递 函数 在 直线 = 一 4 + iw 上 的 值 , 而 不 是 在 

二 іо 上 的 值 了 .所 以 ,关于 频率 特性 的 资料 就 不 再 能 直接 应 用 了 ,这 样 一 来 , ЛАВЫ 
失去 了 它 的 主要 优点 .但 是 ,对 于 这 个 问题 , 艾 文思 (Evas) 发 明了 一 个 不 同 的 处 理 方 
法 ,这 个 方法 比 乃 氏 法 有 其 独特 之 处 . 在 下 一 节 里 ,我 们 就 来 讨论 这 个 方法 。 
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我 们 先 来 考虑 简单 的 反馈 系统 的 情形 . 这 时 ,基本 的 问题 就 是 求 出 下 列 方程 的 根 : 


= 1. 1 - 
0 FO 65 (4.4-1) 


其 中 的 GG) 是 已 知 的 函数 。 艾 文思 法 的 基本 作法 就 是 把 这 些 根 确定 为 放大 系数 玉 的 通 
数 ,所 以 这 个 方法 也 称 为 根 轨迹 法 。 如 果 我 们 用 艾 文 思 法 处 理 问题 , 那么 , 相应 于 对 根 所 
提出 的 任何 要 求 ,我 们 都 可 以 找到 合乎 要 求 的 放大 系数 天 的 数值 ， 因 此 ,用 这 个 方法 所 能 
作 到 的 事情 比 前 节 中 所 述 准 则 要 多 得 多 ,并 且 对 于 反馈 系统 的 其 它 设 计 准 则 来 说 ,也 可 以 
用 艾 文 思 法 把 设计 问题 加 以 解决 

必须 假设 СС) 是 由 它 的 零点 po po tto Pa 和 它 的 极点 qio 4027775 ga 所 给 
ВО. 根据 由 方程 (3.2-1》,《3.3-2),《3.3-4) 所 给 的 放大 系数 的 定义 。 

— 4 G - рб p: : ` рь) _ 
РКО 942) 
其 中 | 

д = 90-90-94»). 
(— р (— р) Ср). 
对 于 实际 的 物理 系统 来 说 ，GCs) 的 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 都 是 实数 ， 所 以 ,这 
些 靖 或 者 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 的 共 斩 复数 ,类 似 的 ,这 些 9 或 者 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 
ЗЕЕ Жк. А, 4 必然 是 实数 .不 但 如 此 , 在 安排 普通 的 工程 系统 的 时 候 , 我 们 还 经 
常 使 4 是 一 个 正 数 。 因 此 ,在 以 下 的 讨论 里 ,我 们 就 把 4 看 作 是 一 个 正 实数 .在 普通 情况 
F GG) 的 分 母 多 项 式 的 次 数 总 是 大 于 或 者 等 于 分 子 多 项 式 的 次 数 , 也 就 是 n 2 m. И 
在 ,我 们 把 方程 (4.4-2) 里 的 每 一 个 因子 都 写成 向 量 形式 : 


$ — P = Piet, 


s — p, = Ре, 


e e ease ee ee 


$ 一 р» 一 Pae Tm, (4.4-3) 
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5 — 4: = Оле 
5— Ф = Оле, 
$ — q, = Оле», (4.4-4) 
Poete 就 是 从 р, 点 到 :点 的 向 量 ，9,.e%*r 就 是 从 q, 点 到 * 点 的 向 量 。 + 是 复 s 平面 上 
的 代表 变数 的 点 。 利 用 方程 (4.4-3) 和 (4.4-4)，G(s) 就 可 以 写成 , 
D = q Форс. (Ренн) _ 
GÇ ) 4 (Оле: (Оле), ` -(О„е =) ` 45) 
既然 4 是 正 实 数 ,我 们 又 可 以 把 方程 (4.4-5) 写 成 | 
GCs) = Re”, (4.4-6) 


在 这 个 表示 式 里 CPP .py 
Р = А 007795 - -0 > (4.4-7) 
而 
0 = (m. + pt --- + gm) — (0, + 0,+ --- + Ө,). (4.4-8) 


负 为 这 些 P 和 2 都 是 方程 (4.4-3) 和 《4.4-4) 所 规定 的 向 量 的 长 度 , 所 以 , 它们 都 是 正 数 。 
因此 , R 是 正 数 。 这 样 一 来 , 求 传递 函数 的 倒数 的 根 的 基本 方程 (4.4-1) 就 变 为 


е9 


一 一 ! 


KR 
不 难看 出 ,如 果 希 望 满足 这 个 方程 ,就 必须 有 | 

KR =], (4.4-9) 
和 

9 = tr, (4.4-10) 


УХА. 首先 ,要 找 出 所 有 满足 适当 的 角度 条 件 式 (4.4-10) 的 * ЖЕ, 这 样 
我 们 就 得 出 所 谓 根 轨迹 的 曲线 ， 然 后 ， 对 于 根 轨 迹 上 的 每 一 点 我 们 都 可 以 算出 相当 的 R 
值 再 用 方程 C4.4-9) 我 们 就 得 出 相当 的 玉 值 。 关 于 描绘 根 轨迹 的 方法 , 艾 文思 提出 了 一 
些 有 用 的 法 则 。 现 在 我 们 把 这 些 法 则 说 明 一 下 : 

法 则 1。 如 果 K 一 0， 根 据 方程 (4.4-1) 必 然 有 GG) — оо. ВЦ, K = 0 时 1/ 
FC) 的 根 都 是 СС) 的 极点 ,或 者 说 , 根 轨迹 都 是 从 СС) 的 极点 开始 的 。 在 * 平面 上 
Я СС) 的 极点 . 

法 则 2. 如果 К оо, RARE GG) 一 0。 所 以 , 根 轨迹 上 相当 于 天 一 co 的 点 ， 
可 能 是 GG) 的 零点 。 在 * НЕПАЛ ИЖ GG) 的 零点 。 如 果 n>m, М 
GC) 的 零点 的 个 数 比 1/F,GO 的 零点 的 个 数 少 。 但 是 ,在 这 种 情形 中 , 当 :一 co 时 ， 
GG) 一 0， 所 以 ，* 一 оо 就 补充 了 那些 缺少 的 根 ， 此 外 ,对 于 非常 大 的 和， ` 
A 


Gls) ~ 4. 
购 此 ,方程 (4.4-1) 可 以 近似 地 表示 为 
s = — КА. 
于 以 , 根 轨 迹 的 渐 近 线 的 相 角 就 是 
rr 


5 k=1, 2, 3, ee, (4.4-11) 
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法 则 3。， 在 实 轴 上 的 根 轨 迹 是 实 轴 上 的 一 些 交 替 的 线段 ,这 些 线 段 的 端点 都 是 GG) 
的 实 零 点 或 СС) 的 实 极点 ， 而 且 这 些 交替 的 线段 从 所 有 这 些 零 点 与 极点 中 最 右边 的 那 
一 个 点 (可 能 是 零点 ,也 可 能 是 极点 ) 开 始 。 

这 个 法 则 是 很 容易 验证 的 。 我 们 在 实 轴 上 随便 取 一 个 点 +. АВИА 
这 个 点 的 向 量 的 角度 就 是 +p 与 —ф, АЗ Нарху 角度 就 是 
+0 与 一 6 (因为 复 共 罗 点 对 于 实 轴 是 对 称 的 )， 所 以 ,相当 于 复 共 酸 零点 或 复 共 析 极 点 
的 角度 的 总 和 等 于 零 . 如 果实 轴 上 的 一 个 极点 或 是 一 个 零点 在 : 点 的 左面 ,那么 ,从 这 个 
极点 或 零点 到 s 点 的 向 量 的 角度 就 是 0, 如 果 这 个 点 在 s 点 的 右面 ， 那么 ， 从 这 个 点 到 s 
点 的 向 量 的 角度 就 是 *。 因 此 ,如 果 在 s 右面 的 零点 与 极点 的 总 数 是 一 个 奇数 ,那么 , 角 
度 的 总 和 就 是 = (因为 2z 的 整 倍数 对 问题 毫 无 影响 )。 

法 则 4， 如 果 发 生根 轨迹 从 实 轴 上 离开 的 情况 ,我 们 可 以 用 这 样 一 个 条 件 来 估计 根 
轨迹 在 实 轴 上 的 离开 点 的 位 置 ， 如 果 根 轨迹 上 的 一 点 离开 实 轴 的 距离 是 一 个 非常 小 的 数 
Ao， 那 么 ,由 于 在 右面 的 GCs》 的 零点 与 极点 所 引起 的 角度 增加 一 定 恰好 被 在 左面 的 零 
点 与 极点 所 引起 的 角度 威 少 所 抵消 ， 

- 例 ， 考 形 下 列 的 传递 函数 ; | -. 
0.001)(2)(6 

GG) = (G + TEE +6)’ (44-12) 
ш K = 0 时 ， 根 轨迹 从 实 轴 上 的 — 0.001, 一 2 和 一 6 出 发 ， 在 实 轴 上 的 根 轨 迹 就 是 
一 0.001 与 一 2 之 间 的 线段 以 及 一 6 与 一 % 之 间 的 线段 。 在 这 个 情形 里 , mw 一 0,n = 3, 
所 以 ,按照 方程 (4.4-11) 渐 近 线 的 相 角 就 是 十 x/3、 一 x/3, wx。 假设 根 轨迹 在 实 轴 上 的 А 

点 (点 当然 要 在 一 0.001 与 一 2 之 间 ) 处 离开 实 轴 。 应 用 法 则 4 就 有 

До Ао Ао 

% + 0.001 tara + 29679 


(А, + 2)(4, + 6) + С, + 0. 00190, + 6) + Q, + 0. 0012 + 2) = 0. 
Bi 322 + 16.0022, + 12.008 = 0. 


д, = —16.002 _ J (26002) — 12.008 _.__0.904. 
6 6 3 


法 则 5。 常常 可 以 利用 直角 的 某 些 性 质 来 估计 根 轨迹 从 左 半 平面 过 渡 到 右 半 平面 时 
与 碰 轴 的 交点 ， 

例 ， 让 我 们 还 是 来 考虑 由 方程 C4.4-12) 所 表示 的 传递 函数 除了 原点 “一 9 之 外 > 
这 个 传递 函数 可 以 非常 近似 地 用 下 列 关 系 式 表 示 : | 


G() = (0.001)(2)(6) . 
sG + 2)G + 6) 


正如 图 4.4-1 所 表示 的 那样 ，bssx/2， 因 此 :方程 (4.4-102 就 给 出 
8 一 一 “< — 0 — 0, — =, | 
.2 
或 者 


x 
0;+0, = —, 
2 3 2 
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ЧН, 从 图 上 可 以 看 到 有 下 列 关系 : 
й == 6, +6, q re i 
因此 
Зиля. 
法 则 6。 根 轨迹 离开 一 个 极点 (或 趋 近 于 一 个 零点 ) 时 的 方向 也 可 以 计算 出 来 , 只 要 


把 平面 上 所 有 的 零点 与 极点 到 这 个 被 考虑 的 极点 (或 零点 ) 的 角度 加 以 计算 就 可 以 了 ， 
а: 图 4.422 “所 表示 的 是 相应 于 某 一 个 传递 函数 GG) В, СС) 在 实 轴 上 有 


а = В. 


ДА 
я 
4 


с = Coob VEO 
* “G+ 0.00DG +296 +6). 


OCE 4.1 . ва М 4.4-2 


两 个 极点 和 两 个 零点 ,同时 , НХ ООН. ЛЕНУ Ерец 9, 非常 接近 
的 一 点 s。 44 到 的 向 量 的 相 角 6， 就 是 根 罗 迹 离开 gq, 时 的 方向 。 从 各 个 极点 和 各 个 
FARS 点 的 向 量 的 角度 仍然 可 以 看 作 是 ps 9。 O M Os, 所 以 , 根据 方程 (4.4-10)， 
Ө, 就 由 下 列 方程 所 确定 : о. и: 
Cp: + Pa) — [(0, + ө, + ө) 4 + ө] = д, 
根据 以 上 所 讲 的 六 条 法 则 就 能 得 出 根 轨 迹 的 主要 的 特性 。 对 于 中 间 的 情形 〈 天 既 不 
等 于 零 , 也 不 趋 近 于 oo 的 情形 ), 我 们 可 以 先 在 平面 上 适当 地 选取 一 些 点 ,然后 用 试 算 的 方 
法 对 这 些 点 加 以 格 验 ， 银 据 检查 的 结果 把 属于 根 轨迹 的 点 保留 下 来 这样 就 可 以 逐步 地 
把 根 轨迹 完全 描绘 出 来 。 沿 着 根 轨 迹 曲线 ， 我 们 可 以 算出 相应 于 每 一 点 的 放大 系数 久 的 
“ 值 ， 如 果 已 经 把 符合 设计 秘 求 的 1/F,G) 的 零点 位 置 选择 好 了 ， 那 么 相当 的 玉 值 也 就 可 
以 完全 确定 ,这 样 一 来 ， 反馈 系统 的 设计 问题 就 得 到 了 解决. 当然 ,一般 说 来 ,实际 的 设计 
过 程 当然 要 比 所 讲 的 要 复杂 一 些 ， 9 
RAT DUBR SUR SEEE HO а Ар, 
将 方程 (4.4-1) 和 (C4.4-2) 合 并 起 来 ,就 得 出 | 
G —q)G gg) _ 
Gs = POG — p): ` G Pa) ка. 
如 果 , 先 取 这 个 方程 的 对 数 ,然后 再 用 2x 除 一 下 ,我 们 就 有 
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wÇ) = > S log Cs — 40 — = Slog C — р) = 二 log KA 十 (=). (4.4-13) 
i=1 п. z 


方程 (4.4-13) 这 样 一 个 数学 表示 式 可 以 有 很 多 种 不 同 的 物理 解释 。 一 个 很 明显 的 物理 解 
RREH WCs》 看 作 是 完全 不 可 压缩 的 流体 的 一 个 二 维 无 施 运 动 的 复 势 函数 2， 如 果 
$4, о) EBRR, ФО, о) 是 流 函数 ,那么 就 有 

WCs) = $Q. o) + ipCh, w) (4.4-14) 
其 中 * 一 2 十 iw， 因 此 ,表示 1/Е, С) 的 根 轨迹 的 方程 (4.4-13) 可 以 这 样 解释 。 根 轨迹 
就 是 流 函 数 取 常数 值 1⁄2 的 那些 曲线 ;所 以 , 用 流体 力学 的 术语 来 说 , 要 轨迹 就 是 由 1/2 
流 线 的 各 个 分 枝 所 组 成 的 。 沿 着 这 条 流 线 势 函数 的 值 是 逐 点 改变 的 , 它 等 于 

2. log КА. 


方程 (4.4-13) 还 表示 这 样 一 个 事实 :这 个 流动 是 由 个 单位 强度 的 源 点 giogo an 
和 m 个 单位 强度 的 汇 点 po Pott ,pm 所 构成 的 .在 我 们 的 图 形 表示 法 里 是 用 小 圆 点 表示 
源 点 ， 用 小 圆圈 表示 汇 点 。 有 了 这 样 一 个 解释 , 我 们 就 可 以 “理解 ”图 4.4-1 和 图 4.4-2 中 
根 轨迹 的 图 形 . 
流体 力学 比 氢 还 有 另外 一 个 很 大 的 用 处 : 它 能 够 提 永 我 们 怎样 把 系统 加 以 改变 ， 使 
系统 具有 更 好 的 性 能 、 举 例 来 说 ,假设 有 一 个 系统 是 由 下 列传 递 函 数 所 代表 的 ， 
G(s) = a 14:1 < 1421, 
那么 ,即使 放大 系数 及 的 值 较 小 ,在 闭路 控制 的 情形 下 , 这 个 系统 仍然 可 能 是 不 稳定 的 ,其 
根 轨迹 的 形状 和 图 4.4-1 中 的 根 轨迹 相 象 。 这 时 , 流体 力学 比拟 立刻 就 提示 我 们 这 样 作 : 
只 要 在 q, 附近 增加 一 个 汇 点 p. 并 且 在 а, 附近 增加 一 个 源 点 9, 就 可 以 把 UU 点 附近 的 流 
线 向 左 方 推 过 一 些 距 离 ， 因 而 也 就 把 过 波 点 忌 的 位 置 加 高 一 些 ， 使 临界 稳定 时 的 天 值 较 
大 .因此 ,修改 后 的 传递 水 数 就 是 
GG) = q Gs — pO 4:4: . 
pe G — q) ss— q)DG Ф). 
4.4-3 所 表示 的 就 是 相应 的 根 轨 迹 。 因 为 lel < 14:1. ， 所 以 与 原来 的 传递 函数 串联 的 


附加 传递 函数 4. 029. аня 


4 


超前 的 , 这 个 函数 与 第 3.3 节 中 方程 
(3.3-8) 所 表示 的 相 角 超前 电路 的 传递 
函数 是 同一 类 型 的 . 

流体 力学 比 报 还 可 以 使 我 们 了 解 用 
反馈 线路 使 一 个 反应 缓慢 的 机 构 增 大 反 
应 速度 的 可 能 性 。 因 为 如 果 希 望 反 应 迅 
速 就 必须 要 求 根 的 数值 比较 大 .现在 ， 
为 了 简单 起 见 ， 假 定 我 们 有 一 个 一 阶 的 
钱 性 机 械 系统 ， 这 个 系统 的 特性 是 用 负 图 4.4-3 
实 负 上 的 一 个 数 信 很 小 的 g， 点 来 表示 的 。 如 果 我 们 把 这 个 系统 与 一 个 相当 大 的 负 实 数 


修改 后 的 и 
根 轨迹 
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4 表示 的 反应 很 快 的 电路 串 接 起 来 ,这 个 系统 的 反应 速度 并 不 能 够 改进 , 因为 ,我 们 仍然 
还 有 一 个 数值 很 小 的 根 9。 但 是 ,如 果 我 们 把 反馈 线路 连接 起 来 , 从 流 线 的 形状 , 或 者 说 
是 根 轨迹 ,可 以 看 出 , 当 放大 系数 天 的 值 从 К = 0 开始 增加 时 , 根 也 就 从 q 点 开始 向 左 
方 移动 . 因此 ,对 于 一 个 适当 地 选取 的 放大 系数 天 的 值 ,我们 就 可 以 使 得 根 的 数值 比 9: 大 
一 些 ,因而 也 就 可 以 使 系统 的 反应 速度 更 加 快 一 些 . 

以 上 讲 过 的 一 些 描绘 根 轨迹 的 办 法 ， 对 于 一 般 的 反馈 系统 也 还 可 以 应 用 。 这 时 的 问 
题 就 是 要 描 夯 方程 (4.3-3) 所 给 的 UEG 的 根 轨迹 ,所 以 ,表示 根 轨迹 的 条 件 就 是 


oT —К,б:($). 


因为 1/F.(s) 的 根 和 С.) 的 零点 不 会 相同 ,所 以 我 们 可 以 用 G(s)/Ki 把 上 面 的 方程 
除 一 下 :因此 就 有 
1 . 
TOG = —КК.. (4.4-15) 
GG) = G(s) Gs), 
К = Kik,. (4.4-16) 
然后 , 再 把 方程 (4.4-15) 和 (C4.4-1》 比 较 一 下 ,就 可 以 看 到 , 求 一 般 的 反馈 系统 的 根 轨迹 的 
问题 就 化 为 前 面 讨论 过 的 求 简单 的 反馈 系统 的 根 轨迹 的 问题 了 。 在 第 4.3 节 里 我 们 曾经 
比较 谦 愤 地 分 析 了 把 乃 氏 法 应 用 到 一 般 的 反馈 系统 上 去 的 问题 ,事实 上 ,对 于 那个 问题 也 
可 以 用 现在 的 由 方程 (4.4-167 所 表示 的 简化 方法 进行 分 析 。 因 此 , 如 果 只 就 稳定 性 来 考 
虑 系统 的 定性 的 运转 性 能 的 话 ,简单 的 反馈 系统 和 一 般 的 反馈 系统 并 没有 什么 区 别 ,只 不 
过 不 要 忘记 式 (4.4-16) 这 一 个 关系 就 是 了 。 只 有 在 需要 对 系统 的 运转 性 能 进行 定量 的 研 
究 时 ,我 们 才 必 须 对 方程 (3.7- 3 和 方程 (3 7- 7) 所 者 示 的 这 两 个 系统 传递 函数 的 区 别 给 вт 
应 有 的 注意 . 


如 果 我 们 设 


4.5 伯 德 方 Еб 


根 轨迹 在 点 从 左 半 : Зра Арз :平面 ,既然 点 在 虚 轴 上 ,所 以 它 当 然 就 代 
” 表 一 个 纯 车 数 根 iw*。 换 句 话说 ,方程 (4.4-1) 被 ， 一 io* 所 满足 ,也 就 是 
KGCiw*) = FGo*) == —1 == 1 ei 

因此 , 当 频 率 特性 ЕС) 的 振幅 M 等 于 1, 同时 相 角 0 等 于 一 x 时 ,就 发 生 了 从 稳定 过 渡 
到 不 稳定 的 临界 情况 。 这 个 临界 条 件 也 可 以 由 力 氏 稳定 准则 推导 出 来 ,因为 在 1/ ЕС) 
图 上 的 一 1 点 就 是 临界 点 . 其 实 ,只 要 研究 一 个 典型 的 例子 《例如 图 4.3-2) 就 可 以 看 出 来 ， 
在 稳定 的 情形 里 , 1/F(Ciw) 曲线 总 是 把 一 1 点 包围 在 内 的 。 因 为 ,在 一 般 情 况 下 1/F(iw) 
的 振幅 总 是 随 着 o 的 增加 而 增加 的 , 所 以 如 果 希 望 1/F(Ciw》 曲 线 把 一 1 点 包围 在 内 ,只 
要 要 求 当 1/F(iw)》 的 相 角 0 等 于 一 x 的 时 候 ，1/F(w) 的 振幅 比 1 大 就 可 以 了 , 或 者 也 
可 以 这 样 说 ， 当 6 等 于 一 < 时 ,M 必 须 小 于 1; REM M = 1 的 时 候 , Ө 应 该 比 一 x 还 
要 大 。 这 个 稳定 条 件 就 是 伯 德 法 的 根据 ， 我 们 把 频率 特性 的 振幅 等 于 1 时 的 频率 称 为 放 
太 系 数 临 界 点 、 从 力 氏 曲线 可 以 推 知 , 如 果 系统 的 开路 频率 特 福 所 决定 的 相位 方程 
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аек): = —= 

ПН — 0918, ЖЕНЕ КЛАС Е: 反馈 系统 稳定 的 
充 要 条 件 是 当 20log |KG(Ciw)| > 0 时 相位 角 Ө = argKG(iw) > 一 = 例如 ,图 4.5-1 所 
示 的 开路 系统 用 一 1 反馈 后 是 稳定 的 . 

我 们 知道 ， 榴 定性 本 身 是 一 个 定性 的 概念 ， 
在 实际 工作 中 ,定性 的 分 析 往 往 不 能 满 症 工程 上 
的 要 求 。 因 为 当 有 人 说 “ 蘑 一 系统 是 稳定 的 "， 我 
们 只 知道 , 当 :一 co 时 , 这 一 系统 的 输出 不 会 发 
散 ， 但 不 知道 衰减 时 间 如 何 。 为 了 赋予 稳定 性 以 
定量 的 意义 ， 在 伯 德 图 内 引进 稳定 裕 度量 。 图 
4.5-1 内 之 6 称 为 相 稳定 裕 度 ，M BARBER 
度 。 经 验 告 诉 我 们 ,良好 的 线性 系统 , 一般 0, 大 于 
10°, М, ЖЕ 20 分贝. 

还 有 一 种 精 况 ， 就 是 虽然 开路 系统 是 不 稳定 . 
的 ,例如 KOC) 在 右 半 平面 内 有 极点 ,但 施 土 简 
单 的 一 1 反馈 后 系统 却 是 稳定 的 。 采 用 力 氏 图 推 
理 的 办 法 可 以 求 出 对 开路 不 稳定 的 反馈 系统 稳定 
性 的 判 据 准则 : 设 KGCs》 在 右 半 平 面 内 有 т | 图 4.51 
BE WNN 一 1 反馈 后 系统 稳定 的 充 要 条 衬 是 在 2018 | КОР 20 的 一 切 地 方 相 频 特 
性 ӨСш) 

从 下 往 上 穿越 和 0 一 一 * 的 交点 比 从 上 往 下 穿越 和 9 = 一 * 的 交点 多 m 个 . 此 


时 相 稳定 裕 度 和 幅 稳定 裕 度 分 别 为 arg KGCiw) 一 0 时 的 20108 |КС (+) | 的 最 大 信和 
20log |KG(iw)| 一 0 处 0(o) 的 最 小 值 。 
采用 伯 德 法 的 时 候 ， 可 以 直接 利用 关于 闫 素 特 性 的 资料 ， 在 这 一 点 上 伯 德 法 与 乃 氏 法 

是 相似 的 。 伯 德 法 的 优点 是 简单 易 行 ， 但 是 它 与 艾 文思 的 根 轨迹 法 比较 起 来 也 还 有 一 个 
很 大 的 缺点 ， 因 为 根据 伯 德 法 是 不 能 知道 稳定 的 程度 的 . 为 了 补救 这 个 缺点 ， 奥 斯 本 
(Osborn) 给 了 一 个 半 经 验 的 公式 ， 利用 这 个 公式 就 可 以 计算 相当 于 最 危险 的 根 (也 就 是 
离 库 轴 最 近 的 根 ) 的 阻尼 系数 “。、 他 的 公式 是 | 

~la 

“+> 
其 中 。 是 在 放大 系数 临界 点 处 的 相 补 角 的 数值， 度量 单位 是 “ 度 ”《“o”),m КАЯ 
临界 点 处 20log 颂 仇 线 对 于 ww 而 言 的 斜率 。 量 度 $ 时 所 用 的 肝 间 单位 和 量度 o 时 所 用 的 
时 间 单 位 是 相同 的 . пй, 如 果 а == 30° 而 т == 34, 那么 ¿ez1/3.4 = 0.3. 


20 log | KG(iw) 


4.6 多 回路 系统 


到 有 目前 为 止 ， 我 们 所 讨论 过 的 系统 都 是 单 回路 也 就 是 说 ， ела 
一 个 闭合 的 路 线 ， 但 是 ,在 实际 的 工程 问题 中 往往 需要 更 复杂 的 系统 ;例如 ,图 4.6-1 më 


108 第 四 章 。 控制 系统 分 析 


补偿 线路 


oF ОВ 
图 4.6-1 


示 的 方块 图 就 是 一 个 典型 的 控制 系统 , 这 个 系统 是 用 来 控制 飞机 对 于 一 个 轴 的 转动 的 钙 。 
图 中 前 内 回路 (也 就 是 8 所 在 的 回路 ) 称 为 控制 面 位 置 的 反馈 (所 谓 “ 控 制 面 * 就 是 飞机 表 
面 的 起 控制 作用 的 可 动 部 分 ,例如 舵 , 副 翼 等 部 分 ), 或 者 称 为 硬 式 反馈 .如果 没有 把 内 回 
路 闭合 起 来 ,我 们 就 得 到 普通 的 反馈 控制 系统 ,而 且 
УС) OO) 


ХС) ТАЕ СЕСЕ" 2—60 
如 果 把 内 回路 和 外 回路 《Fs(s》 所 在 的 回路 ) 都 闭合 起 来 ,就 有 
AG) = F,G)[XG2 — BACs) 一 F,G2YG21 
《这 里 的 AG) 表示 控制 面 的 运动 ), 以 及 
YG) = FAC). 

因此 ,就 得 到 

ACs) = F (O 一 

XG) ТЕВЕ) + ВОР (46-2) 
和 . 

YG) — FCs) FCs), (4.6-3) 


ХС) 1 + ВЕ, (5) + Е.С)Е, С), С)" 

这 个 控制 系统 的 稳定 性 与 反应 速度 是 由 函数 1 + 8F,G2 + Р.С) Е.С), (6) 所 决定 的 。 
因为 在 这 个 系统 中 , 补偿 线路 , 放大 器 以 及 内 回路 的 放大 系数 8 都 是 很 容易 改变 的 ,所 以 
我 们 也 就 不 难 设计 出 一 个 特性 相当 理想 的 传递 函数 来 ， 而 且 并 不 需要 改变 飞机 的 结构 设 
计 以 及 它 的 机 械 装置 ` 

在 设计 一 个 良好 的 控制 系统 时 ， 常 常 遇 到 这 样 一 个 困难 : 如 何 使 系统 不 但 能 进行 很 
准确 的 控制 (也 就 是 要 求 放大 系数 多 的 值 相当 大 》, 而 且 还 有 相当 快 的 反应 速度 和 合适 的 
阻尼 性 质 ， 这 个 间 题 就 使 人 们 产生 了 把 开路 控制 方法 与 闭路 控制 方法 结合 起 来 的 想法 . 
这 种 系统 很 早 就 在 实际 工程 中 得 到 了 应 用 "4. ПЖ 4.6-2 所 表示 的 系统 ,在 这 个 
系统 中 开路 控制 部 分 和 闭路 控制 部 分 是 平行 安排 的 。 因 此 ,有 

FCX C) = Y,G) 

和 
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开路 控制 器 
=i 
OL IQ | mag 


图 4.6-2 


МӨ! 一 Е,Сғ){Ү,(ғ) + Е.С)ГХС) 一 F,(s)Y (Cs)] }. (4.6-4) 
把 输出 ҮС) 解 出 来 ,就 得 | 
ҮС) 一 F GO FCs) + FOFG) (4.6-5) 


ХС) 1+ Е,С)Е,С)Е, ($) 
因此 ,系统 的 稳定 性 和 反应 速度 的 特性 决定 于 1 十 ЕСО Fa(s) Fs) 的 零点 , 而 与 Е.С) 
6. 既然 ЕК) 是 不 能 改变 的 ， 所 以 关于 稳定 性 的 设计 问题 就 是 要 寻求 适当 的 传递 函 


、 — | ECO)ECO) + F,G@)F/0)| asan 
Ë FG) 和 FC). 闭路 系统 的 放大 系数 K РР | 


应 速度 以 及 稳 态 误差 不 但 与 Fl), FG), FO 有 关 ， 而 且 还 与 开路 控制 部 分 的 传递 函 
数 FCO 有 关 。 因 此 ,反馈 回路 的 设计 可 以 完全 决定 系统 的 稳定 性 和 反应 的 动力 特性 ; 至 
于 系统 的 稳定 状态 或 是 “同步 运转 ”的 情况 就 与 系统 的 开路 控制 部 分 有 很 密切 的 关系 了 ， 
所 以 ,只 要 适当 地 设计 FC) FC 和 FCO 就 可 以 使 系统 不 但 稳定 而 且 还 具有 相当 好 
的 控制 性 能 。 = 

如 果 系 统 中 有 许多 需要 同时 加 以 控制 的 变数 ,而 且 这 些 变 数 之 闻 也 有 关联 的 话 ( 例 如 
火力 发 电站 的 情形 )， 那 么 ,系统 的 方块 图 也 就 是 多 回路 的 ， 而 且 其 中 的 反馈 关系 也 比较 
复杂 。 这 种 复杂 系统 的 一 个 例子 是 飞机 的 自动 控制 系统 和 导航 系统 中， 对 于 这 样 一 个 系 
绕 的 分 析 工作 。 虽 然 也 还 是 根据 这 一 章 对 于 简单 的 反馈 系统 所 提出 的 同样 的 一 些 原则 进 
行 的 ,但 是 由 于 系统 过 分 复杂 ,如果 不 依靠 计算 机 ,这 种 分 析 工作 简直 是 无 法 进行 的 。 
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工程 问题 中 变 系数 系统 常常 遇 到 ,如 飞机 ,火箭 等 做 为 受 控 对 象 在 整个 飞行 过 程 中 其 
参数 不 断 变化 ， 有 了 时 这 种 变化 十 分 剧烈 为 了 确定 这 种 系统 的 人 性能， 首先 要 判断 其 稳定 
人 性。 遗憾 的 是 , 变 系数 系统 的 稳定 判 据 至 今 没有 一 个 既 严 格 而 又 使 用 简便 的 准则 。 固 然 ， 
用 李 雅 普 诺 夫 直接 办 法 和 其 他 近似 方法 (例如 特征 数 方法 ), 一 般 说 来 ,理论 上 可 以 解决 稳 
定性 问题 ， 但 在 实际 工作 中 这 些 方法 均 嫌 过 于 复杂 。 这 是 因为 它们 都 依赖 于 系统 系数 及 
其 基本 解 的 一 些 深刻 的 分 析 特征 ， 后 者 却 又 常常 得 之 不 易 。 因 此 它们 没有 在 实际 工作 中 
得 到 广泛 应 用 。 另 一 方面 在 工程 实践 中 ,对 变 系数 系统 的 分 析 又 是 回避 不 了 的 现实 问题 
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人 们 不 得 不 求助 于 一 些 较为 粗略 的 估计 ,虽然 后 者 理论 上 不 够 严密 ,但 在 实用 中 却 行 之 有 
效 ， 本 节 的 目的 是 对 现 有 的 某 些 方法 作 一 些 讨论 ， 指 出 其 优 缺 点 使 读者 在 使 用 这 些 方法 
时 有 所 依据 , 而 同时 又 保持 警惕 ,在 工作 中 审慎 行事 ,不 至 于 由 于 方法 本 身 的 缺陷 造成 技 

术 上 的 恶果 . | | I! 
对 于 一 类 结构 简单 的 系统 ， 有 时 可 以 找到 较为 关 整 的 处 理 办 法 ， 在 近代 计算 技术 条 
件 下 ,可 以 较为 简单 的 获得 系统 稳定 性 的 判 据 ， 下 面 普 先 推荐 这 样 一 个 方法 。 设 有 系统 
200 EE + oo S 


其 中 oi(z) 是 连续 有 界 变 系数 。 如 第 二 章 所 指出 的 那样 , 式 C4.7-1) 可 以 写成 一 阶 向 量 方 
程式 


+ eee + d(x = 0, С4.7-1) 


== = AG)x, 0 =< ¿< eo, (4.7-2) 
£ 


这 是 一 个 线性 系统 ,所 以 只 要 它 的 零 解 稳定 , 那么 它 的 一 切 运动 都 是 稳定 的 。 因 此， 我 们 
可 以 研究 这 个 系统 的 稳定 人 性。 显然 ; 式 (4.7-2) 的 解 可 以 写成 


х( = x, + Í АСт)х(Ст)ат ~ : „ (4.7-3) 

对 系统 式 (4.7-2) 我 们 有 下 列 稳 定性 判 据 准则 : | | 

(1) 若 式 (4.7-2) 的 基本 解 有 界 则 系统 稳定 。 反 之 * 若 系统 稳定 , 则 其 基本 解 必 有 界 . 

设 OG) 是 式 (4.7-?) 的 基本 解答 阵 , 且 ФС) — E 为 单位 矩阵 ， 因 此 有 
| х(0 = $G, дж х(и) = Xo. 
对 它 显然 有 不 等 式 

|x; (| < > |х| > i=], 2, 
由 于 gia(t) AR |9.) | Мно, 令 M 为 所 有 м. 中 的 最 大 者 ， 于 是 
上 式 可 改写 为 | 
|=; G) | < M > |=. | «Иж, i = l, 2, egn 

将 上 式 平方 相 加 并 开 方 后 有 
ЕО < Ми я а. 
按 李 雅 普 诺 夫 关 于 稳定 性 的 定义 ， 若 给 定 s> 0， 则 可 以 选 9 此 时 ， 当 


llxll < == T 时 恒 有 lxo l <e 因此 x() = 0 的 解 是 稳定 的 。 
对 系统 
4х (а + BCE | (4.7-4) 
有 判别 准则 
(2) EDER 
| Y = ду I (4.7-5) 


稳定 ,而 


4.7 关于 变 系 数 线性 系统 的 稳定 性 111 


r s |p, Ce) [41 < co, (4.7-6) 
0 a,B=1 
划 系 统 式 《4.7-4) 稳 定 . | u i 
根据 判 据 法 则 (C1) 可 知 , 这 里 只 需 检 查 式 (4.7-4) 的 解 为 有 界 就 够 了 ， 因 为 
хр = x, + Í CA + ВСт))я(т)йг, 
或 者 | 
x (2) = ex 十 | e^ B(r)x(r)dz, 
故 


асо еж + || ( 2 васе) E 1.1) teclae, 


2925 5%(4.7-5 ЖЕ Пе 有 界 , 小 于 某 一 常数 Co 而 > фс т) BER, 
设 也 小 于 C. FÆ | 


Пес < c, + с, | 


[68 Со 1а. 


fo а,В=1 
显然 , 若 令 "( = У, [р.в C2 |, 有 
а.В=! 


Ө! lz (=) <r (2) . 
Ci + C, | zCz)llzCz)llar 
对 不 等 式 两 边 积分 后 有 
а (1 + | «Сое < с | vr)ar, 
lx < c, (1+ [| lar) < esl, 


由 于 有 式 《4.7-6) 的 限制 条 件 ， 故 知 lel НЯНЮ. ВЯ O) 知 ， 此 系统 式 
《4.7-4) 稳 定 . 
用 类 似 方法 可 以 证 明 : 
(3) 如 果 系 统 式 (4.7-2) 稳 定 , 且 
人 > lb. (z) 147 < о, |" > atkr)dr > 一 20， 


则 系统 

| = = (A C) +ВС))х (4.7-7) 
稳定 . : ` 
这 一 组 判别 准则 之 所 以 值得 推荐 ,是 因为 它 只 需 判别 系统 的 基本 解 是 否 有 界 就 够 了 。 
为 此 只 需 给 出 * 种 不 同 的 初始 条 件 , 凤 x, 一 СІ, 0, erea 0). х, = (0,1, 0, .-..> 0), б... 
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х, = (0, 0, ---, 0, 1)、 求 出 相应 的 解 。 如 果 这 些 解 都 不 发 散 , 系统 必然 稳定 。 这 里 并 
不 需要 对 系统 做 任何 繁杂 的 分 析 . 这 一 工作 在 数字 机 或 模拟 机 的 帮助 下 是 极 易 实现 的 . 
在 变 系 数 系统 的 设计 工作 中 ,沿用 最 广 的 是 所 谓 冻 结 系数 法 。 这 一 方法 的 实质 是 在 
系统 整个 工作 时 间 [0, T] 内 , 取 一 些 代表 性 的 时 刻 ,例如 ,0 < a < x, < --- < ST, 
在 每 一 时 刻 , 用 AG RAR (4.7-2), 然后 当做 常 系数 方程 式 去 研究 ， 荐 对 每 一 个 в. 
下 列 方程 式 所 描绘 的 系统 
dz . 
AG. i= 1,2, +n 
都 稳定 , 则 “认为 ”系统 (4.7- BE. 也 就 是 说 ,着 矩阵 AG) 对 每 一 固定 的 上 = л, 特征 
方程 式 
[4G) — АЕ | = 0 (4.7-8) 
的 根 都 有 负 实 部 , 则 认为 系统 (4.7-2) 稳定 。 应 该 指出 , 这 个 方法 在 实际 问题 中 常常 是 有 
效 的 ,很 少 出 现 结果 矛盾 的 不 愉快 现象 . 
虽然 如 此 ,这 一 方法 的 应 用 范围 不 是 没有 限制 的 。 容 易 举 反例 证 明 , 有 的 线性 变 系数 
系统 如 果 用 冻结 系数 法 去 研究 ,对 每 一 时 刻 特 征 方程 式 的 根 均 具 有 负 实 部 ， 而 系统 的 零 角 
却 不 稳定 ， 研 究 系统 


ар ры х = 0, Ио. (4.7-97 
dt dt 
设 :一 ““， 代 入 上 式 后 有 | 
2 
а + (фа) фк = 0, | (4.7-10) 
ат? ат 
它 的 特征 方程 
ай + ($ — a)l + 1 = 0 
的 根 是 
a — bts (b — ау — 4a 
di, 2 = —— n. 
2a 
设 — 
一 一 — — 2 
а—2>0, (b — ау? — 4а < 0, = b — o> 0, о. 
9. P 2 


于 是 有 m= p 土 iw。 方 程式 (4.7-10) 的 解 是 
X(T) = Cie + Сем, 
或 者 
r (z) == tr(Cicosw Inz + Су sin à Ing + Ccosw lnt — Cyisinw шо). 《4.7-117 


当 z 为 固定 值 时 ,方程 式 (4.7-9) 的 一 切 特 征 根 都 具有 和 负 实 部 ,因为 当 + > 0 时 式 (4.7-9) 
的 系数 都 大 于 零 . 而 它 的 零 解 是 不 稳定 的 , 按 式 (4.7-11), 对 任何 非 零 的 初始 微小 扰动 , 系 
统 的 运动 x(z) 都 是 发 散 的。 由 此 得 到 结论 ,冻结 系数 法 对 方程 式 (4.7-9) 是 不 适用 的 . 
从 另 一 方面 来 看 ， 由 此 例 也 得 不 出 完全 否定 冻结 系数 法 的 结论 。 冻 结 系 数 法 对 很 多 
变 系数 系统 是 有 效 的 。 为 了 说 明 这 一 点， 我 们 继续 研究 方程 式 (4.7-2752: 
dx 
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假定 矩阵 AG) 的 每 一 个 元 素 a;l) 均 为 时 间 的 连续 函数 ， 并 且 对 任何 时 间 һ 20, 
220, 总 有 一 个 常数 c 使 


> laCt) — a; (2) | < с. (4.7-12) 
同时 对 任何 : = #， 特 征 方程 的 根 总 有 | 
Кел,С4) < —r, 《4.7-137 


其 中 > АЖ 正常 数 。 设 在 初时 刻 ;/ = ЖОРА С4.7-2) ЖИРЕ 
$, (г) == e4 lo == (CHE 一 1225 t> 19 


满足 条 件 
> |a G 一 人 | < s , (4.7-14) 
式 中 4 显然 与 常数 BA. 
在 上 述 假 定 条 件 下 , 若 +,c 和 “满足 关系 式 
be < = | (4.7-15) 


则 冻结 系数 法 有 效 . 换言之 , 若 式 (4.7-15) WE MAR (47-13) 成 立时 , 变 系数 系统 式 
《4.7-2) 是 稳定 的 . 
事实 上 ,将 式 (4.7-27 改 写 为 
= AGO= + (а-я, 
它 的 解 可 写成 ， 
х(2) = еб, + | e 46009 А (т) — АС,))хСт)ат. 


根据 式 (4.7-12) 和 (4.7~14) 有 
lx OF <=], + | ebet lalar, 
解 此 不 等 式 ,有 и 
С Аека, 
再 利用 不 等 式 (4.7-15), 上 式 可 写 为 
læ CON < де. 

由 此 可 知 , 此 时 系统 的 任何 初始 扰动 都 随时 间 的 增 大 而 衰减 为 零 ,因而 系统 是 稳定 的 . 

因为 条 件 式 (4.7-152 很 苛刻 , 而 且 检查 某 一 实际 系统 是 否 满足 该 条 件 又 很 困难 ,所 以 
上 述 事实 的 应 用 价值 不 大 ， 但 是 , 它 却说 明 ,确实 有 一 类 变 系数 系统 ,冻结 系数 法 对 它们 
是 严格 正确 且 行 之 有 效 ， 上述 两 个 例子 告诉 我 们 ,必定 存在 一 个 分 界线 ,使 变 系数 线性 系 
统 分 为 两 类， 对 于 其 中 的 一 类 ， 冻结 系数 法 是 严格 而 正确 的 。 对 另 一 类 则 完全 不 能 应 用 ， 
这 一 分 界线 在 何 处 9 如何 去 简捷 地 判别 对 菜 些 具体 系统 应 用 冻结 系数 法 的 可 靠 性 和 正确 
性 ?对 这 些 问题 ,现在 还 没有 看 到 答案 。 对 这 个 问题 的 答复 是 一 个 迫切 的 任务 ,我 们 寄 邓 
期 望 ， 彼 时 ,怀疑 将 完全 消失 . 

前 面 我 们 一 直 讨论 按 李 雅 普 诺 夫 定义 的 系统 稳定 性 ， 即 研究 当 :一 co 时 系统 的 浙 
近 性 能 ， 对 实际 工作 有 些 经 验 的 人 会 发 觉 ， 李 雅 普 诺 夫 的 定义 并 不 是 对 一 切 控制 系统 部 
适合 ， 例 如 对 火箭 控制 系统 这 个 定义 就 不 尽 适宜 ， 因 为 有 些 火 箭 的 飞行 时 间 有 限 ， 这 时 
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# 趋 于 无 穷 大 的 定义 是 不 完全 符合 实际 情况 的 .为 了 适 况 这 类 控制 系统 的 需要 ， 有 人 提 
出 新 的 稳定 性 定义 5 加， 这 里 介绍 一 下 这 个 新 定义 的 几何 意义 ， 

设 系统 的 运动 方程 式 依然 是 式 (4.7-2)， 而 6, 5. 和 了 是 三 个 给 定 的 常数 , 其 中 7 是 控 
制 系统 工作 的 时 间 间 隔 . 若 系统 的 初始 扰动 满足 限制 条 件 


æl < 8, ` (4.7-16> 
且 对 时 间 区 间 Гл, » + T] 内 的 任何 :都 有 | 
[х0 < s, +, < t < + T', | (4.7-17) 


则 说 系统 式 (4.7-2? 对 给 定 的 一 对 数 5 和 s 在 工时 间 内 稳定 . 
按 新 定义 去 判别 系统 式 (4.7-2) 的 稳定 性 ,有 以 下 几 个 主要 结果 (1. 
A (4.7-2) 中 和 矩阵 4 = Сац), і, k=l, 2, t, п, BE a (e) 是 :的 有 界 连续 实 
值 函数 ,并 可 表示 为 
ащ G) = 200) + Да (1), is k= l, 2, .0 A © 
其 中 aC) 表示 a, (+) 在 г =, НК. ДЕННЕ Е 
DCs) = [ав (0) — 58| = 0, i,k =1,2, +++, п, (4.7-18) 
其 中 ди = 1, 4.7 == Қ; бд =0, М ¿>< k. 
如 果 特 征 方程 (4.7-18) 所 有 的 根 , 均 有 人 负 实 部 且 没 有 重 根 ,那么 系统 《4.7-2) 在 有 限时 
E [лью + T] 内 是 稳定 的 . 
如 果 特 征 方程 (4.7-18) 的 根 中 ， 即使 仅 有 一 个 有 正 实 部 的 根 ， 那么 系统 式 C4.7-2) 是 不 
稳定 的 . 
WRACA. НЕЕ, 仅 有 重负 实 根 2G = 2 
和 实 部 为 负 的 重复 根 G= 1, 2,…, 1)， 而 且 行列 式 


DCsi) = 0 —— i. 5 i == 1,2, `°, m, 


|; ;=1,2, 0, L 


韵 记 有 主子 式 皆 太 于 零 , 则 系统 在 有 限时 间 内 是 稳定 的 。 如 果 即 使 有 一 个 主子 式 是 负 的 ， 
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那么 系统 在 有 限时 间 内 是 不 稳定 的 . 
48 ДАВНЕ 


静态 精度 是 控制 系统 的 重要 指标 之 一 。 对 调节 系统 的 主要 要 求 之 一 是 将 受 控 量 〈 被 
调 量 7 准 确 地 保持 在 给 定 值 附近 ,例如 伺服 系统 在 过 渡 过 程 结束 以 后 应 该 准确 地 跟踪 输入 
量 而 变化 . 所 谓 系统 的 尊 才 精度 就 是 当时 间 足 够 大 时 对 输入 量 的 眼中 精度 继续 研究 线 
性 受 控 系统 


ах = A(x + В(ри, 《4.8-1) 


式 中 x= (ri xz °. z.) ЗЕЕ, a == Cu, ms ttu) 为 控制 量 ，A4 G1) М В (+) 
分 别 为 n X n 和 n X r 阶 和 矩阵 ,其 元 素 均 可 能 为 谈 参 数 . 
设 gG) = (в: Ce) sga CE) 577708, CE) А a 
为 系统 的 输入 作用 ， 对 控制 系统 的 要 求 是 。 “4 = е8 
z, G) 应 准确 地 眼 踪 g;(z) 。 向 量 函 数 | 
El) 一 多 (一 xi (4.8-2) 
称 为 受 控 系 统 的 误差 向 量 《 图 4.8-1). 将 - 
式 (4.8-1) 和 (4.8-2) 中 的 x(2) 消去 后 有 | Eem 
48 一 4(De 一 BCDe 十 (5 4 (Әв). | (4.8-3) 
在 线性 系统 内 控制 量 а(г) 常 可取 为 误差 的 线性 函数 , 即 . f 
ule) = —C (e(t) (4.8-4) 
AP CAO Я r X n e a a 利用 这 里 引进 的 定义 ;起 
(4. 83) 林 以 下 号 为 . 


g =De + (€ — À дов), (4.8-5) 


其 中 
D(t) = AG) + ВО) C G), 


这 样 受 控 系 统 式 C4.8-1) 就 变 成 一 个 自动 控制 系统 了 ， 而 式 《4.8-47 就 称 之 为 控制 规 
律 ( 图 4.8-1)。 如 何 去 确 定 控制 规律 式 《4.8- 多 ,这 是 一 个 控制 装置 的 设计 间 题 , 本 节 我 
们 先 不 研究 它 。 这 里 只 假定 ， 按 某 一 原则 控制 规律 已 经 选 定 ， 我 们 的 尾 务 是 去 分 析 系 统 
A (4.8-5) 能 否 保 证 受 控 量 x 准确 地 跟踪 输入 量 gG. 根据 前 节 所 述 , 对 控制 系统 的 第 
一 个 要 求 是 稳定 ,而 对 线性 系统 只 要 求 零点 稳定 就 够 了 . 因此 可 以 设想 ， 在 设计 控制 装置 
式 (4.8~4) 时 ,已 经 保证 了 式 《4.8-5) 的 ( 零 解 ) 稳 定性 。 

设 在 某 一 初始 时 刻 s 时 еб) 不 为 零 向 量 ， 而 当时 间 足 够 大 时 ， 受 控 量 x0) 与 
8 (+) 重合 ,此 时 G) 将 恒 为 零 , 自 然 ,其 导数 也 恒 为 堆 。 由 此 可 知 , 系统 式 《4.8-1) 在 
t 足够 大 时 能 精确 跟踪 输入 作用 g (2) 的 充分 条 件 是 输入 作用 gG) 满足 方程 式 


0. 400800). (4.8-6) 


言 之 ,以 方程 式 (4.8-6) 的 任 一 特 解 作为 系统 式 (4.8-1) 的 输入 ,系统 的 静态 误差 均 为 零 。 
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我 们 称 此 类 输入 作用 为 受 控 系 统 的 固有 输入 作用 类 .值得 指出 的 是 ， 系 统 的 静态 误差 与 
控制 规律 式 (4.8-4) 完全 无 关 , 后 者 只 要 保证 系统 稳定 就 够 了 . 可见, 系统 的 静态 精度 主 
要 地 决定 于 受 控 对 象 的 特性 ,而 一 般 地 不 决定 于 控制 装置 的 具体 形式 . 
НИНЕ ВНЖ | 
а» 0 & 一 一 二 十 as С) 25 те 十 ax = u (z) 《4.8-77 
的 国 有 输入 作用 美国 数 为 下 列 方程 式 的 一 切 特 解 
2.0) СЕ + on (0) E 
现 举例 说 明 如 何 求 出 菜 一 系统 的 国有 输入 作用 类 函数 ， 设 受 控 系统 为 常 系数 线性 系 
统 , 它 的 运动 方程 式 为 


.. + ag = 0, (4.8-8) 


rd + ez. = и, | (4.8-9): 
a dë ар _. 
它 的 加 有 输入 作 几 类 用 方程 式 | 


- 了 和 + И (4.8-10) 
确定 。 后 者 的 解 为 


其 中 go go 82， 为 任意 常数 . 
对 于 系统 式 《4.8-9) 来 说 ,一 切 式 (4.8-l 1) 的 输入 作用 均 不 引起 静态 误差 。 

对 系数 线性 系统 一般 的 可 以 认为 四 有 输入 作用 类 男 数 具有 下 列 形式 : 

Е) = gz + вы + --* + gt + genet + +++ Я g eat (4.8-12) 

上 式 内 时 间 * алайхи 统 的 НЕК. 例如 当 k= 0 时 称 零 阶 
无 静 差 ,此 时 系统 对 一 切 常 值 输入 无 静 差 , 人 一 1 时 称 系统 为 一 次 无 静 差 ,此 时 对 直线 变 
化 之 输入 作用 无 静 差 ,以 此 类 推 . 如 果 式 (4.8-122) 内 go 一 g == 55 = gz = 9， 则 系统 为 
有 药 差 系统 ,后 者 对 任何 不 趋 于 零 的 输入 作用 ,误差 不 趋 于 零 . 

利用 传递 函数 的 形式 ,容易 辨别 系统 的 无 静 差 次 数 。 若 将 受 控 对 象 的 传递 函数 写成 


XO _ s KNC) 
WCs) = uo GGS? (4.8-13) 


Жн. со). 为 了 的 。 阶 多 项 式 ,而 且 s 一 0 不 是 它 的 根 。 NC) №: s 的 mm 次 多 项 式 ， т < 
n А, s 0 ;其 不 是 它 的 根 。 当 СС) ЕВ, 受 控 系 统 式 (4.8-137 的 固有 输入 作用 
类 具有 式 (4.8-12) 的 形式 . 因此 ,开路 传递 函数 叫 极点 4 一 0 的 次 数 减 1 就 是 受 榨 系 统 的 
TEŽKA. Ë k=. 一 1， 系 统 有 静 差 ， 
如 果 g (z) 不 属于 固有 输入 作用 类 ,那么 当 z — co И Е, 现在 
我 们 估算 一 下 静 差 的 值 ， 设 自动 控制 系统 式 (4.8-5) 之 刀 和 4 为 常量 矩阵 . 下 面 我 们 只 研 
究 常 系数 情况 .一 艇 的 来 讲 , 当 g (z) 为 任意 向 量 函数 时 ,相应 的 (fi ВЕБ gG) 有 
关 的 时 间 函 数 , 当 : 趋 于 无 穷 大 时 , 它 不 趋 于 常 向 量 ,系统 的 这 种 误差 称 汐 稳 态 误差 。 
设 g(x) 不 属于 固有 作用 类 ,而 满足 条 件 
480) _ 
dt 


g (2) = go + gu + ве, (4.8-11) 


Ag (г) = gs 


4.8 系统 的 静态 精度 分 析 117 


此 处 g, 为 常 向 量 。 再 设 当 :一 oo 时 , 46. 一 0。 此 时 误差 方程 式 (4.8-5) 之 右 端 变 为 


dt 
De + g, = 0. (4.8-14) 
上 式 有 解 的 充分 条 件 是 行列 式 |D] 兰 0， 此 时 系统 的 静 差 可 直接 解 出 ; 
e= —D-'g,,` (4.8-14”) 


或 者 ,将 上 式 展开 


є; = 一 У) hugi i= l, 2, +++, n; 


i=l 


式 中 h ERER D 的 元 素 , 称 为 静 差 系数 ， 和 矩阵 卫 按 关系 式 D = 4 十 BC 与 控制 
规律 | 1, 
а = — СЕ | 
有 关 , 即 与 控制 装置 有 关 。 因 此 ,正确 地 选择 控制 规律 可 以 减 小 系统 对 非 固有 输入 类 作用 
的 静态 误差 。 
现 以 三 阶 系 统 《4.8-9) 为 例 分 析 静 差 与 控制 规律 的 关系 . © sG) = b, + bu + 


2 

Lae, Hh h, bo b 均 为 常 值 . 令 ea 一 8 =, = 48 — 486, в, 22 _ 
2 di 4 аё 
d: ` 
E и = C£: 十 С, + C36. 素 统 式 (4.8-9) 的 误差 方程 组 是 . 

de 

dt Es> ， 

de С, Сао ЧС, +1, 

dt T T T T 


显然 ,着 系统 源 近 稳定 , 当 ¿— oo hj e= & 一 0, Tü s — ИЕ 1 ЖИ a 的 


静 差 系数 . 
最 后 ,我 们 再 看 一 个 普遍 情况 , 令 


840 — Ag le) = hC) = 0, 
此 时 e(z》 的 通 解 为 | 
(0) = ев, + |. cotropCr)drs (4-8-15) 


因为 系统 稳定 , 当 : 足够 大 时 , 右 端 之 第 一 项 趋 于 零 ,所 以 我 们 只 研究 第 二 项 ,用 分 部 积分 
公式 可 知 ,车 АСО 的 每 一 个 分 量 为 足够 光滑 时 有 | 


рекон етно ретро 
+ (| í í covdudldr】 IO DSP 
代入 前 式 后 有 


ECY = Co RE) + C,(D À (O + СКО) + --- (4.8-16) 


118 ER 。 控 制 系统 分 析 
式 中 À = SË, 等 等 ;而 C, 为 n Xx n BEBE: 
Clt) = е?! | ce-prdr 一 — D 1( E — eP”), 


і r 
一 CC = ( j | салат) = 及 一 一 Der +D, 
N o Jo f 


由 上 式 决 定 的 矩阵 CGO 称 为 系统 的 稳 态 误差 系数 饶 阵 ， 当 系统 参数 给 定 后 ,这 些 和 矩阵 
的 元 素 极 易 求 出 。 根 据 这 些 元 素 的 值 即 可 估算 系统 跟踪 任何 信号 的 稳 态 误差 ， 而 不 需要 
解 出 系统 的 具体 运动 形式 . 当 记 (1) = 0 FP, h 为 常 向 量 ,此 时 CCo) 为 常量 矩阵 ,其 
元 素 与 前 面 所 定义 的 静 差 系数 一 致 ， 因 此 , 静 差 系数 是 稳 态 误差 系数 的 一 种 特殊 情形 . 

通过 对 系统 (4.8-9) 的 分 析 我 们 得 到 一 个 启示 : 静 差 反比 例 于 系统 的 放大 系数 。 当 放 
大 系数 趋 于 无 穷 大 时 ,系统 的 静 差 将 趋 于 零 . 但 是 ,粗略 地 分 析 即 可 看 出 : 此 时 系统 的 稳 
定性 将 变 坏 ,这 个 矛盾 告诉 我 们 , 在 设计 系统 时 , 片面 的 追求 某 一 个 高 指标 会 使 其 它 的 性 
能 受到 影响 
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前 面 我 们 曾经 指出 ,在 有 些 实际 问题 中 , 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 定义 并 不 完全 适用 ， 为 
了 研究 这 类 问题 ,必须 从 实际 问题 出 发 ,建立 新 的 分 析 方法 ,从 本 节 中 我 们 可 以 看 到 ,对 研 
究 短 程 火箭 的 运动 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 定义 应 改 为 上 限时 间 的 稳定 性 更 切合 实际 些 . 

下 面 研 究 一 个 火箭 弹 在 火箭 推力 起 作用 的 过 程 中 的 运动 状态 ， 假 定 这 个 火 稍 是 依靠 
尾 权 来 稳定 的 。 我 们 特别 来 考虑 火箭 轴线 与 投射 角 之 闻 的 偏差 角 ， 这 个 偏差 角 是 由 于 发 
射 过 程 中 的 扰动 以 及 飞行 过 程 中 尾 机 所 受到 的 阻力 作用 和 火箭 所 受到 的 重力 作用 所 引起 
的 .关于 火箭 弹 的 动力 学 的 一 般 问题 ,曾经 在 第 二 次 世界 大 战 时 期 内 被 不 同 国家 的 许多 学 
者 仔细 地 研究 过 。 罗 色 尔 (Rosser), 牛顿 (R. Newton) 和 格 罗 司 (Gros) 尊 经 把 美国 学 者 
的 工作 加 以 总 结 中 , 兰 金 СКапкіп) 曾经 报告 了 英国 方面 的 工作 中 , 卡 里 埃 尔 《Carriere) 的 
论文 代表 了 法 国学 者 对 于 这 个 问题 的 研究 工作 。 而 甘 特 马赫 《Taarwaxep) MAX СЛевин > 
则 在 文献 [28 1 中 总 结 了 苏联 在 这 方面 的 研究 情况 。 本 节 内 我 们 不 打算 详细 地 讨论 如 何 计 
算 短 程 火 入 的 弹道 及 姿态 运动 的 细微 变化 规律 ,只 希望 用 一 个 被 简化 了 的 楼 型 ,指出 在 变 
系数 线性 系统 的 研究 中 的 几 个 有 重要 意义 的 特点 、 并 指出 为 什么 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 概 
念 和 定义 对 这 个 具体 问题 是 不 适用 的 . _ 

对 于 一 个 用 昆 必 稳定 的 火箭 弹 来 说 。 铅 直面 内 的 运动 与 水 平面 内 的 运动 之 间 的 相互 
影响 可 以 忽略 掉 , 也 就 是 说 ,在 铅 直 面 内 由 于 水 平面 内 的 运动 而 产生 的 空气 动力 是 可 以 忽 
略 的 。 所 以 ,我 们 只 考虑 和 研究 铅 直面 内 的 运动 情况 ,也 就 能 够 知道 火箭 弹 的 特性 了 . H 
为 这 是 短 射程 的 火箭 弹 , 所 以 ,我 们 把 地 面 看 成 是 一 个 平面 ， 设 "是 火箭 弹 的 速度 的 绝对 
值 , Ө 是 速度 向 量 的 倾角 , 9 是 火箭 弹 的 轴线 的 倾角 (图 4.9-17。 于 是 ,火箭 弹 的 冲 角 就 是 

с == 9 — Ө, С4.9-1) 
设 m 是 火箭 弹 的 质量 , z 是 重力 加 速度 。 所 以 作用 在 火箭 弹 上 的 重力 就 是 铅 直 向 下 的 力 
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mg。 空 气动 为 是 升力 ， 阻 为 D 和 转 矩 M . 工 和 DD 分 别 琶 直 于 和 平行 于 运动 的 方 同 ， 这 
些 力 都 是 作用 在 火箭 的 重心 上 的 .火箭 的 推力 3 是 常数 , 就 像 图 4.9-1 所 夯 的 那样 ,5 与 
轴线 之 间 有 一 个 偏差 角度 8， 对 于 重心 
ЖИЛ г. МД, 沿 弹道 方 


向 的 加 速度 的 方程 就 是 
mm = Scos (а — В) | 
一 mg sin 0 — D. (4.9-2) 
垂直 于 弹道 方向 的 加 速度 的 方程 就 是 
то 59. = S sin (z — В) 
— mgcos0 + L. (4.9-3) . 图 4.91 
最 后 ,如 果 火 箭 对 于 通过 重心 的 横 轴 的 过 转 半径 是 &, 那么 , 角 加 速度 就 是 


2 . 
mk 29. = Së — М. >. (4.9-4) 
d? 


在 方程 (4.9-4) 中 , ВПЕВНЕНА CEER HKEE 
人 小。 

空气 动力 和 空气 动力 转 矩 都 与 种 角 “ 有 关 ， 但 是 ,如 果 火 稍 的 尾村 安装 得 不 正 ,即使 
< 一 0， 也 还 会 有 升力 和 转 矩 所谓 安装 得 不 正 ,也 就 是 说 尾村 的 安装 引起 了 一 个 角度 误 
Æ r, 以致 于 工 和 M 在 一 + 时 消失 ,而 不 在 “一 0 时 消失 . 如果 ? 是 空气 的 密度 ,a 是 火 
ga tb ВИТЯ TAARIA ЖА K MIRK Ко ЖАК: 


L = Кр п lær) — . ` (4.9-5) 
D = Кър, . б. (4.9-6) 
М = Куо йа (а — ү). (4.9-7) 


对 于 短 射 程 火箭 弹 来 说 ， 弹道 的 顶点 并 不 高 ,所 以 ;我 们 可 区 把 客 彦 2 看 作 定 常数 .此 外 ， 
最 大 的 速度 值 也 不 是 很 大 ,以 致 于 系数 Ki K, 和 K, 都 还 可 以 看 作 是 与 飞行 的 马赫 
(Mach) 数 ( 火 箭 弹 的 速度 与 音速 的 比值 ) 无 闫 的 常数 。 再 者 ,对 于 短 射程 火箭 来 说 ， 燃 料 
的 质量 只 占 火箭 弹 的 总 质量 很 小 的 一 部 分 ,所 以 ,把 火箭 弹 的 质量 看 作 是 一 个 常数 也 不 会 
引起 严重 的 误差 。 在 方程 组 (4.9-1) 一 (4.9-77 内 ，vy，6， 和 代表 火箭 弹 的 运动 状态 ， 
Krs: Kus Kns Ps d, т, k 等 是 与 环境 条 件 和 火箭 弹 的 几何 形状 有 关 的 某 些 特定 常数 ; в, 
y, 8 和 重力 加 速度 & 可 看 作为 决定 作用 于 火箭 弹 上 的 外 力 的 因素 ; 显然 ,方程 组 
(4.9-1) 一 (4.9-7) 是 非 线性 的 ,它们 和 初始 条 件 一 起 唯一 地 确定 火箭 弹 的 弹道 . 

这 种 类 型 的 火箭 弹 的 燃烧 时 间 都 是 很 短 的 (譬如 说 ,只 有 0.2—0.5 秒 2 所 以 就 必须 使 
加 速度 5/m 很 大 才 行 。 事 实 上 ,推力 Ss 是 相当 大 的 , 和 它 比 起 来 重力、 阻力 和 升力 都 小 
到 可 以 忽略 的 程度 。 而且, 推力 方向 与 飞行 方向 之 闻 的 偏差 角度 a 一 8 总 是 很 小 的 , 冲 角 
“的 值 也 总 是 很 小 的 、 因 此 , 如 果 诸 量 ro 0. 6 和 & 为 零 时 , 火 篆 弹 的 理想 弹道 就 是 一 条 
初始 倾角 为 6 的 直线 (图 4.9-1)。 沿 着 这 条 直线 的 运动 是 一 个 等 加 速度 S/m 的 运动 


LA = s/m. - (4.9-8) 
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MR x 是 沿 着 这 条 直线 量度 的 距离 ,那么 ,这 个 运动 也 可 似 用 下 列 方程 表示 : 
0 一 全 = 一 (5). | C4.9-9) 


m m 


WRA НЕЕ, z 就 是 到 发 射 点 的 确实 距离 ; 如 果 有 一 个 初始 速度 ,zx 
就 是 到 发 射 点 前 面 的 某 一 点 的 距离 ,而 不 是 到 发 射 点 的 距离 . 从 方程 (4.9-9) 我 们 得 到 
d zd _ d 25 d 
. datda |, ya ， (4.9-10) 
因为 在 燃烧 过 程 中 总 是 有 外 力作 用 的 ， 因 此 真正 的 弹道 与 无 外 力作 用 时 的 典型 弹道 
是 有 差别 的 ， 假设 它们 之 间 的 偏差 比较 小 ,我 们 可 以 在 理想 弹道 附近 将 运动 方程 线性 化 。 
我 们 认为 真正 弹道 的 速度 特性 和 理想 弹道 的 速度 特性 一 样 , 因此 用 方程 (4.9-9) 来 代替 方 
程 (4.9-2), 并 且 把 方程 (4.9-3》》 和 “4.9-4》 中 的 速度 v 和 时 间 导 数 用 方程 《4.9-9》 和 
《4.9-10) 来 代替 。 此 外 ,因为 a 一 8 很 小 ,sin (о 一 8) 也 就 可 以 用 a 一 ЖК. соз0 
可 以 用 cos91 ЖА. АПЛ L НА, ЛЕНИНА KAE 
量 都 小 得 多 。 采 用 这 些 简化 的 假设 后 ;方程 (4.9-3) 和 《4.9-4) 就 成 为 


22 45. = (æ — В) — "Е соз, f (4.9-11) 
入 Ф а Š 8 
Э 9 д? ， 
| 22 2 + dz Ta r OT ү), (4.9-12) 
这 里 的 o 的 定义 是 | 
93 = 42 — | (4.9-13) 


很 明显 , с HEARKE. 我 们 可 以 把 取 作 火 箭 的 扰动 运动 (对 于 奥 型 弹道 的 特征 长 
度 , 并 且 也 可 以 看 作 是 扰动 的 弹道 的 “波长 ”， 方 程 (4.9-1)。(4.9-11) 和 (4.9-13) 就 是 三 个 
未 知 函 数 a, 0 和 9 的 线性 化 的 方程 . 方程 的 线性 化 是 在 这 样 一 个 假设 之 下 作 的 ， 对 于 一 
个 理想 的 倾角 0, 来 说 ,弹道 与 直线 之 间 的 差别 很 小 . 

我 们 可 以 把 6 和 9 消去 而 得 出 «的 单独 一 个 方程 . 作法 是 这 样 的 : ял 2/3 z 除 方 
Fa. PHPH z 微分 ， 这 样 就 得 到 


BT сд 
Vz + `= dz w/z dz = В Ренд), | 


现在 ,我 们 再 用 2V z 除 方程 (4.9-12), 然后 ， Е ЕН, 最 后 ， TAMY 
程 64.9-1) 的 关系 。 就 得 出 

Фа 1 de [48 = _ _— 5 _ 

Vaia T/T s + (= а? TA =) ея. 

pvz, gm oos 
оз и ke: + ө). 

这 个 方程 明白 地 表示 出 直列 事 实 : НОВАЯ 数 方程 . 其 实 ， 
只 要 按照 下 列 公式 引进 一 个 无 量 纲 距离 £ 


Е = 28 | (4.914) 


x 
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[e 就 是 方程 (4.9-137 REDRE] 我们 就 可 以 把 & 的 方程 化 为 贝 塞 尔 方 程 的 标准 
形状 ,也 就 是 


m +e y [i ау (1) 


dẹ E dë Ank) Е 
—4 gm cos, | 1. .. | .9-15 
1 (p+ 经 ) | | (4.9-15) 
把 。 确 定 出 以 后 ,再 积分 下 列 方程 也 就 可 以 把 9 计算 出 来 : 
dd _1 o- 
TE = AG —в— "8. PE cos0: |. , (4:9-16) 


这 个 方程 是 由 方程 (4.9-11) 变 化 出 来 的 . 

这 些微 分 方程 中 的 自 变 数 :或 § 并 不 是 时 间 变 数 而 是 上 距离 变数 ， 但 是 ， 正 如 方程 
(4.9-9) 也 表示 的 那样, = 是 时 间 z 的 单调 增 函 数 , 当然 也 就 是 : КАН, АН, A% 
望 认 为 把 自 变数 从 * 改 为 $ 并 不 会 改变 系统 方程 的 性 质 ， 我 们 再 仔细 地 研究 一 下 方程 式 
《4.9-15) 的 结构 . 这 是 对 冲 角 的 一 个 线性 非 齐 次 方程 式 ,其 右 端 的 三 项 均 为 对 弹 体 的 干 
扰 作 用 。 式 (4.9-15) 与 (4.9-16) 联 合 起 来, 构成 一 个 联 立方 程 组 , 它们 决定 火箭 在 发 动机 
工作 时 间 内 的 级 向 运动 火箭 的 飞行 状态 是 弹道 倾角 9 和 冲 角 “如果 三 个 外 干扰 均等 
于 零 ,那么 齐 次 方程 式 


| а) , , 
da 1 до А97 | 
ира в) 


аг Е dz E 
40 _1 ` г. о _ 
JE Tš (4.9-17) 


НЕ, aCE) = Ji (Е), Е Е 


оС) = JaC) = (2 sin Ë; е = 46 = fest 


БЕ Е RAMZAN. ПО ӨСЕ) MEB Е 的 增 大 而 趋 于 某 稳 态 值 9。. 
利用 上 述 事实 ,又 可 对 非 齐 次 方程 式 (4.9-157 做 一 变换 ， 事 实 上 方程 式 (4.9-157 可 以 
改写 为 | 


#L ре OCE), (4.9-18) 
其 中 和 
¿= V Ea, (4.9-19) 
而 1 1 | | 1 
一 ! 1 gm _. 1 _ 
О) = y Š + (2 в) JFT А (e+ ç 90) 2. (4.9-20) 


因此 ,对 于 新 未 知 函 数 “ 来 说 ,补充 函数 就 是 sin ЯП соз Е, 


火箭 弹 离开 发 射 点 时 的 条 件 , 或 者 初始 条 件 记 为 
t = tos 
9 = 6%, . 
© = gs 
49/4: = (q9/d4e 


(4.9-21) 
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这 里 的 下 标 “0” 表 示 :一 0 了 时刻 的 值 ，$ n 的 初始 值 当然 就 是 


2am , _ nmo? : 
= — — == -一 一 一 一 . 一 22 
5 в 25 K с5 (49 ) 
— 
L = V Ero. f f (4.9-23) 


根据 方程 (4.9-16)，* = 0 时 就 有 
| И š (22) = — m — B (8/5) воз: 


HE 6 =ə— a, 所 2V Е, 
(E), = VE (#)+ Z= = VEs (52), + б идна, 
或 更 明显 地 ， VS 
(F) -VEU p taD, Goap 


把 初 给 条 件 这 样 变化 以 后 ， ТЕ, 9-18) 的 解 或 « 直接 写 出 来 : 


CE, 8D воне Б) [is 一 fi sin G 800000] К 
+ Fria (E= D (2 «+ i =e oa), a (9-5) 
这 里 的 2 就 是 方程 (4.9-20) 所 表示 的 驱动 前 数 。 因 为 Обр) PERA т КЕ, Br 
以 方程 (4.9-235) 中 的 积分 确实 都 是 福来 内 尔 〈Fresnel) 积分 .把 方程 (4.9-20) 和 初始 条 件 
式 (4.9-23),《4.9-24) 代 入 方程 (4.9-15) 后 , 再 进行 计算 就 可 以 得 出 冲 角 сЕ, E) 的 表示 
Ж: 
еб, B) = r + (p + E cos 0:) FAS, B9 00. FEE) 


一 Y[ F.C, Eo) + FCE, 5] 十 ЕСЕ, Eo) + = (S) FCE, &,) (4.9-26) 
其 中 FG, 名 ,一 1 2 3， 4 都 可 表示 为 火 第 函数 的 组 合 : 


Е,(Е, Ea) -Fl sin СЕ 一 &) + „оз G 一 Ë) — "РТ, 


ЕЕ, ë) = 一 一 
2/ Е 


ГС) — rr (8) cos CE — Ë) + riCE) sin CE — Е)1, 
ЕЕ, E) = М Escos (Е — E/V Е, 


FKE, E) = V Sosin СЕ ED/V E. (4.9-27) 
罗 色 尔 等 "把 一 些 常用 的 福来 内 尔 积分 定义 为 火 稍 函 数 : . 
гг) = cosw r Jeh dx — зто |" ee d. ° 、 (4.9-28) 
А _ cosx ”sin x n _ 
rilo) = сово |" уз = dx ‘+ sino || Vz А (4.9-29) 
ralo) == rri(w) + rf(w), (4.9-30) 


irlo) = 52 dx, | (4.9-31) 
x .. 
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Я) 一 jn. dx, = (4.9-32) 
70) = ta т, (4.9-33) 


На ОО ВЕРА РЕВВА, rro) 和 rilo), ralo) WE 0 的 单调 
МЕЖ, Г) 是 w 的 单调 递 升 函数 ， 因 此 根据 式 (4.9-27) 可 以 看 出 ， 对 于 很 大 的 Е 
ЕКЕ, DE i: = 1,2,3,4 都 趋 于 零 , 这 样 о(Е, E) 就 趋 于 т. 把 < 计算 出 来 以 后 ,用 积 
分 方法 就 可 以 由 方程 (4.9~16) 求 出 6 Ж: | . 
в =(0 —əy— № mË cos Ë p 1 [об 5) - 
9-a = 0—0) — 1 (e+ Е Э S+ f и. 《4.9-34) 
把 方程 (4.9-26) 代 人 式 (4.9-34) 后 , 再 把 方程 (4.9-34) 写成 若干 项 ,每 一 项 都 代表 一 种 类 
型 的 扰动 。 这 样 ， 
9 = (8, — mg ө ) G ôo G (Ë 
9—6, = (Bo — 0) + (8 + "2. око, ) G G, 8) + Z CCE, 8) 


— vY[G G, Šo) + GC, Eo) ] + GCE, š) + 1 — (2) GE, Eo). (4.9-35) 
. 2 xu, ‘Чл 


其 中 


£ Е.С» Eo) 4» 
š 1 


б.(Е, š) = 一 Í Ее. а, (4.9-36) 


方程 (4.9-35) 右 边 第 一 项 表示 弹道 初始 倾角 偏差 
的 影响 ， 第 二 项 表示 推力 不 正和 重力 的 影响 ， 第 
三 项 表示 推力 的 转 矩 的 影响 ， 第 四 项 表示 尾翼 的 
安装 不 正 所 引起 的 影响 ， 第 五 项 表示 初始 冲 角 的 
影响 。 最 末 一 项 表示 火箭 弹 的 初始 角速度 的 影 
临 。 每 一 个 C 都 是 二 和 名 这 两 个 变数 的 函数 , 并 
且 也 是 由 一 些 福来 内 尔 积 分 组 成 的 。 用 图 线 表 示 
这 些 函数 的 放 个 图 (图 4.9-2 一 4.9-5) 也 是 引 自 文 
献 [21]. | 
把 图 4.9-2 到 图 4.9-5 这 几 个 图 观察 一 下 ,就 ， 
可 以 看 出 这 样 一 个 事实 : 对 于 很 大 的 了 值 来 说 ， 
所 有 这 些 火 第 函数 G 几乎 都 是 常数 ， 所 以 ， 各 种 
扰动 都 不 能 阻尼 掉 ， 方 程 (4:9-35) 的 第 一 项 和 最 
后 两 项 表示 在 发 射 点 所 受 的 初始 扰动 的 影响 ， 然 ，. 
而 , 当 上 很 大 时 ,它们 还 保持 不 等 于 零 的 有 限 值 . 
-方程 (4.9-357 的 其 余 三 项 都 是 由 干 “输入 ”( 或 者 . 


CCEE) 
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说 驱动 函数 7 而 产生 的 “输出 *， 对 于 很 大 的 上 值 来 说 ， 它 们 的 值 也 不 是 零 ，G: 函数 的 性 
质 尤 其 恶劣 : 当 专 很 大 的 时 候 , 它 差不多 等 于 las， 所 以 也 就 要 无 限 地 增 大 . 


GKE, 6.) 


图 4.9-4 4,9-5 


我 们 试用 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 判 据 准则 来 对 此 具体 问题 做 一 分 析 ， 火 箭 纵向 飞行 状 
态 “对 初始 状态 扰动 m, (22°) 和 6, 都 是 稳定 的 ,因为 这 些 千 扰 引起 的 “变化 都 随 二 的 


增 大 而 趋 于 零 。 但 是 有 了 外 扰 作 用 后 E) 并 不 趋 于 零 .。 其 次 ， 当 有 外 扰 情 况 下 6 将 无 
限 增 大 .. 根据 齐 次 方程 式 (4.9-17) 可 知 , 当 一 切 外 扰 为 零 时 , 由 于 初始 条 件 式 (4.9-21) 不 
为 零 , 6 也 不 会 趋 于 零 . 由 此 只 能 得 出 结论 : 火箭 弹 按 稳定 性 的 定义 是 不 稳定 的 . ' 

但 是 ,这 个 结论 并 不 能 使 设计 师 们 感到 震惊 . 因为 ,第 一 , 李 雅 普 诺 夫 的 定义 是 Е 
时 系统 座 标的 变化 情况 ,而 这 里 的 短程 火箭 的 推力 作用 时 间 却 很 短 ,“# 趋 于 无 穷 大 ”这 一 
条 件 在 此 完全 无 意义 ;第 二 ,即便 在 有 限时 间 内 04) 和 оо) 将 在 干扰 作用 下 随 射程 距 
离 的 增 大 而 增 大 ,或 保持 不 为 零 的 常量 ,这 也 无 妨 于 火箭 能 够 较 准确 地 命中 目标 ， 这 样 一 
来 。 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 定义 必须 加 以 修改 ， 这 里 宣 于 采用 的 是 有 限时 间 内 的 稳定 性 的 
概念 。 按 第 4.7 节 叙 述 的 定义 ,这 里 稳定 性 的 概念 可 以 这 样 担 : 设 给 定 火箭 飞行 时 间 T, 
在 上 一 了 时 飞行 状态 偏差 6 和 应 满足 条 件 


4.10 线性 系统 的 能 观测 性 125 


l0] <6., |а| < =, . | (4.9-37) 
其 中 Oes а, 均 为 预先 给 定 的 常数 . 如 果 对 任意 给 定 的 这 一 组 正 数 Т,`6. а; 均 能 找 出 


一 组 不 为 零 的 正 数 Y> ó, В, Oos os (22) 5 使 在 0<z;=<T 间隔 内 :或 在 t=T Ей] 


满足 条 件 式 (4.9-372, 那 么 此 火箭 的 运动 是 稳定 的 . 
这 样 一 种 提 法 是 有 重要 实际 意义 的 . 如 果 上 述 条 件 不 满足 。 就 无 法 使 火箭 飞行 达到 
要 求 的 精度 式 (4.9-37)， 反之, 如 果 火 箭 运 动 按 上 述 定义 是 稳定 的 ,那么 根据 给 定 的 Т, 


6. а, 就 可 能 定 出 可 允许 的 干扰 7，5; p 及 初始 条 件 误差 b m 和 (42) 的 公差 范围 ， 
而 这 对 设计 师 来 说 是 具有 重要 意义 的 , 
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在 任何 闭路 系统 中 ， 为 了 形成 反馈 信号 必须 不 断 地 测量 系统 的 状态 ， 在 实际 间 题 中 
常 出 现 这 样 的 情况 ， 预 先 给 定 的 测量 方法 不 能 提供 足够 的 信 息 去 确定 系统 的 状态 ， 这 时 
就 要 改变 测 景 方案。 所 以 事先 应 该 检查 给 定 的 测量 方法 能 否 满足 要 求 。 1960 EERE 
(Kalman) 首先 从 理论 上 提出 了 这 一 问题 , 并 引进 了 关于 能 观测 性 的 概念 吗 。 事实 证 明 ， 
这 是 一 个 重要 的 概念 . 下 面 以 雷达 测量 为 例 对 这 个 概念 加 以 说 明 . 
由 于 受 观测 工具 和 测量 手段 的 限制 ， 受 控 对 象 的 状态 变化 xG) = (00), "00 5 
> х„(#)} 常 不 可 能 逐个 地 全 部 实时 地 测量 出 
来 。 为 了 估计 各 个 状态 变量 的 瞩 时 值 ， 必 须 通 过 
能 够 直接 测量 到 的 数据 换算 出 来 。 典型 的 例子 是 
飞行 器 的 雷达 测量 。 设 M 为 要 观测 的 目标 ;在 平 . 
面 座 标 系 中 作为 一 个 质点 的 运动 有 四 个 独立 的 状 
态 分 量 : +G), уб) 和 zzG) = И.Ф), 9) 一 
V, (=) СР 4.10-1). 置 于 0 点 的 雷达 能 够 观测 到 
的 是 另外 的 四 个 量 : 斜 距 r, MA s 和 它们 的 变 
化 率 z, E。M 的 状态 和 观测 量 之 间 的 关系 是 
r 一 W x2 + 52, 图 4.10-1 


1 (ху, + yV,), 
у | 

р, — У _v,. 
ж + y2 + у 

如果 观测 工具 是 光学 仪器 , 则 它 不 能 精确 测量 出 * 和 上 ， 只 能 给 出 r 和 е 的 精确 值 ， 
那 就 只 能 得 到 前 面 两 个 关系 式 ,这 时 就 不 能 用 * 和 > 的 租 时 值 求 出 另 两 个 状态 变量 У, Яп 
7,。 但 是 ， 由 于 x = +cose，y 一 rsin se， 如 打 测 得 > 和 在 :时 刻 以 前 的 数据 ，7。 和 
7， 仍 然 可 以 通过 微分 运算 求 出 来 。 如 果 测 量 工 具 只 能 测 得 一 个 量 >， 情 况 就 完全 不 同 
了 , 仅 用 一 个 rO 的 那 怕 是 在 [0, :] 时 间 内 的 全 部 数据 也 不 可 能 得 到 任何 状态 座 标的 
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正确 估算 . 于 是 ,对 受 控 对 象 的 状态 能 不 能 测量 ， 取决 于 受 控 对 象 本 身 的 特点 和 测量 方 各 
二 者 之 间 的 相互 关系 ， 

下 面 我 们 只 讨论 回 狂 系统 的 能 观测 性 问题 (对 非 线性 系统 这 个 问题 也 是 存在 的 )， = 
查 变 系数 线性 系统 


40 ож + BCDOa(D， C4.10-1) 


AP xl) == {x (#) ‚ х. (1), l z. СР) ВАЖНЫ, аб) = {ш (0) о 1, и.) } 是 
控制 向 量 ，4 (D) = (200) 和 BG) = G; G) 分 别 是 x x n 和 n X r НЫ, Дн 
а (г) 和 Б) 都 是 * 的 连续 函数 。 假 定 被 观测 的 量 ? 与 状态 x 之 间 是 线性 关系 

y( =H xlt), : (4.10-2) 
HE) = Qá (O) 是 1 x n ИР, 1 < n, л) 也 是 :的 连续 函数 . 

一 个 有 益 的 概念 是 系统 的 能 观测 性 ， 如 果 对 任 一 时 刻 :> 系统 的 状态 x(9) 可 以 
根据 观测 到 的 y(z》 在 Г, г] 时间 内 的 数据 和 已 知 的 w(z》 在 同一 时 间 内 的 数据 唯一 
地 确定 出 来 , 则 说 系统 式 (4.10-1) 和 (4.10-2) 在 :+ 时 刻 是 完全 可 观测 的 . 

注意 到 式 (4.10-1) 可 能 是 一 个 闭路 系统 , 即 若 и) = C (2)x(z)， 则 式 (4.10-1) 变 
为 


E40 + BC CCE = ах. С4.10-1”) 


此 时 aC) 的 数据 对 系统 的 可 观测 性 不 起 作用 ,而 矩阵 A.G) 的 具体 形式 将 和 HO) 3 
同 决定 系统 的 可 观测 性 
第 二 章 中 我 们 曾 讨论 过 ， 式 C4.10-1) 的 解 是 


XQ) = Ф), 1)х + ФС, в) j Ф (т, #)BC(r)aCr)dr, 
式 中 x, НЕЖИН, ФС, о) 是 齐 次 方程 (а= 0) 的 基本 解 矩 阵 。 代 人 和 人 式 (4.10-27, 有 
VO = HODE ды + HOP в) [ PCr, А)В Са (г) 


НФ, DE + Í ф-т, верст. (410-27 


BA R HO) 对 任何 : 都 是 x X n 可 逆 和 矩阵 ,系统 当然 是 完全 可 观测 的 ,因为 xG) = 
НУ 对 任何 * RA. ЖЕ, НФ 通常 不 一 定 是 正方 阵 , 即 y (的 维 数 通 常 
小 于 #, 所 以 НО) 不 可 能 有 逆 . | 

НТ ФС, 5) Е nx n ИМЕ, xG) 和 x, 之 间 有 一 对 一 的 对 应 关系 , 即 每 一 个 
x, 对 应 一 个 唯一 的 x (5 , 不 同 的 x, ХНУЖИА x(z). НИ, МТВ УС) 在 [ay 2] 
上 的 数据 能 能 唯一 地 确定 x (5 ， 只 须 能 求 出 x RET. 系统 可 观测 性 条 件 可 改 述 为 : 
如 果 能 根据 SO 在 [4, 2] .上 的 数据 唯一 确定 Xa) = х, RAE + 时 刻 是 可 观测 的 ; 
如 果 对 一 切 г 都 可 观测 、 系统 叫 完 全 可 观测 的 . 用 НС) 和 Фа, в) 分 别 表示 He) 
Ян. @ (2) 的 转 置 矩阵 .. 对 (4. 19-2 “两 端 作用 $G, DOR “并 在 时 间 间 隔 (№ a] 上 
жава 
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рес, DH (OHO PG, Wadi = ИСО) |> 


— H(O $G, в) | ф-т, овса dt = z(e). 


根据 假定 上 式 右 端 是 已 知 的 , 记 为 2(1). 如 果 пхп 方 阵 Моа to)» 
Malhs 4) = | EG, IDH: HO) BC, ди (4.10-3) 


Нар, А xx= M "Сы, t)z). ЖЖ, М M. Ga, в) 对 任何 РВ, 
则 系统 必 是 完全 可 观测 的 ,此 时 | 
x, = М, (и, и) =(п) = M Ка, „> |" OCz, OH: (#) Ë Ce) 


— H(t $G. t) | ф-т, BCDaCDar| dt |. 


BD yG) 和 al) 在 Га, а] 上 的 数据 完全 确定 %， 因 而 完全 确定 x(z)， 反 之 ,可 以 断 
言 ; 为 了 使 系统 是 完全 可 观测 的 ,必须 M.G, и) 对 任何 ‚> + АИ. Ш, 如 果 
Melis 5) ЖӘ), 则 同一 个 22) 将 有 两 个 以 上 的 如 按 下列 代 数 方程 相对 应 : 
. Ма, ю)ж = 20а), | 

即 上 式 有 两 个 以 上 的 独立 解 . 这 就 是 说 , 根据 z(z) 不 能 单一 地 确定 xo, 系 统 在 1 = 时 
是 不 可 观测 的 ,因而 不 是 完全 可 观测 的 . 

总 结 上 述 , 由 运动 方程 (4.10-1) 和 测量 方程 (4.10-2) 构 成 的 系统 为 完全 可 观测 的 充 要 
条 件 是 由 式 (4.10-3) 定 义 的 n X n 阶 方 阵 对 任何 n > n ерін, ERE OHHO 是 
非 负 对 称 矩 阵 , 而 对 称 和 矩阵 的 和 也 是 对 称 矩 阵 , 故 Мои, и) 是 对 称 的 非 负 方 阵 。 RAM 
是 正定 时 才 可 能 有 逆 。 因 而 MCa д) 是 可 逆 的 等 价 于 它 的 正定 性 . 

对 常 系数 线性 系统 ， 能 观测 性 的 充分 必要 条 件 还 可 以 更 具体 化 一 些 ， 设 式 (4.10-1) 
和 (4.10-2) 中 的 矩阵 4, В 和 HH 都 是 常量 矩阵 ,这 时 整个 系统 为 

dx 


— = Ax + Ви, 
dt 


у = Hx. | (4.10-4) 
可 以 证 明 ,系统 式 (4.10-4) 完 全 能 观测 的 必要 充分 条 件 是 矩阵 
Н 
НА 
0, = HA? (4.10-5) 
HA"-! 


的 秩 为 s。 这 个 条 件 使 我 们 可 以 直接 去 检查 常 系数 系统 的 完全 能 观测 性 。 关 于 这 一 结论 
的 详细 证 明 , 可 看 文献 [7,14,15], 


4.11 线性 系统 的 能 控 性 


某 种 特定 的 系统 结构 能 不 能 保证 系统 的 所 有 状态 座 标 都 受到 控制 作用 的 制约 ， 在 一 
个 复杂 的 系统 中 这 并 不 是 显而易见 的 特征 .在 多 维系 统 中 常 有 一 部 分 座 标 是 不 能 控制 的 : 


128 | 第 四 章 控制 系统 分 析 


还 有 一 部 分 只 能 通过 别 的 座 标 间接 地 受到 控制 .而 清 给 定 系统 的 能 控 性 不 仅 具 有 实际 意 
义 ,在 理论 分 析 中 它 尤 其 是 一 个 重要 概念 。 本 节 内 我 们 将 介绍 能 控 性 的 意义 ,以 及 能 控 性 
与 能 观测 性 之 间 的 关系 . 

仍然 讨论 由 式 C4.10-1) 找 述 的 受 控 系统 ， 当 控制 作用 a G) AES. 系统 的 状态 变化 
将 由 式 (4.10-3) 单 值 确定 ， 如 果 对 初 值 x。, 存在 a> o EGE п — n 的 时 间 内 归 零 ， 
ED xC) 一 0， 系统 叫做 对 х, 能 控 。 如 果 对 任何 为 都 能 控 , 系 统 叫 做 完全 能 控 的 。 由 式 
《4.10-3) 知 ,为 了 使 


xG) = Bn, 1) Ë + r Ф, 1)B (Ou (2 dj 一 0， 
必须 有 , 
x, = 一 ФС, B (z) u (z) dt. (4.11-1) 
因为 PCat) 永远 是 可 逆 的 ,只 有 作用 到 @ 向 量 上 才能 有 xa) = 0. 
为 了 对 任何 же R, ВЕН л Ж а) ER (411-1) 成 立 , 显 然 由 
Kalt) = |. Фе, OB (ua G) dt (4.11-2) 


定义 的 算 子 KK 的 值 域 应 该 充满 整个 空间 Re Ш z 为 任 一 = 维 常 RE, 取 al) = 
BDC, t)z = В" (0) DCs Dz 代入 式 (4.11-2) 后 有 


Ka(z) = | Ф162, вв (O B" G) ФС, Dzdt 
一 | ФС, DB (O) Br (O Ф020, zat, 


式 中 利用 了 关系 式 DC, к) = 06а, D. ВА, Y Ë k НИНЫ" 维 空间 R., 
和 前 节 的 讨论 类 似 , 方 阵 , 
M.G n) = |" Фа, ОВО) В" C) O" Cios Das C4.11-3) 

ДЕННИ, НА} z 一 МИС, Ku), z f и) — ММ. АЖЖ 个 线性 不 
相关 的 Zo za，-…，zu， 就 能 得 到 ”个 线性 不 相关 的 【Kau (7) 1  ， 即 它们 的 线性 组 合 讽 
满 整 个 空间 .这 就 是 说 ，M.(as a) 为 可 闻 矩 阵 (正定 矩阵 ) 是 系统 能 控 狂 的 充分 条 件 .而 
Mu и) 对 任何 a> n 都 是 可 逆 的 (正定 的 ), 这 是 系统 完全 能 控 性 的 充分 条 件 . 

实际 上 M, 的 正定 性 也 是 系统 能 控 性 的 必要 条 件 ， 设 对 每 一 个 初始 状态 x, = 0, E 
在 至 少 一 个 uG), € [s nl, 使 а |" OC DB Oad, WAAR 


— (=. |" ось, DB Cu de Jep = Gas хо, = lol > 0. 
ЖЭР ЗРЯ, іс ФС 2) 一 Co. Co #)), В (+) = (ber (2) ), х, = {xis ... Xalo 有 
一 >! XaPag (Q) >; ber (и, (+) 2: 
to а=1 № =1 
B=1 


下 (> u, (z) > p.s Co 22.) di 


мм 
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= — (a С) , B'O Gos Әх) цы, > 0. 
上 式 下 标 L&(w a) 表示 两 个 取 值 于 r 维 空间 К, № z 的 函数 的 内 积 ，B O 和 DCs г) 
分 别 是 BO) 和 ФС, г) ПЕ. HERR BGO Co, дж З 0， 因 市 
СВ" (+) D Cis Dx, Br (г) D (n, хо) Gyn) 
= (xos фса, DB ©) В" OCs Dann), 
= (Xo, М.С» п)ж) в, 2 0 | (4.11-4) 
对 任意 非 零 向 量 xa 成 立 , 即 MCa и) EEEN AMEA., MA, M.C t) XE 
定 《 可 逆 ) 是 系统 有 能 控 狂 的 必要 条 件 . 


对 常 系数 方程 
20 = Ax + Bu, | (4.11-5) 
能 控 性 的 标志 比较 容易 检查 ， 令 s= 0, ШЕ ЖАД, ШН ФС, 0) = с, Д 
МС, 0) = МС) = Ñ e В Ве, (4.11-6) 


M'G) 的 正定 性 或 可 逆 性 , 依 式 (4.11-4), 等 价 于 ol) 一 Be 天 9，x6 [0, a], 对 
任何 非 零 х 均 成 立 ，v(z) 是 7 维 向 量 oa) = (0, GO. nC), 0-6, oy ARER, 
中 的 某 一 非 零 向 量 ,那么 СА, Втр, = Ce“ Bh, хо)ь, ATERSE x, 82; 0, 因 
而 有 下 列 两 个 不 等 式 成 立 : 
e“BhR= 0 УА 0,heR,, 
Ветах 0 Уже R,, x >e 0. . (4.11-7) 
今 证 明 , 常 系数 线性 系统 式 (4.11-5) 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 n X nr КЛЕО 
nr X n 阶 长 方 阵 O 的 秩 为 n: 
О = (B, AB, ++, AB), 
В: 
B: A: 
Q =| BA'Y (4.11-8) 


ВСА)" 
设 0° 的 秩 为 >， 但 系统 不 完全 能 控 , 那 么 必 有 一 个 和 关 0 使 Веи = 0. 对 + 
微分 + 一 1 次 并 令 :一 0， 得 | 
Втж = 0, В“А°ж = 0, -++ ВСА)" = 0. (4.11-9) 
这 和 0° 的 秩 为 = 相 矛 后， 所 以 0" ВХ n ( 同 理 8 的 秩 为 n) 是 完全 能 控 的 充分 条 件 . 
再 设 系统 为 完全 能 控 , 但 Or 的 秩 小 于 "。 那 么 必 存 在 一 个 x = 0 使 式 C4.11-9) 成 
x. ВЕРЕЯ c-4 可 以 表示 成 


274 = Droas, 


于 是 
Bre™ tx, == > fa (O BCA) хх, = 0. 
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这 又 与 完全 能 控 性 的 特征 式 (4.11-7) 矛 盾 . 所 以 2 或 90° 的 秩 为 ”又 是 完全 能 控 性 的 必要 
如 果 如 是 一 维 的 , 则 8 是 列 向 量 , 记 为 和， 因此 上 述 完全 能 控 的 充 要 条 件 是 下 列 = 个 
向 量 线性 无 关 : 


O = 15 Ab, 2b, ---, А"). (4.11-10) 
此 时 完全 能 控 性 是 很 容易 检查 的 . 
最 后 ,对 方程 组 (4.10-1) 一 (4.10~2) 构 造 对 偶 方 程式 
2 = —A (Dz) + Н (Ы). (4.11-11) 


可 以 证 明 , 为 了 使 系统 式 (4.10-1) 一 (4.10-2) 是 完全 能 观测 的 , 必须 它 的 对 侦 方程 (4.11-11) 
是 完全 能 控 的 。 对 常 系数 系统 这 一 事实 可 由 上 述 能 控 性 和 第 4.10 节 中 讨论 过 的 能 观测 
性 条 件 相 比 较 而 确信 。 对 变 系数 系统 也 只 要 重复 对 方 阵 Мы, и) 和 М", а) 的 计算 
就 可 得 到 证 明 . 详细 的 论述 可 参看 文献 [7,14]。 | 

线性 系统 能 控 性 和 能 观测 性 问题 ,与 系统 的 稳定 性 、 最 优 控 制 以 及 最 优 滤波 等 问题 都 
有 密切 关系 "2 例如 ,一 个 完全 能 控 的 常 系数 线性 系统 ,通过 状态 反馈 可 以 任意 配置 
极点 〈 见 第 5.5 节 )， 因 此 ,只 要 系统 完全 能 控 总 可 以 和 通过 状态 反馈 使 系统 新 近 稳 定 , 而 且 
具有 任意 撒 定 的 衰减 速度 . 

从 能 控 性 和 能 观测 性 观点 来 看 ,一 个 线性 系统 总 可 以 分 解 成 四 个 部 分 , 即 能 榨 、 能 观 
测 部 分 , 能 控 \ 不 能 观测 部 分 , 能 观测 \ 不 能 控 部 分 , 不 能 控 、 不 能 观测 部 分 ， 在 这 四 部 分 
中 ,传递 函数 只 能 反映 完全 能 控 `\ 完 全 能 观测 部 分 ， 因 此 ,对 一 般 线 性 系统 ,传递 沙 数 方法 
不 是 一 种 完全 的 措 述 , 
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上 一 章 的 主要 内 容 是 分 析 问题 , 即 给 定 了 系统 的 运动 方程 式 后 ,用 解析 方法 去 评价 它 
的 各 种 动态 和 稳 态 性 能 ,那里 基本 上 没有 涉及 到 系统 的 设计 方法 ， 设 计 问题 (或 称 之 为 综 
合 问题 ) 的 含义 是 当 受 控 对 象 的 运动 方程 给 定时 , 按 预 定 的 动态 或 其 它 品 质 指标 要 求 , К 
出 控制 装置 的 运算 形式 或 控制 规律 。 这 一 章 内 我 们 将 自 简 至 繁 地 介绍 线性 系统 的 设计 方 
法 . 这 里 将 主要 研究 线性 常 系数 微分 方程 式 所 描述 的 受 控 系 统 的 设计 。 并 且 假 定 控制 规 
律 也 是 线性 的 。 设 运动 方程 式 为 


a E La EOE L... 4 aa L ar = bu, (5.0-1) 

dt” д1"! 4 
AH x 为 受 控 量 , и 为 对 象 的 控制 量 . 在 必要 时 ,我 们 也 将 式 (5.0-1) 写 成 一 阶 向 量 方 程式 
= = 4х + Bu. (5.0-2) 


向 量 x= hr z); = а= ; 矩阵 4 的 元 素 与 式 (5.0-1) 诸 系数 的 关系 前 章 内 已 


讨论 过 . 式 (5.0-27 的 控制 向 量 и 可 能 只 含 一 个 分 量 , 如 式 (5.0-1) 那 样 , 此 时 和 矩阵 B да 
一 列 元 素 , 因此 可 看 成 是 一 个 常 向 量 。 当 给 定 输入 作用 gG 后 , 式 (5.0-2) 可 写成 对 误 
差 s(D 的 微分 方程 式 


de de dg _ | - 
TE = Ae — Ва + ( 2 ав). (5.0-3) 
控制 系统 的 设计 任务 是 找 出 控制 规律 
l uale) = Ce, 
м Св, > e) = Ў св, 121,2, °. r, (5.0-4) 


使 方程 式 (5.0-3) 自 任何 初始 条 件 开始 运动 均 能 使 误差 eG) ETE. JEA (5.0-1) 的 
待 求 控 制 规律 的 形式 是 


п 
(Е 5, En) = У) сё, 
€= 


C, 称 为 反馈 系数 ,其 中 某 毕 系数 可 能 为 零 ,而 е, — 全， 当 输 入 作用 属于 固有 类 时 


《 见 前 章 ), 式 (5.0-3) 与 (5.0-2) 重 合 。 如 果 系统 的 任务 是 稳定 零 解 , 则 上 面 各 式 内 的 误差 
=; 均 将 换 为 系统 的 坐标 х. 
具有 式 C5.0-4) 形 式 控制 规律 的 控制 系统 我 们 称 之 为 线性 反馈 控制 系统 , 因为 控制 量 
是 误差 的 线性 函数 . -下 面 我 们 将 介绍 几 种 设计 控制 装置 的 方法 ， 即 根据 各 种 不 同 的 要 求 
确定 线性 控制 规律 中 的 诸 系 数 c. . 
应 该 指出 , 线 柱 控制 规律 并 不 是 对 一 切 品质 指标 都 能 成 为 最 好 的 形式 ,对 特定 的 某 些 
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品质 指标 这 种 规律 确实 很 不 错 ,正确 选择 系数 ,能 使 系统 达到 最 理想 的 程度 .但 是 ,一 般 讲 
来 ,最 好 的 控制 装置 并 不 是 线性 的 。 关 于 非 线性 控制 装置 的 设计 我 们 将 在 以 后 详细 讨论 ， 
由 于 线性 系统 设计 容易 ,装置 简单 ,设备 不 复杂 ,所 以 目前 采用 的 很 多 ,在 这 里 详细 介绍 几 
种 设计 方法 是 有 现实 意义 的 。 
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在 线性 控制 系统 的 设计 中 ， 首 先 关心 的 是 如 何 保证 系统 的 稳定 性 ， 即 学 会 正确 选择 控 
制 规律 式 (5.0-4) 中 的 反馈 系数 以 保证 系统 稳定 . 因为 常 系数 系统 的 运动 稳定 性 与 输入 
作用 无 关 , 故 只 研究 式 (5.0-3》 g( = 0 的 情况 就 够 了 . 
现在 研究 系统 式 (5.0-1)。 设 控制 装置 的 运算 规律 是 : 
bu = ок + ere + Añ,x,) = ср :corny (5.1-1) 
代入 式 (5.0-1) 后 有 
а, х 
"а" 


+ с) EE `° + Са + сх = 0 


` (5.1-2) 
显然 , 谷 使 式 (5.1_2) 稳 定 ,必须 正确 地 确定 诸 反 馈 系 数 ci 使 特征 方程 
ass" + Caga H с," 十. + Сао + с) = 一 0 (5-1-3) 
的 一 切 根 均 有 负 实 部 ， 
当 一 组 с; 已 给 定 后 ,方程 式 (5.1-3) 的 根 也 唯一 地 被 确定 , 若 令 с, 连续 变化 ， 则 这 些 
根 也 随 之 连续 变化 ， 因 为 代数 方程 式 的 根 是 其 系数 的 连续 函数 。 现 将 (ci, соз "55, cn) 
看 成 是 = 维 空间 R, 中 的 点 , 于 是 ,中 每 一 个 点 c :对 应 一 组 根 。 在 R。 内 的 一 切 使 
式 45.1-3) 的 所 有 := 个 根 均 有 负 实 部 的 点 的 集合 记 为 D(x)， 在 很 多 情况 下 后 者 构成 一 个 
区 域 , 称 之 为 线性 系统 的 稳定 区 域 。 如 果 能 用 简 使 的 办 法 找 出 这 个 区 域 ПС"), ЗВАНИЕ 
系统 的 设计 便 得 到 初步 解决 。 继 之 ， 可 以 设想 ，R。 内 共有 s 十 1 个 不 同类 形 的 区 域 
DCO), Р(1), +++, ОС»), 在 DEn) 中 的 所 有 点 c 使 式 (5.1~-3) 有 mm 个 具有 人 负 实 部 的 根 ， 
在 DC(0》 内 的 点 使 一 切 根 均 有 正 实 部 ,如 此 等 等 。 如 何 找 到 DCn) 就 是 我 们 的 任务 . 

”十 一 章 介绍 过 的 艾 文 思 方 法 解决 了 这 个 问题 的 一 部 份 , 即 当 可 变 的 参数 只 有 一 个 ( 系 
统 的 放大 系数 ) 时 ,用 它 可 以 求 出 足以 保证 系统 稳定 的 放大 系数 的 变化 范围 。 但 是 , 当 可 
变 参 数 大 于 一 个 时 ， 艾 文思 方法 就 难以 使 用 了 。 本 节 所 介绍 的 稳定 区 域 的 方法 首先 在 文 
献 [24] 内 曾 详细 的 阐述 过 。 | 

我 们 先 从 一 维 参 数 空 间 开 始 过 论 。 假 定式 (5.1-3) 内 除 一 个 参数 以 外 ,例如 с = c, 
BARS. ZNACI- 3) 可 改写 成 
РС) + cO() = 0, (5.1-4) 
= _ РС) 
"По: 
将 s= йо 代 人 上 式 后 ,再 将 等 式 右 端 分 成 实 部 和 虚 部 
c = UW) + iV Co). (5.1-5) 


或 者 
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为 了 讨论 方便 ,我 们 暂且 令 参数 <“ 可 取 复 值 , 即 它 可 取 值 于 一 个 复 平面 内 (图 5.1-1)。 不 
难看 出 ,如 果 多 项 式 9(s) 在 3 平面 之 诬 轴 上 及 其 附近 没有 零点 ,那么 式 (5.1-5) 是 将 s E 
ПАТРАБА Я 22 с 平面 9 $ ПЕНИЯ С— гоо, гоо) 时 ,在 < 平面 土 出 现 一 条 
连续 曲线 Go) НР UC) 是 自 变量 的 偶 函 数 ，F(o) TARR, НН Go) 对 实 
轴 对 称 ， 故 只 需 画 出 w 自 0 至 + co 的 一 半 就 够 了 ， 另 外 一 半 可 用 镜面 反射 的 方法 画 出 
CE 5.1-1). 显然 , 当 参 数 “ 取 值 于 这 条 曲线 上 任何 点 时 ,特征 方程 式 (5.1-4) 至 少 有 一 对 
纯 脱 根 .例如 曲线 cCiw) 上 的 点 5 满足 方程 式 
РО) + nO Cim) == 0. . 

如 果 式 (5.1-4) 是 第 一 类 保 角 变换 ( 即 保 持 曲 线 走 向 的 保 角 变 换 ), ВД S 平面 上 虚 轴 附近 
之 左 半 平 面 将 变 至 “ 平面 上 之 曲线 c(iw) 之 左 傍 ， 图 5.1-1 内 有 和 斜 线 标 出 之 部 份 便 是 。 
笑 便 提 一 名 ,变换 式 (5.1-4) 是 否 是 第 一 类 ,在 作 图 时 立刻 可 以 觉察 出 来 。 

相应 地 选择 式 (5.1-4) 内 之 < 值 , 可 以 使 5 平面 土 的 任何 点 , 例如 я 点 ,成 为 特征 方 
程式 的 根 。 要 使 图 5.1-1 内 之 я 点 成 为 特征 方程 式 的 根 ,只 需 令 | 

PCs) 
2GD 

Wa. ШЕ S 平面 内 有 一 通过 iw。 点 的 曲线 段 ss 它 的 对 应 的 影像 在 5 平面 上 是 сас, 
后 者 通过 ? 点 。 由 于 保 角 变 换 的 特性 , 若 = НОО, 与 其 相应 的 点 a, 必 也 位 于 
Ш CCo) 的 右边 。 由 此 可 以 断言 , 在 图 5.1-1 НС, ЖП АРЕН с 值 确 
定 的 具有 人 负 实 部 根 的 个 数 比 区 域 I 多 一 个 . В, Ш 内 的 点 所 确定 的 负 实 部 根 的 个 
ХА п #—1. ХЕ, 如 果 区 域 I 属于 DCm), 那么 工区 属于 Dlm +1), ME 
WEF Dlm +2). 在 绝 大 多 数 情况 下 ,根据 特征 方程 式 的 阶 数 ,曲线 CCiw) — EHH, 
马上 可 以 判定 各 个 Dlm) 的 位 置 ， 例 如 , 设 方 程式 (3.1-4) 为 三 阶 代数 方程 , 图 5.1-1 内 
之 曲线 是 相应 的 芒 轴 变换 的 象 ， 从 图 中 马上 可 以 君 出 区 域 HI 属于 рс), KRET 
DQ), Kik I NRF DCO). 因此 , Ш 是 系统 对 参数 < 的 稳定 区 域 , 这 里 任何 点 < 
入 确 定 的 特征 方程 的 一 切 根 均 具 有 负 实 部 。 在 讨论 中 和 况 经 假定 “ 可 以 取 复 值 ， 实 际 上 它 
只 能 取 实 数值 。 于 是 ,参数 с 只 能 取 值 于 Ш 区 内 之 实 轴线 段 ¿b 上 ,端点 a 和 2 不 包括 在 
Рі са 或 c 一 bp 时 特征 方程 有 一 对 纯 谍 根 ,系统 位 于 稳定 的 边缘 ， | 

.这 种 用 区 域 划 分 的 方法 去 确定 保证 系统 稳定 的 参数 取 值 范围 ， 对 选 定 系统 放大 系数 


с = 


$=а+ № 
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或 其 它 关 键 参数 是 很 方便 的 ,因为 能 求 出 该 参数 可 能 取 值 的 全 体 。 如 果 某 参数 已 经 选 定 、 
这 种 方法 也 提供 一 种 检验 系统 稳定 性 的 和 手段。 例如， 可 以 求 出 已 确定 的 该 参数 什 离 临界 
值 差 多 远 ， 从 而 判断 系统 稳定 性 对 参数 变化 的 敏感 程度 等 等 。 这 种 方法 还 可 以 推广 到 多 
参数 稳定 域 选 择 问题 。 但 是 如 果 待 选 定 的 参数 超过 两 个 *: 这 种 方法 实际 上 便 很 难 应 用 ， 
对 两 个 参数 的 情况 ， 用 作 图 法 仍然 能 得 到 较 好 的 效果 ， НЯНИ 
本 章 所 列 参 沽 文献 [24]. 
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在 前 章 内 我 们 曾 详细 讨论 了 利用 对 数 频率 法 ( 伯 德 法 ) 去 分 析 系 统 稳定 性 的 原理 。 在 
分 析 理 论 的 基础 上 ， 对 数 频率 法 也 可 以 用 以 设计 (综合 ) 线 性 控制 系统 。 设 受 控 对 象 的 频 


率 特性 是 
iw) = Xio) (Pre?) (Рае) - + + (Ре) РЕ 
W Со) 0С) = К (ОО) .CQae (5.2-1} 
式 中 Pi, 0, НЗ o ПАВ, LARINA 


f 20105 W Cio) == 20 log [W Go) | + ¿(Z0 16де) (>: Ф; 一 > 1). 
上 式 右 端 之 第 一 项 是 对 数 幅 频 特性 ， 第 二 项 是 对 煞 相 频 特性 ， 将 它们 分 区 于 图 2—1. 
相 频 特性 将 直接 画 出 9 一 > Фа) — > 0,(o2. 如 果 对 数 频 率 特性 满足 他 德 稳定 条 


件 ， 即 相 稳定 裕 度 0, 和 旺 稳 定格 度 M, 为 足够 
大 时 ， 那 么 柯 售 接 采 用 控制 规律 a 一 —х, BD. жуд Юи). 
Р 9 У FF ВЕБ S- 20108 НИ 
的 控制 系统 一 定 是 稳定 的 。 但 是 ,一 般 讲 来 ;这 NA 
种 简单 的 反馈 并 不 能 保证 反馈 系统 稳定 和 具有 “ ， 
良好 的 动态 性 能 ， 设 受 控 对 象 的 对 数 频 率 特 性 
如 图 5.2-1 所 示 , 对 于 这 个 受 控 对 象 利用 简单 
的 反馈 是 行 不 通 的 ,因为 当 20log |W | 一 0 时 
相 角 小 于 一 =, 为 了 使 控制 系统 能 正常 工作 : 必 … 
须 借助 于 更 复杂 的 控制 规律 。 

设 采 用 控制 规律 | 

g == 一 《ci + 1)x. (5.2-2) 

令 m= х, В u= Cas + Па. 了 是 ,新 的 
аа 


W Cio) = ZON = (сію + DW Guo), 


gaa а 
我 们 知道 环节 Gew- + 1) AR AI EE ' 图 5.2-3 
20logW cho + 1 = 10 юр Сс + 1), 
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ео 一 一 二 点 以 前 以 零 分 贝 为 新 近 线 ， Е а = 1. ~ 以 后 则 以 20 分 由/ 旬 频 程 的 斜率 上 
+. TADEL wK w 时 以 o JANR, = o=o B 60 — =, 而 o > оо 时 ， 


9-5. 将 Giciw + 1) 的 对 数 幅 频 特性 与 201og |W Go) | 相 加 ,再 将 前 者 和 后 者 的 相 频 


将 性 9 相 加 , 便 得 到 新 的 对 数 频 率 特性 ,如 图 5.2-1 ВА” 20108 |W) R Olo). R 
用 了 控制 规律 式 (5.2-2) 后 ,可 以 看 到 ， 利用 t= 


: : 一 * 的 简单 反馈 ( 即 < 一 一 (ce + 1)x)， 反 馈 控 
о 制 系统 已 获得 足够 的 相 稳定 裕 度 0, MERE K 
— № Ms。 用 这 种 方法 设计 出 的 控制 系统 的 结构 如 


图 5-22 图 5.2-2 所 示 . 
当 采 用 控制 规律 式 (5.2-2) 控 制 系统 依然 不 能 获得 良好 的 稳定 性 能 时 , 可 采用 更 为 复 
杂 的 规律 ,例如 


或 者 


i 


& 一 一 (co 十 :cz 十 1)x， ` (5.2-4) 


и = — (с + c; + с + 1х (5.2-5) 
等 等 如果 式 5.2-4) 或 (5.2-5) 之 右 端 可 分 解 为 一 次 单 因 于 之 乘积 ,每 一 个 因 于 又 具有 式 
(32722 的 形式 ,那么 对 这 类 控制 系统 的 作 图 方法 与 前 述 无 异 .只 需 在 208 |w | 的 对 数 
幅 频 特性 和 相 频 特性 上 加 上 诺 单 因子 的 对 数 杠 频 特性 和 相 频 特性 后 。 ыы 
幅 稳 定 裕 度 即 可 : 
如 果 对 控制 系统 的 动态 特性 要 求 已 经 给 定 ,例如 对 过 渡 过 程 的 时 间 和 过 注 过 程 的 起 
调 量 已 经 提出 要 求 ， 也 名 以 根据 经 验 公式 和 近似 计算 方法 做 出 需要 的 开路 系统 的 理想 对 
数 频率 特 作 图 然后 再 取 理 想 括 率 将 性 和 受 控 对 象 频率 特性 的 差 作为 控制 装置 的 频率 特 
性 ,以 此 选择 式 (5.2-4) 址 (5.2-5) 内 的 系数 ci， 使 其 尽量 接近 需要 的 形式 ， 至 于 如 何 估计 
对 数 频率 特性 与 反馈 系统 动态 性 能 之 间 的 关系 ,什么 样 的 对 数 频率 特性 才 是 理想 的 ,这 些 
问题 至 今 没有 确切 的 答案 - ZESAR 127I PWR TERRY, PHEA ная 
ны | ИН 


' 


to і - 53 下 


ЕТ 
统 误 差 坐 标的 线性 函数 ， 而 与 输入 作用 40 ЖХ. 这 样 做 的 根据 是 系统 的 稳定 性 与 输 
入 作用 无 关 。 而 仅 与 亲 统 的 坐标 反馈 方式 有 关 , 而 是 当 粮 人 作用 属于 固有 类 时 (参看 第 四 
章 ,第 4. 节 ), 系 统 对 输入 作用 5 (中 的 跟踪 精度 也 与 控制 装置 无 关 。 但 是 , 当 输入 作用 
不 属于 固有 类 时 ,系统 必然 不 能 准确 地 跟踪 输入 作用 。 误差 s(:) 将 与 输入 rO 有关， 
其 关系 式 是 式 C4.8-14)。 除 输入 作用 外 ,在 受挫 对 象 上 还 可 能 有 外 护 作 用 fC) 中 ,后 者 的 
作用 点 常 与 输入 作用 4007 的 作用 点 不 同 。 现 生出 图 53-! 所 未 系统 的 运动 方程: 


P О 
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dy = и, 
dt 
e =g) — x(t). (5.3-1) 


-图 5.3-1 


& x= <, Sr = x, у= x*3， 代 人 上 式 后 得 到 一 个 一 阶 方程 组 : 


— = x 

2; 25 

dx, i , 

— = —— x, + — x, + р 
2; T T 3 KOF 
dx, 

——— f 

dt > 


e = g (z) — х. 
d d. ， .. 

再 令 8, = g (2) — x, (2); a єз == х;, 代入 上 式 , 有 
de — e, 
dt 
ав 1 
аг T 
de, 
dt 


тво) СЕ + 1 至， 从 上 列 方程 式 的 形式 看 。 如 果 控 制 规律 < 只 是 误差 ay е, в, 


e—a taO EIO = (3-2) 


= u, 


的 线性 组 合 ,那么 ,一 般 讲 来 ，s(:) ЖЕ G (D 一 L08588. MA — 二 /为 常数 


且 系统 在 г 趋 于 很 大 时 ，s1, е, є, 也 趋 于 某 一 稳 态 误差 ， 

这 种 由 外 部 作用 引起 的 误差 能 否 消除 呢 ? 答复 是 明显 的 ， 当 外 扰 和 输入 作用 可 以 测 
量 时 ,一 般 讲 可 以 用 外 扰 补 偿 方法 去 销 除 动态 和 稳 态 误差 , 即 在 控制 装置 中 引信 外 扰 的 相 
应 坐标 ,使 控制 规律 含有 g(:) WIO 及 其 导数 , 使 AGO 和 ГО 对 系统 的 误差 不 发 
生 影 响 六 21。 现 在 就 来 研究 在 外 扰 可 以 完全 测量 时 如 何 设计 控制 装置 , 使 前 者 得 到 补偿 . 

设 系统 只 有 一 个 控制 量 w。 对 于 误差 坐标 的 运动 方程 式 设 为 

= Ae + bu +f), | (5.3-3) 
式 中 € = (Eis 6。 En)o b = Cbi 0 „>, Е) =G G); ZES AODA 向 量 b 
的 各 分 量 均 为 常数 ,其 中 一 部 份 可 以 为 零 ,向 量 f(x) 的 某 些 分 景 也 可 能 为 零 ， 
用 外 扰 补 偿 的 第 一 个 方法 是 将 “ 分 为 两 部 份 ú = u + > Ф 
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m= У) catas (5.3-4) 
使 方程 式 
= = = Ae + s (> е.) = (4 + В)є, (5.3-5) 
式 中 
Ре: bica *** bica 
В = b,c bica *** baca 
Басі baca "er b,c, 
稳定 并 具有 良好 的 过 渡 过 程 . 而 控制 量 的 第 二 部 份 满足 伍 等 式 (如 果 这 是 可 能 的 话 ) 
n bu +f) = 0, (5.3-6) 


- a= — Lha), i= 1,2, +++. n. 
b; 


但 是 :一般 说 来 , 式 (5.3-6) 是 不 可 能 成 立 的 。 不 难看 出 , АБ С5.3-6)1 WE, RSS K 
O) = f: GD =... = f, 6) А 


b, b; b, 

而 当 bi = 0 时 ВС) 必须 恒 为 零 。 这 种 情况 只 有 在 外 扰 的 作用 点 与 控制 量 的 作用 点 相 
同时 才 可 能 有 解 。 如 果 zG) 属于 固有 作用 类 ,而 f(x) 与 * 作 用 在 同一 个 点 上 ,这 时 自 
然 有 完全 补偿 公式 и, = 10. 

当 f(z) 的 作用 点 与 控制 量 的 作用 点 不 同时 ， 式 (5.3- -6) 不 可 能 有 解 . 例如 前 面 讨论 
过 的 系统 式 (5.3-2》 和 (5.3-6) ЖК Al) — КО 一 0 和 ww 一 0。 当前 者 不 为 零 时 , 式 
(5.3-6) 无 解 . 

设 * 为 受 控 对 象 的 主要 受 控 量 ，f (x) 的 作用 点 可 以 是 任意 的 ，g ( 为 任意 足够 光 
请 的 函数 。 这 类 系统 的 运动 方程 总 可 化 成 式 (5.3-3) 的 形式 ， 当 对 误差 的 控制 规律 式 
《5.3- 包 已 经 选 定 时 ,方程 式 (5.3-37 的 解 可 写成 


в = ee, + Í e= + Крат, = (5.3-7) 
АУ D = 4 +B. 把 向 量 等 式 内 的 第 一 个 坐标 8 G) 分 出 : 
е2) = -> Pio Ct) Eos + k: > Фб — (фи. + уме. (5.3-8) 


LAANE- TIRARE 由 运动 、 因 为 pia 6) 为 矩阵 函数 eP! 一 (фз CD) 的 第 一 行 


元 素 , 若 系统 式 (5. 3-5) 稳 定 , 则 lim paG) 一 0 为 了 完全 补偿 外 扰 作 用 1. (2), ВАХ 
任何 г 使 下 列 等 式 成 立 : | 
| | (> Piali — т). ) Сеат = -f > Palt — (рат (5.3-9) 
等 式 之 右 端 为 已 类 函数 ; 故 上 式 为 一 积分 方程 
| KG — uCrar = v(t), f _ G5.3-10) 


er 1 itm 
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式 中 
око = Ý pol Db оф = | У ра ое. 


可 以 用 任何 一 种 方法 解 积 分 方程 式 (5.3-10), 例如 逐步 逼近 法 等 . 这 样 即 可 求 出 补偿 函数 
и 2) = Tf G), +55 h) 后 者 将 完全 补偿 掉 外 扰 和 输入 函 数 的 作用 ， 而 使 系统 的 稳 
5203, i 

如果 用 拉 开 变换 方法 解 积 分 方程 (5 3-9), 利 用 卷 积 公式 可 直接 找 出 w (2) 5 AGE 
“一 1, 2， 555 #， 的 关系 式 ， 对 式 (5,3-9) 两 端 作 拉 氏 变换 后 有 


—Ф,0:)0,(5) = > ФСЕ. (5), (5.3-11) 
或 者 | 
一 > CsI Fels) 
"OT 
SAOR | _ 
-一 之 TO Fas). (5.3-11°) 


不 难看 出 ,上 式 内 Ф„(5) 正 是 受 控 对 象 对 误差 = 的 传递 函数 ， $, G) SBI AMEA E 
误差 = 点 的 传递 函数 ， 根 据 式 (3.3-11 ”) 可 以 确定 对 外 拢 和 输入 作用 的 补偿 规律 BER 
计 好 的 系统 为 图 5.3-2 PR, 由 输入 gG) 所 引起 的 动态 误差 是 


图 5.3-2 
| | | ЕС) = ОФФ с, у {5.3-12)) 
H w 作用 引起 的 误差 为 
ЕО vs), 


ТИК Ки, 
按 式 (5.3-117 有 补偿 公式 
| f Ки Я В _ | _ 
U,G) = тои EO | (5.3 13) 
IREA JG) 引起 的 误差 是 
WCs)’ С _ ` 
| ЕК) = ООО FCs). (5.3-14) 
根据 式 (5.3-11 2 有 完全 补偿 公式 
О) 一 一 


WC FC). (5.3-15) 
这 样 ,我 们 便 得 到 对 输入 作用 8g(*7 和 对 外 扰 作 用 f(z) 的 全 补偿 公式 (5.3-1372 和 《5.3-157。 
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加 上 补偿 装置 后 ， 控 制 系统 的 方块 图 将 如 图 5.3-3 所 示 。 在 这 种 控制 系统 内 控制 量 # 不 
仅 是 误差 的 函数 ,也 是 输入 作用 和 外 扰 作 用 的 沙 数 ， 这 种 系统 常 称 为 复合 控制 系统 ， 


5.3-3 


从 理论 上 看 , 动态 补偿 问题 已 完全 由 式 (5.3-9) 或 (5.3-11 7) 所 解决， 但 是 ,应 该 指出 ， 
要 想得到 这 种 全 补偿 系统 在 实际 工作 中 是 有 困难 的 。 这 种 困难 主要 来 自 两 个 方面 : 其 一 
是 测量 困难 ， 并 不 是 所 有 的 外 抗 都 能 准确 地 瞬时 测量 出 来 ， 例 如 飞行 器 上 所 受 的 阵风 干 
i 在 实际 上 就 几乎 不 可 能 直接 测量 出 来 。 当 然 , 这 时 补偿 公式 (5.3-11) 就 不 能 应 用 了 ， 
第 二 个 困难 是 补偿 装置 的 实现 方法 ,因为 式 (5.3-13) 和 (5.3~15) 都 要 求实 现 较为 复杂 的 
控制 规律 。 其 中 包括 对 外 扰 作 用 和 输入 作用 的 高 阶 导 数 ， 而 后 者 是 不 易 得 到 的 ， 因 为 即 
便 外 扰 和 输入 作用 的 瞬时 值 可 以 测 出 ,由 于 实际 量 中 总 含有 噪音 , 欲 得 到 它们 的 高 阶 导数 
是 异常 困难 的 ， 尽 管 如 此 ,复合 系统 的 应 用 还 是 十 分 广泛 ， 当 完全 补偿 不 可 能 做 到 时 , 常 
不 得 不 满足 于 部 份 的 或 局 部 的 补偿 .究竟 补偿 精度 能 做 到 何 种 程度 ,由 实际 工程 问题 中 上 
述 两 种 困难 的 克服 程度 而 定 ,也 与 输入 作用 g (z) 和 外 扰 作 用 f(z) 的 变化 规律 有 关 。 例 
如 当 jz) 为 常量 或 为 缓 变 函 数 时 , 补偿 通常 比较 简单 。 关 于 各 种 补偿 方法 的 研究 , 还 可 
参考 文献 [16,21,22,25,26]. o . 
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前 面 几 节 内 讨论 过 的 线性 系统 设计 方法 的 出 发 点 是 保证 系统 的 稳定 性 ， 使 动态 误差 
与 稳 态 误差 完全 消除 或 者 减 小 到 一 定 程度 ， 但 是 ,有 时 对 控制 系统 的 晶 质 要 求 不 限于 此 ， 
还 可 能 有 其 它 类 型 的 指标 例如， 在 控制 系统 
中 的 能 量 消 耗 ， 温 度 控 制 中 的 温差 等 等 都 常 作 
为 对 控制 系统 的 指标 要 求 。 对 于 伺服 系统 的 过 
渡 过 程 也 有 时 要 求 均 方 误差 小 ,例如 图 5.4-1 内 
所 示 的 过 渡 过 程 ,如 果 要 求 (г) 迅速 趋 于 零 ， 
那么 在 n 足够 大 时 ,指标 

J = Ñ 82 (z) d: (5.4-1) 


| 在 一 定 程度 上 体现 了 过 小 过 程 的 快速 性 和 平滑 
图 5.4-1 Е. 本 节 内 我 们 将 研究 具有 式 (5.4-1) 型 质量 
指标 的 线性 系统 设计 方法 . Е 
因为 在 本 章 内 所 讨论 的 对 象 只 限于 线性 控制 系统 ， 所 以 这 里 只 研究 线性 控制 规律 的 
选择 方法 。 事 前 做 下 列 互 相 并 不 独立 的 假定 : 设 输入 作用 е G) 属于 系统 的 固有 作用 类 ， 


5.4 控制 装置 参数 选择 141 


因此 系统 无 静 差 ; 其 次 设 系统 渐 近 稳定 , 即 任何 初始 误差 s 都 将 随时 间 的 增 大 而 趋 于 零 ， 
面 衰减 速度 为 指数 规律 ， 设 用 * 表示 系统 的 误差 ,系统 的 运动 方程 式 为 


a "= + а, 4х +e + ar = 0, С5.4-2) 
dt” атт! 
或 者 写成 一 般 的 形式 | 
4% рх, D= 4 + BC, ЕС (5:4-3) 
dt 
AP 4,B 分 别 为 受 控 对 象 方程 
4х 一 Ах + Ва 


dz 
的 wn X n 和 mn X m И, CARRER, 它 决定 控制 装置 中 的 控制 规律 . 
因为 系统 式 (5.4-3) 或 (5.4-2) 为 稳定 ,所 以 矩阵 轧 的 一 切 特征 根 有 负 实 部 。 严 格 说 来 
线性 系统 的 一 切 过 渡 过 程 只 有 :一 co 时 才 会 完全 结束 , 因为 函数 с“, a> 0， 只 有 在 
г» со 时 才 为 零 . 由 于 这 两 个 原因 , 式 (5.4-1) 内 之 积分 上 限 可 换 为 无 穷 大 , 此 时 积分 依 
然 收敛 ,为 了 作 更 一 般 的 讨论 ,我 们 设 积分 指标 为 对 一 非 负 二 次 型 的 积分 


J= r У] gepxexpdt 一 r (x,Gx)dt, (5.4-4) 
ба, p= 0 


AH х, JAR x 的 分 量 , G 为 非 负 方 阵 , 其 元 素 为 gj， 而 且 gi = в, СНК. 
由 于 式 (5.4-3) 是 一 个 线性 齐 次 方程 组 , 当 系统 的 初始 误差 x 给 定时 , 系统 的 运动 规 
律 x(z) 就 已 完全 被 确定 ,因此 , 实际 上 积分 指标 式 (5.4-4) 是 初始 条 件 x, 的 连续 函数 ， 
让 我 们 首先 求 出 这 个 函数 关系 中。 令 下 为 某 一 正定 对 称 矩 阵 ,用 它 构成 二 次 型 
| hC) = Cx), Ех). 
对 4(z) 微分 后 有 


PU ~ (фк, Fx(0)) + («@), ЕБх (2) 
= (x(t), (ФЕ + ЕР)х 9). 


AR р" ОБЕ. > 
DrF + FD = С, (5.4-5) 


那么 有 | 
r dh G) dt=(æ(t)s Fx (z) ) | =f (х; Сх)аг, 
° dt 9 0 . 
于 是 | | 
(х, Ех) = r (x, ска (5.4-6) 
ELETI AN, 856BE F RE ЖЕНИХ 4-Е НИИ x, 的 函数 : 
J = (жо Еж) = 一 У) мии, | (5.4-7) 
qsp=1 


求 矩阵 下 有 两 种 方法 ,第 一 种 方法 是 直接 求解 矩阵 方程 (5.4-5), 此 时 得 到 n 个 线性 
代数 方程 式 构成 的 方程 组 。 可 以 证 明 ,这 个 方程 组 必然 有 唯一 解 ， 这 个 方法 虽然 可 用 ,但 
终 嫌 过 烦 。 第 二 个 求解 方法 是 利用 矩阵 函数 的 特性 。 将 式 (5.4-5) 之 两 端 左 右 分 别 乘 以 
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和 矩阵 函数 (t 和 e2 得 | 
eDGeP = ePIDt F ePt. 十 Ерен, де: 
显然 此 等 式 之 右 端 是 ер“Ее0* 对 上 的 导数 ,因为 2D = ре? ВБК 
N A 2016, 
° dt ° 


左 端 取 积分 后 有 | | 
° d D's р = „В Dt > = — 
[ie Ее) др = eP” Fe | = — Е, 
因此 ,可 求 出 | | 
| Е= -| Серди, | (5.4-8) 
上 式 之 所 以 成 立 是 虫 于 
， lime”! == lime?" == Я 
isa о 29 365885. | | _ | 
Е ае SER JE le] 0 kR Р ВОВЕ УЕ. ВЕРН ААЛА УЖЕ 
T tremu, | о (5.4-9) 
设 控制 规律 为 “一 一 E, MES AES № 
25 + с га. + х = (5.4-10) 
令 * 一 ,人 一， 上 式 可 改写 成 方程 组 
ё, 
РУ 25 
Ba == =a — сх), Б 《5.4-117 
我 们 知道 ， 当 c> 0 时 系统 式 (5. 4-10) 总 为 渐 近 稳定 . 设 过 渡 过 程 质量 指标 为 
7 一 个 Сх? +-z2)da = kË Xx, GX)di, š f (5.4—12) 
式 中 
10 
С = |. h 
— 1, е + А el 1 ей! 一 1 ей! 
_ (0 1 р Мт А А М А м — № 
p= ( 1 2) 1-1 ей: + J ay ен À, оду > 
Wi — 45 р À S ил А f 
209 27. 65.413) 
AR д, & 是 代数 方程 式 `. 
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А сто ` ， í 
的 两 个 根 。 容易 计算 . 
а + Ауе“ 一 ТЕ tapi ”一 Q. + Ape”! 一 Q. + hae 
+ (1 + ae + 20, 十 де ных 

еб Се?! = e | ' А 
— СА + Мей" — (À + Мей (1+ Муей + (1 + Ме] 
+ 20А + дельи ` š . — 4е@ я 

: : {5.4-14) 


式 中 g= 
注意 到 ,只 要 。 > 0， 公 式 (5.4-8) 右 端 积分 总 是 收敛 的 ,故我 们 可 以 对 式 (5.4-147 作 
下 列 积分 运算 : 
c — 2с — 8 с? — 4 
2с 2 | 


с — 4 2 — 4 
2 г | 

AX А. 和 А 是 方程 式 22 + c+ 1=0 的 两 个 根 ， 容易 算出 上 式 右 端 矩阵 四 个 元 素 的 值 为 

+2. 
2с 
1 


设 式 C5.4-10) 表 示 的 单 摆 运 动 的 初始 条 件 是 任意 的 : (0) = ru, zX0) = го, 则 全 
部 过 渡 过 程 的 积分 质量 指标 式 (5.4-12) 可 直接 求 出 、 依 式 (5.4-7) 有 


J = — (ж, Ехо) = 一 2 xi + Xuxa + 1 ху. (5.4-17) 
c . 


Waka, = в (5.4-15) 
0 


-F= r eD'tGeDidt = (5:4-15) 
0 


` а; 


今 假定 单 摆 的 初始 速度 为 0， 即 x = 0, ПР <o 异 于 0。 由 式 (5.4-17) 可 
知 ,此 时 二 次 积分 指标 的 值 为 | 
2+2 


.J 二 一 一 ~ 了 — xu. | (5.418) 


容易 检查 ,函数 212. + 2 当 ec 一 M2 时 有 极 小 值 、 所 以 ,对 一 切 初始 速度 为 0 的 运动 Ж 


# J 达 极 小 值 的 最 优 阻 尼 是 取 < 一 W2. = 

前 面 我 们 用 和 矩阵 函数 的 方法 求 出 了 均 方 误差 的 表达 式 , 实际 上 表达 式 (5.4-7) 也 可 以 
用 拉 氏 变换 的 方法 求 出 , 即 直 接 从 工程 上 常用 的 传递 函数 的 表达 式 求 出 函数 JC), 有 人 时 
这 种 方法 可 能 更 方便 些 ， 为 此 只 要 找 出 矩阵 F 与 传递 承 数 的 关系 就 够 了 。 下 面 我 们 试 建 
立 这 种 新 的 关系 式 "”。 首 先 对 受 控 对 象 的 误差 方程 式 


r. = Ax + Ba | (5.4-19) 


进行 拉 氏 变换 : 

sXC) — x, = AXC) + ВОС, . 
AP ХС) APAE x) КУР, UG) 为 控制 向 量 aG) 的 象 函数 ,二 者 依然 是 
向 量 函 数 , 解 上 述 方程 后 
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ХС) = СЕ — AIBUCG) + СЕ — Аж, (5.4-20) 
式 中 为 单位 矩阵 ， 而 矩阵 СЕ 一 4) 称 为 受 控 系统 的 传递 函数 ， 现 令 控 制 规律 为 
ul) = Сх(®, 或 ОС) = СХ). 代入 式 (5.4-20) 并 化 简 后 得 到 xG) 的 象 函数 


ХС) = СЕ — (á + ВСУ) жж. (5.4-21) 
现在 可 以 直接 解 算式 (5.4-4) 了 。 引 入 矩阵 记号 : 
K( s) = GE — (A + BC)), (5.4-22) 
可 以 证 明 式 (C5.4~7) 的 正定 和 矩阵 可 由 下 式 求 出 : | 
F 一 -二 Kr(YGKC— ds, (5.4-23) 
mi і 


式 中 KC) 为 KG) МЕ. 将 х0) = L |" XO eas RAR (5.4-4) 之 有 
端 后 再 作 下 列 变换 得 : 
s= | XO Gal )a, 
-二 全 (хо, о [хеш 
- 1 = ХФ, GXC— Vas. (5.4-24) 


ni -一 ice 


对 х) 的 拉 氏 反 变 换 之 积分 线路 可 以 取 虚 轴 (一 ;ico ,十 ?eco)， 这 是 因为 x0) 浙 近 趋 
TẸ, XG) 的 一 切 奇 点 均 位 于 左 半 平 面 。 而 式 〈5.4-247 内 之 积分 号 可 以 互 换 是 由 于 两 
个 积分 都 绝对 收敛 。 将 式 (5. TAS 4-24)8,. 


J= | (KO GRC Dx 
= L | Ce, какса 
= G, È |” K'G)GRC Dd), | 


将 上 式 与 式 (5.4-6) 比 较 即 得 到 式 (5.4-23). 4 G 为 单位 矩阵 时 ， 


= | GD FO Cm Рю, 
F= ia ru K'( KC ds, f (5.4-25) 


设 误差 运动 方程 式 是 式 (5.4-2), 而 
J= |. 2 (5) 41. 


根据 前 述 可 推 知 : | 
NOON и а ("м i 
7 21 } 1 D(s)D(—s) 4 2лі И DG) fas s> (5.4-26) 
其 中 


О) = a,” + а’ + ++ + as + а, 
NCS) = а,хь" + (ах + damit) + ° 
+ Сах" ая” + +° + а), 
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这 里 
P=] оО, 11,2, т 1, 
аг л" 


则 f 
М 一 《esp + apas"? + ° + вхо. 


前 面 分 析 的 单 摆 阻 尼 问 题 例 中 。 只 含有 一 个 待 选 参数 <， 事 实 上 本 节 所 讨论 的 方法 
同样 可 以 应 用 到 多 参数 选择 的 情况 。 如 果 考 虑 a 阶 系 统 ， 初 始 偏差 限定 为 只 有 一 个 误差 
坐标 不 为 零 ,其 它 "一 1 个 坐标 初 值 均 为 0 那么 由 式 (5.4-7) 确定 的 的 系数 , 将 是 反 
局 矩阵 C[ 见 式 (5.4-3)] 的 每 一 元 素 的 解析 函数 : 

J = Кен)яь. 
容易 用 计算 机 去 求 最 好 的 矩阵 元 素 cj， 使 系数 函数 | 即 J 取 极 小 值 。 如 果 系 统 的 初始 
条 件 是 任意 的 , J 就 是 系统 初始 汰 态 的 二 次 型 一般 来 讲 , 7 的 极 小 ( 即 最 好 的 反馈 年 阵 ) 
还 依赖 初始 条 件 , 所 以 不 能 求 出 一 个 固定 的 常量 矩阵 , 使 J 对 任何 初始 条 件 均 为 极 小 ,这 
时 就 只 能 满足 于 对 某 些 具有 代表 性 的 初始 条 件 的 参数 选择 . 
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在 第 四 章 讨论 系统 稳定 性 时 ,我 们 已 经 看 到 线性 常 系数 系统 的 稳定 性 ,完全 取决 于 系 
统 传递 函数 的 极点 在 复 平面 上 的 分 布 ,实际 上 ,不 仅 系 统 稳 定性 取决 于 极点 分 布 ,系统 的 
其 它 特性 和 品质 指标 ， 在 很 大 程度 上 都 由 极点 在 左 半 平 面 上 的 位 置 所 决定 。 以 二 阶 振 荡 
系统 为 例 , НЕЕ, 即 两 个 极点 相对 实 轴 对 称 , 那么 系统 阻尼 的 大 
小 ,取决 于 极点 负 实 部 的 大 小 , 而 振荡 频率 的 高 低 则 决定 于 庶 部 的 大 小 、 因 此 , 为 了 增 大 
系统 阻尼 ,我 们 可 以 使 这 对 极点 离 虚 轴 远 一 些 ; 要 想 减 小 振荡 频率 , 可 以 使 极点 离 实 轴 近 
一 些 。 这 样 ,我 们 就 可 以 根据 系统 设计 指标 要 求 ,有 目的 地 配置 系统 的 极点 分 布 ， 回 想 一 
下 我 们 讲 过 的 根 轨 迹 法 ,也 是 一 种 极点 配置 ,不 过 它 只 把 极点 配置 在 左 半 平 面 使 系统 渐 近 
稳定 就 行 了 。 当 系统 的 指标 要 求 不 仅 是 渐 近 稳定 ， 而 且 还 对 系统 的 过 渡 过 程 有 进一步 要 
求 ( 如 超 调 量 ,振荡 次 数 ,过 渡 时 间 , 通 频带 等 ), 这 时 极点 配置 只 在 左 半 平 面 还 不 够 , 还 必 
须 更 精确 的 配置 ， 于 是 ,就 出 现 了 这 样 的 问题 ,就 是 闭路 系统 的 极点 是 否 可 以 通过 反馈 规 
律 的 选择 而 任意 配置 ? 在 什么 条 件 下 可 以 这 样 配置 ? 关于 这 个 问题 的 答案 是 ， 只 要 系统 
是 完全 能 控 的 ， 那 么 它 的 极点 就 可 以 用 状态 线性 反馈 而 任意 配置 ， 这 一 节 我 们 将 简单 地 
讨论 这 个 问题 so29 

设 单 输入 单 输出 线性 系统 为 


= Ax + bu, 


| у = cx, (5.5-1) 
其 中 4 是 x xX wz ИН, Б, с 是 > x 1 阶 矩阵 。x 是 系统 状态 变量 , >》 是 输出 量 , x 
是 控制 | 
所 谓 极点 配置 ， 就 是 指 经 过 状态 (或 输出 ?的 线性 反馈 ，x = kx, k E. ХИ 
BE, 使 闭环 系统 
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2х = Ax + bk'x = СА + 6х 


的 极点 《4 十 bk 的 本 征 值 ) 可 以 取 任意 指定 的 值 . 
应 该 指出 ,现实 的 物理 系统 都 是 实 系数 的 ,因此 , 某 个 极点 若是 复数 ,那么 它 的 共 办 复 
数 也 一 定 是 极点 。 所 以 复数 极点 一 定 成 对 出 现 。 当 任意 配置 极点 时 ,其 中 若 有 复数 , 则 一 
шеи. 
下 面 我 们 来 证 明 , 如 果 系统 式 (5.5-1) 是 完全 能 控 的 , 即 矩 阵 СЬ, АБ, В, -- 5А") 
的 秩 为 =( 见 第 4, 11 35), 那么 任意 一 组 数 5 ,51，*… ,sn， 必 存在 一 个 和 矩阵 k, ЖА 
bk ЖАНН л, о ts. 这 就 是 说 ， 通 过 状态 反馈 可 以 使 闭环 系统 的 极点 任意 配 
B. 
为 了 证 明 简 单 , 首先 对 系统 式 (5.5-1) 进 行 坐标 变换 ， | 
ВНЕ nx n ИНЕТ, 使 多 一 Tx， 经 过 变换 后 , 式 (5.5-1) 可 以 变 成 
£= TAT + Tbu, 
у = erT'£, . (5.5-2) 
系统 式 (5.5-1) 和 (5.5-2) 是 等 价 的 (确切 说 是 代数 等 价 》, 它们 有 相同 的 传递 函数 阵 ， 有 相 
同 的 脉冲 响应 阵 ,如 令 ATAT, 则 有 eSTAT, ЖИ НЕВЕ 
变换 而 改变 。 这样, 就 有 可 能 使 我 们 找到 一 个 适当 的 非 奇异 矩阵 了 ， 把 系统 式 (5.5-1) 化 
成 式 (5.5-2), 从 而 使 式 (5.5-2? 变 得 更 方便 于 我 们 的 讨论 .下 面 我 们 先 选 出 非 奇异 矩阵 7 
& 0 = (b, ЛЬ, Ab, ..., А"), р 


0 1 0 0 
1 
Ч. = 5 
f 1 
一 0 — 0 一 on- 
ГН! 
G, .. 
L = 1050. e . (5.5-3) 
Gna < . 0 | 


1 - 
则 Q, L 都 是 非 奇异 矩阵 , 它们 的 逆 年 阵 都 存在 ， 
设 
T = (01) (5.5-4) 
我 们 看 一 下 , 它 能 将 式 (5.5-17 变 成 什么 形式 . 
Tm QL = (D., D,, --., р.), 
容易 验证 ， 


"р, = У) anjdib + A™b, im1,2,...,7— 1, 


j=0 


* < — trr 
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D, = b, 
所 以 有 
AD; = В, — essD,s i = 2, 3, +°, п, 
而 
AD, 一 4(o8 + ax,Ab  --- + а, 4” + А”) 
= (w Ab + oAB+ + oA + А") = —a Eb 
一 一 oD.， 
其 中 互 是 单位 矩阵 。 这 里 利用 了 线性 代数 中 的 凯 莱 - 哈 密 顿 (Cayley-Hamilton) 定理 。 于 
是 ,我 们 又 可 以 推出 . 
| AT” = A(D,, D,, --., D,) = (ADi, АБ,, .--, 4D.) 
= (~D, D, 一 aD,, -+', 0, — а,-Ю,) 
ого... 0. 
= (D, Da -D| 0 0 
| 1 
i 一 m 2-01 +5. 9, 
= TA 
最 后 得 到 n 
TAT = Á. (5.5-5) 
通过 简单 运算 ,容易 验证 
. 0; у 
ТЬ=170-ъ=| : | ` (5.5-6) 
如 记 
ё = cT = СОГ = (2, 4, 5-2,2), (5.5-7) 
那么 ,系统 式 (5.5~12) 经 过 非 奇异 变换 了 工 变 成 了 如 下 的 形式 : : 
P 
И 


Я да . РА 
dt ° 


y= @#, © (5.5-8) 

其 中 д. 如 式 (5.5-3). 《这 种 形式 , 有 的 蔬 上 吊 作 可 控 标准 形 ). 
由 上 所 述 , 我 们 可 以 看 出 ,对 任意 单 输入 单 输出 系统 , 只 要 完全 能 控 , 由 矩阵 8 出 发 ， 
总 可 以 把 系统 变 成 式 (5.5-8) 的 形式 ,因此 ;我 们 不 妨 假 定 系统 式 45.5-17) 已 经 是 式 (5.5-8) 
的 形式 , 否则 我 们 可 以 用 上 述 办 法 化 成 这 种 形式 ， 现 在 我 们 对 具有 式 《5.5-8) 形式 的 系 
统 . 
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ах = Ах + bs, 
dt 


y = cx, | (5.5-9) 
Hp 
0 1 о... 0 0 ĉe 
` 0 су 
А = > 5 一 | : |, e=] : 
1 0 
一 0 一 0 “°° Onl 1 Cai ү 


来 证 明 当 它 完全 能 控 时 ,可 以 任意 配置 极点 . . 
事实 上 ,经 过 状态 反馈 № 一 Cko kka) 后 的 闭环 系统 短 隆 为 
0 1 0 -.. 0 
A + bk: = | 0 `. Е ‚ (55-10) 
1 
— (а — ko) — (о. k) °. — (0,1—6,4) 
而 传递 函数 为 


PETE + На ' 
GCs) = Camis n=? ° . (5.5-11) 
s* + (а — А" ++ Сао — ko) 


由 此 可 以 明显 看 出 ， 因 为 一 个 代数 方程 的 根 是 诸 系数 的 解析 函数 ， 当 任意 指定 = 个 极点 
$i 52° * > Sa 时 ,总 可 以 找到 一 组 数 Қози 用 А = Ск, ko ***> ka=) 作 反 馈 ， 
而 使 озо "55, 为 传递 函数 СС) 的 极点 。 这 样 我 们 就 证 明了 前 面 的 结论 。 

这 个 事实 反 过 来 也 是 正确 的 , 即 是 说 如 果 系 统 式 (5.5-1) 通 过 状态 反馈 可 以 任意 配置 
极点 时 ,那么 系统 一 定 是 完全 能 控 的 ， 

通过 上 述 证 明 , 我 们 还 可 以 看 到 ,在 任意 配置 极点 时 ,并 不 改变 传递 函数 的 零点 分 布 。 
这 是 因为 零点 的 位 置 只 取决 于 cr = (co co .…，cs-D)。 在 配置 极点 时 ,传递 函数 的 分 子 
并 不 变化 . - : 

还 可 以 证 明 , 系统 经 过 状态 反馈 仍 保持 能 控 性 ;就 是 说 如 果 系统 式 (5.5-1) 是 完全 能 
控 的 ,经 过 状态 反馈 后 ,系统 仍 是 完全 能 控 的 。 但 状态 反馈 不 一 定 能 保持 可 观测 性 ， 若 用 
观测 量 (输出 ) 反 馈 , 即 ¿= Hy 时 , 则 既 保持 能 控 性 也 保持 能 观测 性 。 一 个 完全 能 控 完 全 
能 观测 的 系统 ， 它 的 传递 函数 不 可 能 产生 零点 和 极点 完全 相 消 的 问题 :由 此 我 们 可 以 扒 
出 ,用 观测 量 y 作 反馈 不 能 任意 配置 极点 。 否 则 配置 的 极点 和 零点 相同 ,产生 零 极 相 消 的 
问题 就 破坏 了 系统 的 能 控 性 和 能 观测 性 ,这 和 输出 反馈 保持 能 控 性 和 能 观测 性 是 矛盾 的 . 
所 以 通过 观测 量 反 馈 一 般 是 不 能 任意 配置 极点 的 。 = 

在 实际 情况 中 , 有 些 状态 变量 是 量 测 不 到 的 , 因此 状态 反馈 也 常 不 易 实现 , 为 了 克服 
这 个 困难 ， 近 些 年 来 提出 用 观测 器 来 达到 这 个 目的 ， 有 关 这 方面 的 内 容 ， 可 参考 有 关 文 
#99, | | 

以 上 事实 不 仅 对 单 输入 单 输出 的 系统 是 对 的 ， 对 多 输入 多 输出 系统 也 是 正确 的 。 下 
面 我 们 不 加 证 明 , 只 把 结论 列 出 来 . 
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设 多 输入 多 输出 线性 常 系数 系统 
4х 一 Ах + Ви, 
dt 
y= Сх, (5.5-12) 
其 中 4, В, СЗЯ n X n, n X r, m X n ИЕ, х,у, u Ay Я] n, m, r 维 向 
量 ,代表 系统 的 状态 ,输出 和 控制 . 
如 果 系统 式 (5.5-12) 是 完全 能 控 的 ， 那么 一 定 可 以 找到 状态 反馈 矩阵 KGr X n №), 
使 u 一 Kx， 可 以 任意 配置 4 + BK 的 本 征 值 . 也 就 是 说 ,对 任意 n 个 数 $12522 * ** 55» 
可 以 找到 天 ， 使 


det (51 — A — BK) = П Cs 一 ғ). (5.5-13) 
反之 ;如果 系统 式 (5.5-12) 通 过 状态 反馈 可 以 任意 配置 极点 时 , 那么 系统 一 定 是 完全 
能 控 的 。 由 此 看 出 ,一 个 系统 的 完全 能 控 性 和 它 可 以 任意 配置 极点 这 一 事实 是 等 价 的 。 
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第 六 章 协调 控制 


如 果 在 一 个 复杂 系统 中 有 若干 个 受 控 量 ， 而 且 在 这 些 受 控 量 之 间 还 存在 着 相互 的 作 
用 ,那么 ,一 般 说 来 ,对 于 这 种 系统 就 必须 再 增加 一 个 新 的 设计 准则 ,这 就 是 互 不 影响 的 准 
则 举例 来 说 ,一 个 有 加 力 燃 烧 的 涡轮 睦 气 发 动机 的 变量 是 ， 压 缩 机 的 转速 ,燃烧 室 的 时 
油 速 率 ,加 力 燃烧 室 的 喷 油 速率 以 及 尾 潜 管 开口 面积 , 然而 , 发 动机 的 运转 状态 可 以 设法 
只 由 压缩 机 的 转速 ， 燃 烧 室 的 喷 袖 速率 和 加 力 燃 烧 室 的 喷 油 速率 这 三 个 量 所 完全 控制 . 
但 是 ,在 一 般 的 情况 下 ,这 三 个 量 是 互相 有 影响 的 ,不 难 想到 , 在 这 个 情况 中 , 系统 的 伺服 
控制 就 有 一 个 新 的 设计 准则 ， 也 就 是 疲 求 对 这 三 个 不 同 的 量 的 控制 是 不 互相 影响 的 加 
力 燃 烧 室 的 喷 油 速率 的 改变 不 应 该 使 压缩 机 的 转速 受到 影响 ， 而 且 改 变 压 缩 机 转速 的 时 
候 也 不 需要 改变 燃烧 室 的 喷 油 速率 - -这 也 就 是 说 解决 这 个 特殊 的 设计 问题 的 关键 就 是 : 
设法 使 尾 睦 管 的 开口 随 着 其 余 的 变量 发 生 适 当 的 变化 而 且 适 当地 设计 自动 控制 机 构 。 这 
一 章 的 目的 就 是 要 给 出 一 个 设计 这 一 类 互 不 影响 的 控制 系统 的 普遍 方法 ， 这 个 方法 对 于 
不 论 多 么 复杂 的 系统 都 是 适用 的 . -这 类 方法 最 早 在 文献 [3,9;15] 中 先后 被 提出 ,后 来 在 
文献 [6] 中 又 用 矩阵 表示 法 把 这 个 问题 作 了 一 般 性 处 理 . 近 些 年 来 ,采用 状态 变量 描述 方 
法 以 后 ,多 输入 多 输出 系统 理论 又 有 了 进一步 的 发 展 "， 


6.1 单 变量 系统 的 控 抽 


我 们 先 来 考虑 一个 简单 的 系 ， 这 个 系统 只 有 一 个 受 控 的 输出 y (D 和 一 个 作为 控 
制 信号 的 输入 (о). yG) 和 х) 的 拉 氏 变换 就 是 YCGs》 和 XCs)， 我 们 来 考虑 按照 
图 6.1-1 所 设计 的 控制 系统 .ECs) 是 “发 动机 * 的 传递 函数 ，LCs) 是 测量 仪器 的 传递 函数 
《也 就 是 反馈 线路 的 传递 函数 )，5Cs》 是 伺服 马达 的 传递 函数 ，CCs》 是 “控制 * 的 传递 函 
数 。 可 以 由 议 计 者 寄 易 地 加 沪 改 变 的 只 有 СС) 这 一 个 传递 函数 ， 这 个 系统 与 图 [3.7-2) 
的 反馈 系统 之 间 的 一 点 很 小 的 区 别 就 是 ， 在 伺服 马达 与 发 动机 之 间 加 上 了 一 个 依 意 的 扰 
动 (9)， 用 这 个 扰动 来 表示 某 些 意外 的 外 界 影 响 。- 


发 动机 的 输入 WG) 与 输出 YG) 之 间 的 关系 是 
YG) = EGDW CG) = ECOLSCYUC) + УС], (6.1-1) 
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UG) 是 控制 传递 函数 的 输出 ,并 且 有 下 列 关 系 : 


UG) = CG)[ XG) 一 ZG2] = Сохо - 一 LOY. (6.1-2) 
从 方程 (6.1-12 和 (6.1- 2) 里 把 UC) WERA | 
YC) = ___Е(ғ)5С0)С() _ x XC ) + EQ) VC). (6.1-3) 


ЕСС ЖІ ЕСС ССС) +1 
这 就 是 在 х(0) 与 yG) 的 适当 的 初始 条 件 之 下 的 输出 的 拉 氏 变换 。 如 果 不 考虑 包含 扰 
动 ИС) 的 第 二 项 ,方程 (6.1-3) 就 与 以 前 关于 一 般 的 反馈 系统 的 方程 (3.7-3) 相 同 。 系统 
的 性 能 的 分 析 也 还 可 以 按照 与 以 前 类 似 的 办 法 来 进行 。 然 而 ,对 于 更 复杂 的 系统 来 说 ,就 
必须 把 这 个 简单 的 情况 加 以 推广 .现在 我 们 就 来 作 这 件 事情 ， 
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假定 发 动机 的 输出 Ү,(:)ь Ү/:), ..,., Ү,(), ..., Y,G) 的 个 数 是 МА WCs), 
ИС) teera МС), ` И.С) 的 个 数 是 a。 那 么 ,方程 (6.1-1) 的 推广 就 是 : 

YC) = EnÇs)W Cs) + Esa)WAS) 十 … + E,,GOW G), 

Y,G) = Е.С), С) + Её СИ’) + --- + Е.И .Cs), 

YC) = E; GOW G) + Е.С) (С) +e ` + E;,GDW Ce (6.2-1) 
其 中 每 一 个 Ern 都 是 一 个 传递 函数 , 当 这 个 传递 函数 “作用 "在 输入 W GO 上 的 时 候 , 就 
得 出 输出 Y GO 的 相应 的 组 成 部 分 ， 在 普通 情况 下 ЕС) 是 两 个 * 的 多 项 式 的 比值 ， 
因此 EnCs》 可 以 由 发 动机 的 特性 的 理论 分 析 得 到 ， 也 可 以 用 实验 的 方法 由 频率 特性 确 
x. АЕ 1) 可 以 简写 为 


0 - È OMO >=, 2,5065, 062-2) 


所 有 的 EnG) 按照 方程 (6. 2-1) 中 的 位 
置 所 排 成 的 矩形 表格 可 以 称 为 发 动机 的 
传递 函数 矩阵 B。 我 们 可 以 这 样 想 象 : 
所 有 的 输入 W Ç) 在 纵向 “进入 "和 矩阵， 
所 有 的 输出 YC) 在 横向 “离开 ?矩阵 . 
“图 6.2-1 所 表示 的 就 是 这 种 情况 。 下 面 
ú 我 们 来 考 塌 输入 的 个 数 大 于 (或 等 于 ) 输 
‚ 出 的 个 数 的 情形 ,也 就 是 #>:. МА, 
у 矩阵 巨 就 是 一 个 纵 行 比 横行 多 的 矩形 矩 
” 阵 。 为 了 以 后 的 需要 ， 我 们 把 只 由 前 ; 
-个 纵 行 所 组 成 的 正方 矩阵 用 E, 来 表 
不 。 
Я 6-21 既然 发 动机 的 输入 的 个 数 大 于 输出 
的 个 数 ,所 以 ,如 果 希 望 完 全 确定 系统 的 运转 状态 ,除了 要 设法 使 所 有 输出 Y,G) 随 预定 
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的 数值 X G)G = 1, 2, 65, 0) 相应 地 变化 之 外 ， 还 要 设法 使 变数 WCS, 
i 十 2。……，#z) 也 取 预 定 的 数值 #„С). 因此， 受 控 量 就 是 ;个 输出 YC) = 1, 2, 
я fn — i ТУЛА ИС) 一 证 1 十 2。-…，2)。 如 果 由 测量 仪器 对 
W aC) 所 测 出 来 的 值 是 Y,《:)， 那 么 ,误差 就 是 EC) 一 yx(?)。 发 动机 的 输出 的 偏差 
的 定义 是 X,G) 一 ZC) ZC) = 1, 2 ,让 就 是 Y,(s) 经 过 测量 仪器 所 测量 出 的 
数值 ,就 象 图 -6.1-1 的 那 种 情形 . 控制 的 作用 就 在 于 把 这 些 偏差 当 作 输 入 来 产生 何 服 马达 
的 控制 信号 UiC(s)。 这 就 是 系统 的 反馈 作用 。 在 我 们 所 讨论 的 一 般 的 系统 式 《6.2- -DĦ, 
控制 信号 U,C) ЕЖА, HRA = п 个 偏差 信号 ,也 就 有 ”个 控制 信 
„МЫ А =1,2,.. 因此 就 有 
U,G) 一 сы — Z) + CX: — Z) + --- + Сы: — Z) ` 
+ Ст, аСт 一 Tin) 十 …" 十 Сы, — 7,)› 
Us) = C.G, — Z) + Саб, — 23 + --* СЫС — 2) 
+ C; СЕ 一 Tin) + -- + c, “=, — т„)› '" 
U,G) = C,.(X, — Z) + C,XX,— Z; + --- + C, (X; — Z) 
+ С.С ун) 二 + ССВ, — т,), (6.2-3) 
在 这 个 关系 式 中 ， 我 们 已 经 把 控制 矩阵 用 不 同 的 符号 分 成 C 和 C' 两 部 分 ， 以 便 区 别 两 种 
不 同 的 误差 信号 .方程 (6.2-3) 可 以 简写 成 


0,5) = > CisCX, 一 2,) + > Ck (E, — ть, и н > w: (62-4) 
当然 ,每 一 个 Съ, 和 G, 都 是 两 个 s NETANA, 方程 (62- DANEK -4) 也 可 


以 用 图 6.2-2 2 来 表示 : 


U, CCnn] Cusa Ci 
U, C Co- бин 
і 


(X, — 21) (X, — Z;) (X; — Z) (бы 一 了 zi (5, — Ya) 
Ne A. — 
с c 


6.2-2 


测量 出 的 数值 Z, O 和 yx(s) 与 被 测量 的 Y,(s》 和 WCs》 之 间 关 系 ， 由 测量 仪器 的 
传递 函数 LoC) 和 Lal MRE: 
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2,68) = Ls)Y,Cs), --. ` (6.2-5) 

YG) == L, GW С). . | (6.2-6) 

每 一 个 控制 信号 都 个 别 地 作用 在 伺服 马达 上 . 伺服 马达 的 输出 与 意外 的 外 界 扰动 

VC) 合并 在 一 起 组 成 发 动机 的 输入 WC). ME S.G) 是 伺服 马达 的 传递 三 数 , 那 么 

WCs) = 5,00 С) +V,G), k= 1,2, e,n, - _ (6.2-7) 

从 式 (6.2-1) 到 XK6.2-7) 的 所 有 方程 就 是 描述 多 变量 控制 系统 的 完备 的 方程 组 .图 6.2-3 是 

一 个 多 变量 控制 系统 的 方块 图 ,这 个 系统 有 三 个 发 动机 输出 Ү.С, Ү.С) 和 YC， 还 

有 两 个 被 控制 的 发 动机 输入 W.) 和 Ws)。 除 了 规定 的 控制 信号 XC), F.C 与 可 
以 对 系统 起 作用 的 外 界 扰动 信号 VCE 以 外 ,整个 控制 系统 是 闭合 的 . 


Eu En En Eu Ев 


Ел En Ex En Ess 


тали syra g 
w. АДЕЕТ 
X Xi X 8. 3s— ` 
жни] 
图 6.2-3 


Жи КВ ИОН UC), 2,60) # y CG) 消去 ,就 得 到 ? 


ү,С:) = >; 位 КОКОКО. О) 一 L,,G)Y,G)21 
k=1 `v=1 . ú 


+ > MOMOMO EAO, — Г.С) Cs) ] + ELOV (6.2-8) 
和 . 


D 近年 来 有 人 提出 ,用 代数 方法 消去 中 间 变量 的 运算 过 程 中 , 可 能 出 现 消去 系统 的 不 稳定 因子 的 情况 ,此 时 造成 
n 系 病 局 部 不 稳定 的 因素 可 能 被 这 种 代数 运算 所 掩盖 ， 其 实 这 种 情况 在 用 状态 变量 的 方法 处 盘问 题 时 也 可 能 出 
` RL. 在 实际 系统 设计 时 ,不 稳定 的 环节 总 是 设计 者 注意 的 焦点 ,消去 某 种 因 了 后 是 否 会 给 系统 带 来 意外 现象 应 
以 主 受 控 量 的 行为 来 判断， 这 些 都 可 以 通过 模拟 试验 来 检查 . :: 
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WA) = У выб CX — Е, 


+ > Sa] (DC, CIOL E,C s) 一 L, ,GDW,CG)1 + VC). | 《6.2-9) 
根据 方程 (6.2-8) 和 (6.2-9) 就 可 以 把 系统 画 成 一 个 比 图 6.2-3 更 简单 一 些 的 方块 图 (图 
6.2-4)。 在 这 个 图 里 只 有 一 个 系统 矩阵 ,这 个 矩阵 的 输入 是 那些 受 控 量 的 偏差 , 输出 就 是 
那些 受 控 量 。 在 图 6.2-4 中 的 ESC 矩阵 中 ， 位 于 第 i 横行 与 第 ” 纵 行 的 交点 的 元 素 是 
У! ESaC. 同样 ,在 下 SC 矩阵 中 . 第 j 横行 与 第 * 纵 行 的 交点 处 的 元 素 是 》，EikSkk 
КЕ! ` ‘1 


Cin ШЖ, SC 矩阵 中 的 元 素 是 ЗС. SC 矩阵 中 的 元 素 是 5С... IRI 
动 是 通过 另外 一 个 矩阵 加 进来 的 ,那个 矩阵 主要 是 由 发 动机 矩阵 所 组 成 的 ， 


X X, Хз 5. В; 
| 


6.3 НАЗ 


以 上 我 们 所 讨论 的 是 多 变量 系统 的 控制 作用 的 机 再， 在 这 个 基础 上 我 们 就 可 以 把 控 
制 系统 的 互 不 影响 准则 具体 地 表达 出 来 。 现 在 的 问题 就 是 ， 设 法 确定 控制 矩阵 的 元 素 
Col) 与 Chl) 须要 满足 什么 条 种 才能 使 规定 的 控制 信号 ХК 5 8,0) 只 影响 种 
它们 相应 的 受 榨 量 Yi() Ñ W,G) ОХЕ, = 1,2,.... Ша: 1,1+2, 3, 
n)，、 而 不 影响 其 余 的 受 控 量 ， 辟 如 说 ,控制 信号 XCO) 只 能 影响 YO), Sil) REK 
W ViaCs)， 这 里 的 数学 问题 也 就 是 如 何 把 图 6.2-4 中 的 系统 矩阵 加 以 对 角 线 化 的 问题 ， 
我 们 所 以 要 把 设计 条 件 放 在 控制 矩阵 C 和 C” 上 ,是 因为 在 整个 系统 中 由 有 这 一 部 分 是 最 
容易 由 设计 者 加 以 变动 的 。 发 动机 的 特性 ,伺服 马达 以 及 测量 仪器 都 认为 是 已 经 圈定 的 ， 
它们 也 不 能 由 控制 工程 师 随意 改变 . 

让 我 们 来 考虑 一 个 特定 的 输出 YC), 8 是 1, 2,…, i 这 些 数 中 的 任意 一 个 数 。 方 
程 (6.2-8) 和 (C6.2-9) 可 以 写成 

Ү;Сх) = > | > ES] C, CX, — L,,Y,) 


k=1 vsi, ,y#žg 


156 жхи ИЕН 


+ > ЕССЕ, 一 Ги) + ЕУ | 
в: +1 


+ > ЕС (X, — СУ) 
k=1 


WCs) = > Ce, — L,Y,) 


У = 


+ > Se C CE, — L,,W ,) + V, + Зи C, (X, — L, ,Y 2. 


M=; +1 


现在 为 了 使 得 控制 信号 X, 除了 Ye 之 外 不 影响 任何 一 个 Y; 或 W。， 所 以 ， 在 i g 与 
k> ЕТ, 以 上 两 个 方程 的 最 后 一 项 都 必须 等 于 零 、 因此 ， 对 于 1, 2, ---, i 中 的 任 
意 一 个 数 g 都 有 : 

如 果 ;= g, > Еда Сы: = 0, (6.3-1) 
以 及 | | 1 Е 

Ш k > ;, Cu = 0, (6.3-2) 

方程 (6.3-27 使 我 们 的 控制 矩阵 立刻 就 得 到 简化 。 以 图 6.2-3 表示 的 系统 为 例 ， 这 时 
i 一 3,2 一 5。 在 这 个 情形 下 ,方程 (6.3-2) 就 表示 | 

Ca = Са, = Ca = Ся = Ca == Сз = 一 0。 
方程 (6.3~ -2 也 可 以 用 来 简化 方 稳 (6 3- -D: 方 程 (6 3~1) 也 就 是 


> Е; азасы = У) 6; Е бк С аи» (6.3-3) 
k=1 . 


这 里 的 8 是 1, 2,…,i 中 的 任意 一 个 数 ， 5, 是 克隆 内 克 符号 (Kronecker delta), 它 的 定 
义 是 | f 
WR jg, 6;s = 0, 
ШЖ р, 8; = 1, (6.3-4) 
Аже Е жй, 方程 (6.3-3》 RE- TREERE AEA, 这 个 方程 组 包含 
i 一 1 4 个 方程 和 i 个 未 知 数 SCi ОХ 01,2, O. МНПА ИЖ 
知 数 的 比值 而 不 能 确定 这 些 未 知 数 本 身 。 AT, 这 正 是 我 们 所 希望 的 ， 因为 我 们 并 不 希 
наи, 在 现在 这 种 情况 下 ;我 们 的 设计 工作 反而 可 以 更 加 自由 
一 些 。 

为 了 来 出 控制 传递 函 数 的 这 此 比值。 我 们 要 利用 行列 式 的 一 个 性 质 。 假 设 行列 式 
Е.І СЕ, 是 正方 矩阵 E, 的 行列 式 ) 中 的 元 素 Ej 的 余 因 式 是 Е, 12. РЕЖ 
系 式 成 立 : 


WR k= l, УЕ, |Е,,| = 0, 
j=1 


如 果 k=l D EnlEsn| = Esl. | (6.3-5) 
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把 方程 (6.3-3) 先 用 Exil 乘 一 下 ,然后 再 对 j 求 和 ,我 们 就 得 到 
> > |E gji |8; E ekSkkC ke = > > [Ен | Е бк Cu. 
因此 ,根据 方程 (6.3-5), 就 有 
SnCu = |Ë. У Едбибы lEs = 1, 2, -esi (6.36) 
特别 当 1 = z 时 ,有 | 
ба Саз = [Eyal > ESaC reh Eal, 


取 方 程 (6.3-6) 和 上 面 这 个 方程 的 比值 ， 我 RTAS 
SiC;, Ежы 


s e TE = 1,2, 550, ;¿ (6.3-7) 

利用 这 个 方程 就 可 以 把 sc ЕЖЕ ЕЖЕ ТЖ, 

方程 (6.3-2) 和 方程 (6.3-7) 所 表示 的 条 件 就 是 被 控制 量 Y, 互 不 影响 的 必要 条 件 . 这 
些 条 件 最 先是 由 勃 克 森 包 姆 和 胡 德 提出 来 的 . 他 们 两 个 人 还 进一步 证 明 : 这 些 条 件 也 是 
互 不 影响 的 充分 条 件 。 因 此 ,设计 一 个 合适 的 控制 矩阵 c 的 问题 就 完全 解决 了 . 

НЯ 部 分 с’ 的 设计 问题 ， RRRS ЗЕЕ W „(и = 
2 十 1 十 2 ---, n) 的 互 不 影响 的 条 件 ， 为 了 这 个 目的 ， 我 们 把 方程 (6.2-8) 和 方程 
《6.2-9) 改 写 为 


ү) = > [> ESaC CX, — LyY,) 


=1 


+ > Елзас Са, -1„ж +. Ен, | Ë 
МЕН! 
и 7 - 


+ > Ея Cy, CE, = L,.W,) (6.3-8) 
k=1 ` : `. 


WCs) = > Sa&| C, (X, = LY.) 


+ > Ѕ Cu (Z, 一 Ги) + V, + 5% СьСВ, 1.) (6.3-9) 

这 里 r 是 i 十 1， 二 2 中 的 任意 一 个 数 ,而 i 二 1,2,:**…,i。 为 了 现在 的 目的 ， 

方程 (6.3-9) 中 的 只 是 i+ 1, i 十 2，… :2 中 的 任意 一 个 数 , НУДНО и, FÆ 

受 控 量 。 根 据 方程 C6.3-8》 和 《6.3-9》 显然 可 以 看 出 ， 如 果 控 制 信号 S, ия 4 影响 受 控 量 
wW,、 那 么 ,这 两 个 方程 的 最 后 一 项 就 必须 等 于 零 ， 也 就 是 | 


> BEikStkCtr = 051 = 1, 2, 1 | С6.3-10) 
_ аа Я . 
和 
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Ch 一 0， k,r=i+l,í + 2, ++, пу k= г. (6.3-11) 
和 以 前 一 样 ,方程 《6.3-11) 也 使 控制 矩阵 得 到 简化 、 以 图 6.2-3 所 表示 的 系统 为 例 ， 
i=3, п=5. 6 
Cis == Сы = 0. 
方程 (6.3-112 也 可 以 用 来 简化 方程 (6.3-10)。 方程 (6.3-10) 化 为 
> E;zSkk Ch = —Е,5„Сн. 
把 这 个 方程 的 两 端 先 用 Es! 乘 , 然 后 再 对 i 求 和 ,就 得 
> 之 lE gl EikSkC k = —S,,C;, > Ежи |. Е 
ј=1 Е 
根据 方程 (6. 3-5) 所 表示 的 行列 式 的 性 质 ， 就 有 
AA 一 一 SrCr > [Ev Eir . 
каменен LRR js j 换 成 1， жгута те, 


556, | 1 = 1,2, ***, i, 
= — Е E, 6.3- 
Se Er le ная, (6.3-12) 


利用 这 个 方程 就 可 以 把 5C- 矩阵 中 不 在 对 角 线 上 的 元 素 用 对 角 线 上 的 元 素 表示 出 来 . 方 
程 (6.3-11) 和 (6.3-12) 是 受 控 量 WACODCp = i + 1, i + 2, 55, n) 的 互 不 影响 的 必要 而 
且 充 分 的 条 件 . 

| 如 果 希 望 全 部 受 控 量 都 互相 不 影响 ,那么 ,就 必须 满足 方程 (6.3-27,(6.3-7)(6.3-117 
和 (6.3-12) 所 表示 的 条 件 . 在 整个 的 控制 矩阵 中 ,不 在 对 角 线 上 的 元 素 或 者 等 于 零 , 或 者 
可 以 由 对 角 线 上 的 元 素 表示 。 如 果 表 示 发 动机 的 特 狂 的 发 动机 和 矩阵 是 已 知 的 ,那么 ,控制 
和 矩阵 的 对 角 线 元 素 就 完全 确定 了 整个 的 控制 矩阵 ?. 


64 响应 方程 


如 果 互 不 影响 的 条 件 已 经 全 部 被 满足 ,那么 ,方程 (6.2-8) 和 (C6.2-9) 就 变 得 简单 得 多 ， 
例如 ,把 方程 (6.2-8) 的 求 和 的 次 序 倒 换 一 下 ,就 有 


YG) = > [X,Cs) — L,,G)Y,G2] > E SiC 


+ У Гао) — MOLI > Е нба Саи + x ЕИ. 


СТЕ! 


按照 方程 (6.3-1) 和 (6.3-2), 除 了 > = ј 以外， 第 一 项 中 对 和 所 作 的 和 数 者 等于零. 按照 
方程 (6.3-10) 第 二 项 也 等 于 零 . 因此 


1) iS 58 RUBHDE ZEE ENS At ВНАЕМ 
%. 对 于 一 般 情 况 请 看 文献 [7] , 
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Y G) = [X,G) 一 LiG)Y,Co1 > ЕһЅаСы + > Ев. | 


RD (6.3-7), Suci 既然 可 以 用 对 角 线 元 素 Si C;i ZARTE, 利用 方 得 (6.3- 5) 
就 有 


> Ej] C; 一 at TŠ EnlEsal = ac 二 
所 以 ,最 后 就 得 到 e | 7 
У; KO) = |Е = S; C; [X; С) 一 І.С); Ө? + > EV ke | (6.4-1) 


| Еж; 
根据 互 不 影响 的 条 件 ,经 过 类 似 的 计算 ， 也 可 以 把 方程 (6.2- 9) 简 化 为 


W,G) k би Сии[Я (5) 一 LanCs) Wals)] + И ($) 


в =: 十 1 十 2 an, (6.4-2) 
我 们 规定 两 个 符号 : | 
— (6.4-3) 
和 
, SC l | 
Ru = ив 6.4-4 
" SppC pn ын +1 ° ( ) 


方程 (6.4-1) 和 (6.4-2) 的 解 就 可 以 写作 
YG) = RGA) — [8,601,690 — 11 Зи (6.4-5) 
1 k=1 


和 | | 
Wls) == R.C) 5, С) — [Ras L, G) —1 Жо ‚ (6.4-6) 
方程 (6.4-5) 和 (C6.4-6) 给 出 了 由 控制 信号 和 外 界 扰动 来 计算 受 控 量 的 关系 ,这 两 个 方程 就 
称 为 量 应 方程 ， 这 些 关系 式 与 只 有 一 个 受 控 量 的 简单 系统 的 关系 式 (6.1-3) 是 十 分 相 象 
的 .函数 Е 是 从 输入 XC 到 输出 YG) 的 总 的 传递 函数 ， 函数 В, 是 从 给 
AE) 到 输出 С) 的 总 的 传递 函数 .按照 方程 (6.4-32 和 (6.4-472;, 根 据 发 动机 ,伺服 
马达 ， 测 量 仪器 和 控制 部 分 这 四 方面 的 特性 就 可 以 把 这 两 个 总 的 传递 函数 计算 出 来 。 实 
际 的 设计 步 又 就 是 先 按照 第 五 章 所 讲 的 办 法 对 于 每 一 个 i 和 确定 合适 的 控制 传递 函数 
СС) 和 CCs)， 使 它们 具有 满 锋 的 性 能 ,然后 ,再 按照 方程 (6.3-2),C6.3-7), (6.3-11) 
和 (C6.3-12) 把 不 在 对 角 线 上 的 元 案 也 确定 下 来 . 这 样 作 了 以 后 ， 对 于 复杂 的 多 变量 系统 我 
们 就 得 到 一 个 性 能 良好 的 互 不 影响 的 控制 系统 = 


6.5. 涡轮 螺旋 桨 发 动机 的 控制 
作为 互 不 影响 的 控制 的 普遍 理论 的 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 来 考虑 一 个 涡轮 螺 话 浆 发 


动机 的 控制 问题 (图 6.5-1)。 这 样 一 个 发 动机 的 运转 状态 的 变数 是 ， 转 速 , 涡轮 的 进 气 温 
度 ， 螺 旋 奖 的 桨 叶 角 以 及 喷 油 速率 .控制 系统 的 设计 要 求 是 使 发 动机 能 够 产生 各 种 可 能 
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的 正规 的 稳 态 运转 状态 。 对 于 每 一 种 稳 态 运转 状态 ， 我 们 都 必须 研究 在 那个 运转 点 附近 
的 过 渡 状 态 之 下 的 控制 性 能 ， 假 设 ии Со) 是 螺旋 浆 浆 叶 角 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 
ЗЕ, WC) 是 喷 油 速率 与 正规 值 
之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 既然 我 们 
只 对 离 正规 运转 点 很 近 的 过 渡 状 态 
发 生 兴趣 ， 所 以 涡轮 转 矩 被 压缩 机 
与 螺旋 浆 用 掉 一 部 分 以 后 的 剩余 转 
МЕНЯ, ЖЕ 
之 闻 的 关系 可 以 线性 化 。 НИ, M 
余 转 矩 就 可 以 表示 为 W) 与 
W) 的 线性 组 合 ， 假 设 转速 与 它 的 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 是 У), МАНИ 
就 可 以 用 (1 + r YG) 来 表示 , 这 里 的 + 是 由 于 发 动机 的 转动 部 分 的 惯性 所 产生 的 时 
间 常 数 [ 可 以 参看 方程 (3.7-1)]。 т 的 值 与 所 考虑 的 正规 运转 点 有 关 , 因 为 方程 (3.7-1) 中 
的 阻尼 系数 < 与 转速 有 关 ， 因 此 ， ' 
(1 + rs) Y,G) = —aW,G) + ФИ’, (6.5-1) 
其 中 的 “和 5 都 是 正 实 常 数 ， 这 两 个 常数 都 可 以 由 正规 运转 点 附近 的 发 动机 特性 推算 出 
Ж. a 和 4 的 物理 意义 是 这 样 的 ， 如 果 喷 油 速率 一 直 保 持 正规 值 ,WCs) = 0. 由 方程 
(6.5-1) 就 得 出 а = —,(0)/ №, (0). 但 是 * = 0 相当 于 稳 态 状态 ,所 以 ,4 ВН 
速率 保持 常数 时 ,发 动机 的 稳 态 转速 的 减少 与 螺旋 桨 浆 叶 角 的 增加 的 比值 。 如 果 , 对 于 有 
各 种 不 同 的 常数 睹 油 速 率 的 稳 态 运转 状态 。 把 转速 对 于 螺旋 桨 桨 叶 角 画 出 图 线 来 , 那么 ， 
在 图 线 上 被 选 定 的 正规 运转 点 处 的 斜率 就 是 a. 同样 地 ,如 果 螺 旋 桨 桨 叶 角 是 常数 ,我 们 
也 可 以 把 稳 态 状态 的 转速 对 于 喷 油 速率 画 出 图 线 来 ， 在 这 种 图 线 上 被 选 定 的 正规 运转 点 
处 的 斜率 就 是 5， 所 以 , a 和 2 这 两 个 常数 可 以 由 表示 发 动机 的 稳 态 状态 的 图 线 表达 出 
来 . | 
对 于 轴 式 压缩 机 来 说 ,在 给 定 的 压缩 机 转速 和 一 定 的 进口 条 件 之 下 ,经 过 压缩 机 的 空 
气 的 质量 几乎 是 不 变 的 ， 所 以 ,在 一 个 给 定 的 进口 条 件 之 下 ,加 到 气体 中 去 的 热量 与 气体 
”的 质量 的 比值 就 是 发 动机 转速 与 暴 油 速率 的 函数 。 因而， 发 动机 转速 和 肤 油 速率 就 确定 
了 进口 温度 。 假 设 涡轮 的 进口 温度 及 它 的 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 是 YC), 那么 ， 
在 YC) YO 与 Ко 之 间 也 可 以 建立 一 个 类 似 于 方程 (6.5-1) 的 方程 。 然 而 气体 
达到 热平衡 状态 的 时 间 常 数 实际 上 等 于 零 ,所 以 ,方程 也 比较 简单 些 : 
Y,G) = cW Cs) — Ү.С), I (6.5-2) 
这 里 的 c 和 e 也 还 是 正 实 常数 。 事 实 上 ， 如 果 对 于 不 变 的 发 动机 转速 画 出 涡轮 进口 温度 
与 喷 油 速率 之 闻 的 关系 图 线 ， 那 么 ， 在 选 定 的 正规 的 稳 态 运转 点 处 的 斜率 就 是 <。 同样 
地 ,如 果 , 对 于 不 变 的 喷 油 速率 , 画 出 涡轮 进口 温度 与 发 动机 转速 之 间 的 关系 图 线 , 那么 ， 
在 选 定 的 正规 的 稳 态 运转 点 处 的 斜率 就 是 с. 
从 方程 (6.5-1) 和 (C6.5-2) 中 把 YC) 和 У 解 出 来 ,我 们 就 得 到 


— b w 
YC) 一 一 wC) + w 
KO) l L КО) n + т; KOF 


6.5-1 
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Y,G ) = 


这 个 方程 组 就 给 出 了 我 人 аР 的 发 动机 矩阵 已 .我 们 注意 到 这 样 一 个 有 趣 
的 事实 ;在 发 动机 和 矩阵 里 只 包含 一 个 时 间 常 数 r。 只 有 这 一 个 时 间 常 数 是 发 动机 本 身 所 
固有 的 。 当然 ,整个 的 控制 系统 中 还 有 其 他 的 时 间 常 数 , 但 是 , 那些 时 间 常 数 是 由 控制 部 
分 , 何 服 马达 以 及 测量 仪器 所 引进 来 的 ,所 以 它们 不 包含 在 发 动机 矩 阵 里面 。 

让 我 们 先 来 考虑 控制 发 动机 转速 和 奔 油 速率 的 情形 。 这 时 , 受 控 量 就 是 YC) M 
WXs)， 在 这 个 情况 下 ,我 们 只 需要 方程 组 (6.5-3) 的 第 一 个 方程 ,并 且 i 一 1,» 一 2. Я 
而 ,发 动机 和 矩阵 E 只 有 了 两 个 元 素 : 


Ce — be) + ст; ñ : _ 
T WCs). (6.5-3) 


Eu =D, En= — (6.5-4) 
而 ` | 
Е. | = Е, | Е; = Ens [Ex] ==], (6.5-5) 
控制 系统 是 由 下 列 方程 组 所 表示 的 : 


U Cs) = = Сис [Х, C) 一 Las) Y G)]1. + Cals) LEC) : 一 LxG2)W G], 
UCs) = Cx( O) [ X, Cs) = Г.С) У,(5)] + Ca LS) 一 T Рыб]. (6.5-6) 
不 互相 影响 的 条 件 要 求 有 下 列 关系 : 


Culs) = 0, | (6.5-7) 
并 且 利用 方程 (6.5-5)， | 
MORO Е, ДЕ Ез — b C6.5-8) 
SnCs) Cnls) IE.| . En ` a` 


既然 一 4 ПЕНА, m b BREER TERK 
偏 导数 ,所 以 ,比值 /4 gb Et ЕВЕ, EER EH A TEREE. 
很 明显 ,这 个 比值 是 涡轮 螺旋 桨 发 动机 的 飞行 状况 的 函数 。 璧 如 说 ,比值 5/。 是 随 着 高 度 
的 增加 而 增 大 的 。 因 此， 一 个 设计 得 很 好 的 控制 系统 就 必 须 能 够 随时 补偿 由 于 飞行 状态 
的 变化 和 发 动机 运转 状况 的 变化 而 引起 的 差异 . 

对 于 发 动机 转速 的 响应 函数 К.С) а 


= aSi() Cu( s) 
Кабо) аб (сии) + ro) ` 
对 于 喷 油 速率 的 响应 函数 RC.) 就 是 
в.) = — Ca) 《6.5-9) 


Sa Ca 260) + Г 
这 两 个 方程 就 确定 了 发 动机 转速 与 喷 池 速率 在 不 互相 影响 的 控制 状态 中 的 移 应 特性 。 现 
在 的 间 题 就 归结 为 如 何 设计 控制 传递 函数 C.G) 和 CG) 使 得 系统 在 我 们 所 需要 的 所 
有 运转 状态 下 都 具有 使 人 满意 的 性 能 ， 
现在 ， 我 们 再 来 考虑 控制 认 轮 螺旋 桨 发 动机 的 第 二 种 可 能 的 办 法 ， 我 们 要 来 控制 发 
动机 转速 和 涡轮 的 进口 温度 ,现在 的 受 控 量 就 是 YO 和 YO), 所 以 在 这 个 销 形 里 ,我 
们 需要 用 到 方程 组 (6.5-3) 的 两 个 方程 ,而 i = п 一 2， 由 不 互相 影响 的 条 件 就 有 
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5(5)С KORE = — ze 


SuCs) Cako) Ce — be) + cts > 


和 
5.6) Cals ) — b _ 
565) С) a | (65 10) 
对 于 发 动机 转速 的 响应 函数 就 是 
Raks) 一 иб) Сиб), 
SC) Lu) = — — 
对 于 涡轮 的 进口 温度 的 响应 函数 就 是 | 
RCs) = боб _ __ (65-11) 


5.6) CnCs) Las) 十 С1/с) ° 
6.6 有 加 力 燃烧 的 涡轮 喷气 发 动机 的 控制 


在 这 一 浊 开 始 我 们 曾经 谈 到 有 加 力 燃 党 的 涡轮 喷气 发 动机 ， 现 在 我 们 来 研究 这 种 发 
动机 的 控制 问题 .图 6.6-1 就 是 这 种 发 动机 的 简略 构造 图 。 我 们 还 是 只 来 研究 在 一 个 先 
定 的 正规 稳 态 运转 点 附近 的 过 湾 状 态 的 控制 问题 ,所 以 ,把 各 个 变数 之 间 的 关系 加 以 线性 
化 还 是 合理 的 . 


JANERE A 


8 6.6-1 ` 


假设 YC) 仍然 是 发 动机 转速 与 它 的 正规 信之 闻 的 偏差 的 拉 氏 变换 ,WXs) ЕЕ 
管 开口 面积 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 ;WXs》 是 燃烧 室 的 肤 油 速率 与 正规 值 之 间 
的 偏差 的 拉 氏 变换 ;最 后 ，W,《:) 是 尾 喷 管 的 喷 油 速率 与 正规 值 之 间 的 偏差 的 拉 氏 变换 . 
与 涡轮 螺旋 桨 发 动机 的 方程 (6.5-1) 类 似 ,我 们 可 以 写 出 下 列 关 系 : 
(1+ rs) Y,G) = aW Cs) + aW Cs) + z,W,Gs); (6.6-1) 
这 里 的 ao а, 和 a, 都 是 实 常 数 . 和 涡轮 螺旋 桨 发 动机 的 情形 相 象 ， 这 些 常 数 都 是 发 动 
机 的 稳 态 状态 曲线 的 斜率 ， 所以， 当 燃 烧 室 的 财 负 速率 和 尾 嘴 管 的 路 油 速率 都 是 常数 的 
时 候 , 发 动机 转速 对 于 尾 喷 管 开口 面积 的 变化 率 就 是 а. РИА, a, 就 是 发 动机 转速 对 
于 燃烧 室 喷 油 速率 的 变化 率 ; а, 就 是 发 动机 转速 对 于 FB ER ОНИ АЖ. 方程 
《6.5-1) 弄 的 * 也 还 是 发 动机 的 唯一 的 时 间 常 数 , 它 表示 转动 部 件 的 惯性 的 影响 ， 这 一 个 
关于 发 动机 转速 与 其 他 的 发 动机 输入 之 间 的 线性 关系 是 凌 伪 尔 (Feder) 和 骨 德 推导 出 来 
де. 


pa - 一 —— = 
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如 果 发 动机 的 压缩 机 是 轴 式 压缩 机 的 话 , 前 一 节 的 方程 C6.5-2) 在 这 里 仍然 是 适用 
ВЈ. YC 所 表示 的 是 涡轮 的 进口 温度 ,所 充 
Y,G) = —e Y Cs) + cW,(). 
从 这 个 方程 和 方程 (6.6-1) 里 把 YG) 和 УХ) 解 出 来 ,就 得 到 


YG) = о тти) asua | 
YC) = ae W (G) + Ее) е W (6.6-2) 
ВД, НЕЕ ЕЖЕ 
Е тт Е трт» Е трт» 
外 


| 我 们 来 考虑 控制 发 动机 转速 ， 涡 轮 的 进口 温度 与 尾 喷 管 喷 油 速率 的 问题 。 这 时 的 受 
BEE У,(5),У.(5) 和 WW;《s)。 而 控制 方程 就 是 : 
UCs) = сих 一 1151.5] + CnCs) EX) 一 LaCs)Y:Cs)] 
f + CCLEC) 一 L, COW, СТ, | 
О) = C,(O[X,CGO — LuGO Y G)] + CnCs) [XCs) 一 LaCs) Ys)] 
+ СС) 1536) 一 ЕСИ 5], | 
UCs) = CaCOLX, Се) 一 ГОУ] + Cal DIX) 一 LaCs)Y:Cs)] 


СС) 15365) 一 La GW, G)] > (5. 6-4) 
这 里 的 XCO ХО 和 EC) 分 别 是 发 动机 转速 ， REE OERE 
制 信号 - 
方程 (6.3-2) 的 互 不 影响 条 件 变 求 
Cals) = СС) = 0. (6.6~5) 


方程 (6.3-72 的 条 件 给 出 : | 
Su(s)CyCs) = 2. 
AOO) а > 
SCs) Cu Ce) = 21е _ 
SuCs)CuCs) Ce — азе) + стг" Е (6.6-6) 
方程 (8.3-12) 的 互 不 影响 条 件 给 出 
MOLEO) = — 3. 
Sals) CC) $1 
和 
СС) = 0. | (6.6-7) 
以 上 这 些 方程 里 的 比值 — о/а 和 一 eye 都 有 很 简单 的 物理 意义 : 当 发 动机 转速 和 尾 
喷 管 奔 油 速率 都 是 常数 的 时 候 ， 尾 喷 管 的 开口 面积 对 于 燃烧 室 喷 油 速率 的 变化 率 就 是 
一 42/a1。 当 发 动机 转速 和 燃烧 室 喷 油 速 率 都 是 常数 的 时 柳 ， 尾 喷 管 的 开口 面积 对 于 尾 陵 
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管 睦 袖 速 率 的 变化 率 就 是 —а3/ ai | 
如 果 方 程 (6.6-5),《6.6-6) 和 (C6.6-7) 都 被 满足 了 ,我 们 就 得 到 互 不 影响 的 控制 . 这 时 ， 
对 于 发 动机 转速 的 响应 函数 就 是 
Р.С) 一 MORO) . (6.6-8) 
КОКОКО, + Ce — ar) + cers 


4с 
对 于 涡轮 进口 温度 的 响应 函数 就 是 


Ras) 5С) СС) Lals) + GI/c) ° 


X T E E EK k ИИ УРА СЕ Е 


Ra) = OCOLO Г (66—10) 


根据 以 上 这 些 方程 就 可 以 适当 地 设计 控制 传递 函数 Cal), Cals), Cals) 因而 也 就 可 
以 确定 сб), С.б) 和 Св. 


C6.6-9) 


6.7 多 变量 系统 的 协调 控制 ， 


如 何 正确 地 处 理 各 受 控 量 之 间 的 相互 关联 (А), 是 多 变量 控制 系统 设计 的 关键 问 
' 题 之 一 。 从 不 同 的 观点 ,有 不 同 的 设计 原则 . 

“ 互 不 影响 ”的 控制 原则 ， 从 物理 概念 上 来 说 ， 是 利用 控制 器 之 间 的 相互 关联 完全 或 
部 分 抵 销 受 控 对 象 中 的 相互 关联 , 也 就 是 “去 耦 ”， 使 各 个 受 控 量 的 控制 过 程 不 相互 影响 ， 
从 而 将 多 变量 关联 的 大 系统 分 解 为 单 变量 “自主 ”的 小 系统 。 所 以 , 互 不 影响 的 控制 原则 
也 称 为 “自主 ”调节 原则 ,或 “去 看 设计 原则 .从 数学 方法 上 来 说 ， 是 要 设计 控制 矩 阵 ， 使 
系统 和 矩阵 “对 角 线 "化 ， 也 就 是 使 系统 矩阵 中 非 对 角 线 上 的 元 素 都 等 于 零 . 如 果 满 足 了 互 
不 影响 条 件 , 那么 , 各 受 控 量 的 控制 器 就 可 以 按 单 变 量 系统 进行 设计 ,因而 使 系统 结构 大 
为 简化 。 如 前 面 几 章 所 讲 过 的 , 互 不 影响 的 控制 原则 已 经 在 发 动机 控制 、 锅炉 调节 等 多 变 
量 控制 系统 的 设计 中 得 到 了 应 用 : 但 是 ， 互 不 影响 的 控制 并 不 是 多 变量 系统 唯一 的 设计 
原则 ， 因 为 在 多 变量 控制 的 实践 中 ,有 很 多 场合 不 必要 求 各 受 控 量 互 不 影响 ,而 是 需要 各 
受 深 量 的 控制 过 程 相互 配合 和 "协调 ”, 使 各 变量 之 间 保 持 某 种 协调 关系 ,使 整个 系统 处 在 
技术 上 合理 、 经 济 上 合算 的 协调 工作 状态 中 。 

例如 ,连续 轧钢 机 各 机 架 轧 辊 速度 的 协调 关系 ;分 部 传动 造纸 机 各 分 部 电动 机 速度 的 
协调 关系 ;化 工 、 热 工 生产 过 程 中 ,各 种 反应 物质 或 原料 成 分 的 比例 关系 ;电力 系统 中 各 电 
站 或 机 组 的 负荷 分 配 关系 ; 垂直 升 船 机 、 大 型 龙门 吊车 的 多 电机 拖 动 系统 的 同步 关系 等 
等 

一 般 说 来 ， 协调 关系 是 各 受 控 量 应 满足 的 某 种 线性 或 非 线性 函数 关系 : 

ÍO Yas "5 Ya) == с (6.7-1) 

当 见 的 是 比例 关系 : 


ву: = pa 一 … == yn (6.7-2) 
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当 比 例 系数 pw 一 1， 即 为 最 简单 的 同步 关系 时 . 

文献 [1, 2] 研究 了 这 类 多 变量 的 协调 控制 系统 , 并 提出 了 “协调 控制 ”原则 进行 设计 
的 方法 ， 7 

第 一 种 方法 是 按 “ 协 调 偏差 ”控制 ， 自 整定 “内 部 ”给 定量 。 它 不 同 于 通常 的 控制 系 
统一 一 按 外 部 给 定量 与 受 控 量 的 偏差 , 进行 反馈 闭环 控制 ; 在 多 变量 协调 控制 系统 中 ,给 
定 的 是 各 受 控 量 之 间 的 协调 关系 ,而 不 是 个 别 受 控 量 的 给 定 值 。 因此 , 为 了 保持 各 受 控 
量 之 间 的 协调 关系 , 减少 系统 实际 运行 状态 对 指定 协调 状态 的 偏离 ,需要 按 “ 协 调 偏 差 进 
行 反馈 闭环 控制 。 协调 偏差 定义 为 


* 
8, = у; — у; i = 1, 2, п, | (6.7-3) 
式 中 


* i i a 
у: = Су у» `o У). (6.7-4) 


这 里 ,“ 内 部 ”给 定量 O) 是 根据 给 定 的 协调 关系 与 系统 的 实际 运行 状态 , 考虑 稳 态 与 动 
态 品质 要 求 , 由 系统 内 部 自行 整定 的 ,而 不 是 由 系统 外 部 给 定 的 ， 

当 系统 受到 扰动 或 其 他 因素 影响 而 偏离 协调 工作 状态 时 ， 在 按 协调 偏差 的 闭环 控制 
作用 下 ,将 迫使 各 受 控 量 向 内 部 给 定量 僻 近 ,以 减少 协调 偏差 ,使 系统 进入 协调 工作 状态 . 

由 于 内 部 给 定量 》 是 各 受 控 量 Oo y> `y.) 的 函数 , 所 以 , 任何 一 个 受 控 量 
的 变化 ,都 将 使 系统 重新 整定 相应 的 内 部 给 定量 ,从 而 ,引起 协调 偏差 的 重新 分 配 ,使 其 他 
受 控 量 都 向 有 利于 协调 的 方向 变化 。 因 此 ,各 受 控 量 的 控制 过 程 不 是 独立 自主 的 ;而 是 相 
互 影响 、 相 互 配 合 的 ,这 将 有 助 于 加 快 协调 过 程 ,提高 协调 准确 度 . ， 

第 二 种 方法 是 建立 控制 作用 之 间 的 协调 联系 。 各 受 控 量 之 间 通 过 受 控 对 象 或 过 程 形 
成 的 相互 关联 “耦合 ,并 不 总 是 有 害 的 ,有 时 没有 必要 都 用 控制 器 中 的 相互 关联 去 抵 销 
它们 。 而且, 有 些 耦 合作 用 是 有 益 的 , 比如 , 升 船 机 、 龙门 吊车 的 机 械 痢 合 有 强迫 同步 作 
用 。 在 实际 系统 设计 中 ,适当 地 利用 受 控 对 象 中 固有 的 耦合 ,有 可 能 减少 所 需 测量 元 件 或 
执行 机 构 的 数量 ,简化 控制 系统 。 如 果 不 具 体 分 析 受 控 对 象 中 国有 耦合 的 利弊 ,片面 要 求 
完全 去 看 ,不 仅 将 使 控制 系统 复杂 化 ,去 看 器 也 难以 实现 。 同 时 ,由 于 实际 对 象 特性 的 变 
化 与 不 确定 性 , 互 不 影响 条 件 不 易 准确 地 得 到 满足 ,残留 的 耦合 有 可 能 恶化 系统 品质 . 

因此 ,应 当 建立 控制 作用 之 间 的 协调 联系 , 利用 控制 器 中 的 耦合 , 抵 销 或 削弱 受 控 对 
象 中 有 害 的 耦合 ， 保 留 或 加 强 有 益 于 协调 的 耦合 。 这 种 协调 联系 装置 构成 控制 系统 的 内 
反馈 ,可 以 根据 稳定 性 ,协调 准确 度 、 最 快 协 调 过 程 的 要 求 进行 设计 . 

第 三 种 方法 是 按 外 扰 补 偿 的 原则 进行 协调 。 作 用 于 系统 的 外 界 扰 动 ,如 负荷 变化 , 常 
常 是 破坏 协调 关系 的 主要 因素 ， 如 果 外 扰 是 可 以 测量 的 , 那么 , 采用 扰动 补偿 装置 ,实现 
协调 关系 对 外 扰 的 不 变性 ,可 以 在 不 影响 系统 稳定 性 的 情况 下 ,大 大 提高 协调 准确 度 与 动 
态 性 能 。 按 扰动 的 开 环 控制 与 按 协 调 偏差 的 闭环 控制 相 结合 ， 构 成 复合 控制 的 协调 控制 
系统 . | 

扰动 补偿 装置 可 以 应 用 不 变性 原理 进行 设计 ,但 是 ,这 里 不 是 个 别 受 控 量 对 扰动 的 不 
变性 ,而 是 协调 关系 对 扰动 的 不 变性 ,或 协调 偏差 对 外 扰 的 不 变性 。 这 样 有 可 能 使 补偿 装 
置 适当 地 简化 ,便于 实现 
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根据 上 述 协调 控制 原则 , 一 种 可 能 的 多 变量 协调 控制 系统 的 方块 图 如 图 6.7-1 所 示 . 
图 中 忆 为 受 控 对 象 , C 为 控制 器 , В G 分别 为 协调 计算 装置 和 联系 装置 , F 为 外 扰 补 偿 装 
置 ，{y yo tto у) DERE, {ms ms o us) ХЗ, {r tts vs} 为 外 扰 作 
№, {xi，……*, х, ЖБИ, (s.s tl. s Y 为 协调 联系 信号 , {71, ro "t. r Y 是 
外 扰 补 偿 信和 号. 

” 设 给 定 的 协调 关系 是 各 受 控 量 的 线性 函数 关系 。 对 于 线性 常 系数 系统 ， 按 照 方块 图 
6.7-1, 可 得 坊 调 控制 系统 的 矩阵 方程 如 下 : 


6.7-1 


y = Dw 

g = u + 0 

u = C(x + r + 8) 

х = By Е 

7 一 FD 

s = Си. (6.7-5) 
AH р, C, В, G, Е 都 是 = 阶 方 阵 , Ш У, 60, w, х, г, з AHMAR E. 由 
〈6.7-5) 可 得 到 系统 矩阵 为 

bi, = (E — BDC)-'BDECE + С.Е), | (6.7-6) 

КНЕ н АБЖЕ, 


相应 的 闭环 系统 特征 方程 为 | 
д = |E — ВОС, | = 0. (6.7-8) 


С, = (Е — СС)уС. (6.7-7) 
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利用 式 (6.7~5),《6.7-6),(6.7-7),《6.7-8), 文 献 [1] 中 分 析 了 协调 控制 系统 的 稳定 性 、 


准确 度 及 其 它 动 态 性 能 ,并 研究 了 “大 一 小 系统 稳定 性 关系 ”,“ 协 调 离 散 度 极 小 化 ”“ 最 快 
协调 控制 过 程 ” 等 问题 . 给 出 了 协调 辆 差 计 算 装 置 СВ), HIRERE СС). ИАН 
Ж (Р) 的 综合 方法 . 


协调 控制 原则 在 垂直 升 船 机 、 分 部 造纸 机 、 连续 轧钢 机 等 多 变量 控制 系统 的 设计 与 调 


整 中 得 到 了 应 用 "9。 
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第 七 章 非 线 性 系统 


在 前 几 章 内 我 们 讨论 了 各 类 线性 系统 的 分 析 和 设计 方法 。 由 于 线性 系统 的 结构 相对 
比较 简单 ,线性 系统 的 通 解 ,线性 依赖 于 初始 状态 和 控制 函数 ,所 以 讨论 起 来 比较 方便 .对 
非 线性 系统 , 由 于 没有 这 种 线性 依赖 关系 ,分 析 和 综合 问题 都 更 复杂 些 。 正 是 由 于 处 理 上 
的 困难 ,对 非 线性 系统 的 研究 至 今 不 如 对 线性 系统 研究 的 那样 全 面 和 细致 ， 几 十 年 来 ,对 
非 线性 系统 的 研究 多 数 限于 分 析 方面 ， 而 对 非 线性 系统 的 设计 则 只 有 在 一 些 简单 的 情况 
下 才 得 到 了 实际 可 用 的 结果 . 

非 线性 系统 的 一 个 重要 特点 是 常常 出 现 周期 性 振荡 。 由 于 非 线性 的 作用 。 在 很 多 实 
际 问题 中 都 有 出 现 这 种 振荡 的 可 能 性 ,然而 , 一 般 来 说 , 振荡 是 控制 系统 特别 是 伺服 系统 
所 不 希望 出 现 的 现象 。 只 有 少数 系统 例外 ， 那 里 微小 幅度 的 振荡 对 系统 工作 的 精度 无 大 
的 影响 ,可 以 把 振荡 作为 系统 的 基本 工作 状态 , 使 系统 结构 简单 , 还 能 收 到 特有 的 技术 效 
益 , 例 如 减少 静 摩擦 引起 的 系统 误差 等 .这样 ,对 非 线性 系统 振荡 状态 的 研究 通常 集中 在 
下 列 几 个 方面 ， 若 系统 的 运动 方程 式 已 经 给 定 ， Е ТАНИ, 需 
要 求 出 振荡 周期 和 振幅 ,分 析 周 期 运动 的 稳定 性 ;计算 这 种 系统 对 给 定 的 输入 信号 的 反应 
MURRI ;最 后 ,找到 改变 振荡 周期 和 振幅 的 方法 ， ERNE m BP ESE 
. 生 。 因 此 ,研究 周期 运动 是 非 线性 系统 分 析 问 题 中 的 一 个 重要 方面 。 

为 了 精确 地 分 析 非 线性 系统 的 一 些 特定 运 动 的 性 质 ; 尤其 是 对 复杂 的 系统 ,必须 用 计 
算 机 求 出 精确 解 ， 在 计算 技术 飞速 发 展 的 现在 。 非 线性 系统 的 分 析 和 设计 完全 可 以 用 数 
字 计 算 机 去 进行 , 在 精度 、 速 度 和 容量 等 方面 实际 上 没有 什么 限制 ; 应 用 计算 机 已 经 解决 
了 大 量 的 用 一 般 理 论 分 析 方法 所 不 能 解决 的 问题 ， 对 解决 非 线性 系统 的 设计 提供 了 有 效 
的 工具 。 然 而 ,这 并 不 排除 理论 分 析 工作 的 重要 性 。 相 反 , 理 论 分 析 工 作 可 以 为 计算 技术 
提供 指导 ,能 够 更 深刻 地 认识 非 线性 系统 的 主要 特征 即 主要 矛 导 ,从 而 提出 解决 主要 矛盾 
的 方法 .因此 ,计算 技术 的 发 展 又 对 理论 分 析 工作 提出 了 新 的 更 高 的 要 求 , 它 不 可 能 完全 
代替 理论 分 析 . 

非 线性 受 控 系 统 的 运动 方程 式 一 般 可 写成 


(ez... ав, и) 一 0， (7.0-1) 


Ap z 是 系统 的 输出 , * 是 控制 量 , f 是 某 一 非 线 性 函数 ， 和 线性 系统 一 样 ， 上 式 可 以 化 


为 一 个 一 阶 非 线性 方程 组 : 
dx, 
d 
dx, 


= = f(xi, X29 tts X, His U23 ` t 5 И, D, 


dt 


ооо . . ...... ооо о ................ 


= fixis Хау * ` "s n3 His Йу ` * "5 И, 5 t), 


dx, у Cti N29 Xn) His Ws "и, > р, (7.0-2) 
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式 中 xp 一 1 2 n, 是 状态 变量 ; и, i= 1.2, e,r, 是 控制 量 ， 如 果 采 用 向 量 
书写 方式 ,上 式 可 简写 为 | 


= = f(x, u, D); (7.0-3) 


AR x 一 (zu ха, 555, tn) 是 系统 的 状态 向 量 ，@ = Ga, tetsu) 是 控制 向 量 ,f = 
Cho fo etto f) ЖЖЕНИЕ. 和 线性 系统 一 样 ， 式 《7.0-2) 或 (7.0-3) 的 形式 包含 了 式 
《7.0-1), 但 是 前 者 所 能 描述 的 非 线 性 系统 的 种 类 更 为 广泛 些 . 

以 后 我 们 将 假定 ， 由 式 《7.0-1) 一 《7.0-3) 所 描述 的 非 线 性 系统 的 运动 将 由 初始 状态 
为 = (zu хи» `" "5 Za) 和 选 定 的 控制 函数 а (0) 所 唯一 确定 ,也 就 是 说 , 系统 满足 常 微 
分 方程 解 的 存在 和 叭 性 定理 ， 本 章 内 我 人 ] 将 讨论 几 种 典型 的 非 线性 系 4 ， 以 便 使 我 们 
对 非 线性 系统 的 几 个 重要 特征 有 充分 的 了 解 . 


7.1 振荡 伺服 控制 系统 


现在 我 们 来 考虑 振荡 伺服 控制 系统 ， 与 有 交流 电动 机 的 交流 伺服 系统 相似 ,振荡 控 
制 伺服 系统 的 信号 也 是 用 来 调制 一 个 周期 振荡 的 , 不 过 , 在 振荡 控制 何 服 系统 中 ,信号 调 
制 的 方法 不 再 是 普通 的 调幅 方法 。 为 了 能 够 简单 明了 地 介绍 振荡 控制 伺服 系统 的 概念 ， 
我 们 必须 先 提出 一 些 预备 知识 。  . 

我 们 来 介绍 一 种 很 原始 的 但 是 也 很 普通 的 伺服 系统 ， 假如 我 们 在 系统 里 加 一 个 包含 
一 个 继电器 的 电路 ,而 且 这 个 继电器 的 特性 是 这 样 的 ; 如 果 输 入 电压 *(2) 的 绝对 值 不 超 
过 一 个 一 定 的 袍 限 ( 也 就 是 一 个 一 定 的 常数 ) 的 话 ,输出 端 就 没有 电压 ,如 果 输 入 电压 x G) 
的 绝对 值 eC) 1 超过 那个 晤 限 的 话 , 输 出 就 是 一 个 常数 电动 势 B， 这 个 电动 势 是 由 一 个 
电源 所 供给 的 ,这 个 电动 势 的 极 性 决定 于 偏差 信号 的 符号 ， 它 领 向 于 使 偏差 信号 的 绝对 信 
逐渐 减少 ， 这 就 是 所 调 开 关 何 服 系统 (也 就 是 包含 有 继电器 的 何 服 系统 ) 的 一 个 例子 ， 

这 种 系统 的 运动 方程 式 一 般 可 写 为 下 列 形 式 : 


nel 
2" аа М... + a = y, 
1" 


y = Кх). o 2 5 (71-0 
这 里 # 是 伺服 系统 的 输出 ; >》 是 反馈 信号 , 它 是 x 的 非 线性 函数 ,如 图 7.1-1 所 示 . 
这 种 开关 和 伺服 系统 有 一 个 很 大 的 优点 : 我 们 可 以 用 相当 简单 的 开交 系统 来 操纵 相当 
大 的 功率 ， 这 个 优点 对 于 其 他 类 型 的 何 服 系统 来 说 往往 是 很 难 作 到 的 ， 但是， 从 另外 一 
方面 来 说 ,开关 伺服 系统 当然 是 一 个 非 线性 系统 , 并 且 以 后 我 们 还 要 看 到 , 它们 的 运转 性 
能 也 不 如 以 前 讨论 过 的 各 种 系统 好 ， 简 言 之 ， 振 荡 控 制 伺服 系统 是 开关 伺服 系统 的 一 种 
变形 , 它 保 持 了 线性 性 质 的 优点 还 能 够 操纵 相当 大 的 功率 . 
在 进行 讨论 振荡 控制 伺服 系统 之 前 ,我 们 先 提出 一 个 理论 的 结果 ,所 有 这 一 类 系统 的 
理论 都 是 以 这 个 结果 为 基础 的 .让 我 们 做 虑 一 个 具有 下列 性 质 的 装置 : 如 果 输 入 rO) 
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是 正 数 ,输出 就 是 FA, 如果 输入 x (z) 是 负数 ,输出 就 是 — 4. 4 是 一 个 固定 的 常数 :我 
们 可 以 把 这 样 一 个 装置 想像 为 一 个 理想 的 继电器 (一 个 阐 限 是 零 的 开关 伺服 .系统 见 图 
《7.1-1b))。 假定 继 电器 的 输入 信号 是 


7.1-1 


x (г) = Eosin wot + АЕ, sin oz, (7.1-2) 
这 里 E, ksn MOWERS., ЕН, Esin ws 是 系统 中 的 持 
RRE, Бор wx 是 所 用 的 信号 ,也 就 是 调 销 信号. 现在 我 们 来 计算 相应 的 输出 y (2). 
如 果 输 入 是 由 方程 (7.1-2) 所 表示 的 ， %2 винами, њар: 
成 下 列 形 状 : 
> > asm Sin. [Ce + пи) 1], | (7.1-3) 


这 里 的 各 个 系数 。 都 是 与 上 无关 的 常数 , 当 m=0 TJ, 内 部 的 求 和 内 ЕР о 40077: 
为 了 我 们 预定 的 民 的 ,最 有 兴趣 的 系数 就 是 as 和 aa, 因为 振荡 控制 何 服 系统 在 正规 的 
运转 状态 之 下 ,其 他 的 系数 或 者 是 非常 小 ,或 者 由 于 适当 的 滤波 手续 而 被 过 滤 掉 、 
34 k= 0 时 ,也 就 是 当 继电器 的 输入 是 一 个 频率 为 om 的 单纯 的 正 骇 遂 数 时 ;继电器 
的 输出 就 是 正 负 交替 的 矩形 波 , 这 个 和 矩 形 波 的 高 度 是 4 而 每 一 个 矩形 的 长 度 都 是 а/о). 
我 们 已 经 知道 这 样 一 个 适 形 波 的 全 里 叶 展 开 式 的 第 一 项 的 系数 等 于 
44 


aa == 2 《7.1-47 
x 


34 ¿= 0 时 ， 继电器 的 输出 就 是 图 7.1-2 所 表示 的 样子 .…k 天 0 时 的 输出 与 《一 0 

时 的 输出 的 盖 别 就 是 一 系列 高 度 是 24 КЖ, EN 7;1-2 里 我 们 用 阴影 的 区 域 表 示 这 
ВЕЛ, 3 |k] < 1 时 ,开关 点 (也 就 是 输出 变换 符号 的 时 刻 ) 与 均匀 分 布 的 备 点 г, 一 
nz/m 之 则 的 着 别 是 十 分 微小 的 、 因 此 ,正如 图 中 所 表示 的 样子 , 表示 输出 信号 的 修正 最 
的 那些 矩形 也 是 很 狭 帘 的 。 这 些 和 矩形 的 宽度 可 以 这 样 近似 地 计算 : 在 г, ЮВЕ 
度 等 于 调制 信号 在 t. 处 的 值 被 持续 振荡 在 t. 处 的 斜率 除 得 的 商 数 。 因 此 , 这 个 宽度 就 
是 А 

W Einar | 一 + sin ot, | 

Е o cos ct, 
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7.1-2 


如 果 sin wx 是 正 数 就 要 把 矩形 加 到 (+) 未 调制 的 输出 上 去 ,如 果 sino, ,是 负数 就 要 把 
抵 形 从 未 调制 的 输出 上 减 去 (一 2. 所 以 矩形 的 面积 可 以 看 作 是 

24k an won， | 

о 


方程 (7.1-3) 里 的 系数 ow ИЕН — М sin ot 
的 系数 ， 因 为 so 在 知 形 区 域 中 的 值 是 sx， 所 以 * 如 果 取 人 个 这 类 的 "改正 矩形 * 
就 有 ' 


аз w sin? widt = 24 a > хіп? ot, 
但 是 : | 
F sin? ordt = L W ( 1 一 ços 20г)йг f 
= r. — 1 sin (2% 2); 
而 . 
Par Ots = > sin2 G 2) = > > L — cos (22 2) 
| | o на) 

当 我 们 把 NN 无 限 增 厂 时 ,这 个 公式 中 的 和 数 仍然 保持 有 限 ， В, Ем 很 大 апаж 


= 24. (7.1-5) 
x | 


方程 (7.1-42 和 《7. 1.5) 对 于 《很 小 的 情况 给 出 了 两 个 重要 的 系数 ви 与 ey。 对 于 一 
BRI RE, ERE (Kab) MAER (Bennerof*e 曾经 计算 了 这 两 个 系数 . 330<k<1 
时 ， 
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fg 一 s ЕСК), 


an = Ел [ЕЮ — а 一 ДКС], (7.1-6) 


这 里 KC 和 ЕСК) 分 别 表示 第 一 类 与 第 二 类 的 完全 椭 加 积分 如 用 kS R 
分 是 可 以 展开 的 ,这 时 就 有 
a= (1 -*-...), 


иене.) = ain 


方程 (7.1-77 表 明 ， 我 们 原来 的 简单 计 算 方法 在 分 析 的 准确 度 上 是 相当 正确 的 然而 
它 也 表明 方程 (7.1-4) 与 (7.1-5) 所 给 的 简单 结果 对 于 不 是 很 小 的 * 值 也 还 能 适用 ,因为 方 
程 (7.1-7) 与 (7.1-4),(7.1-5) 的 差别 的 数量 级 是 已。 因此, 输出 中 频率 是 “的 成 分 与 输入 
中 同样 频率 的 成 分 的 比 , 也 就 是 频率 特性 F,Go) 近似 地 等 于 


FiCiw) 一 ==. | (7.1-8) 


正如 方程 (7.1-4) 与 (7.1-7) 所 表明 的 那样 , 当 & 相当 小 的 时 候 , 输 出 中 频率 是 m 的 成 分 的 
振幅 差不多 是 一 个 常数 ,而 这 个 常数 是 由 继电器 本 身 的 特性 所 完全 确定 的 ， 而且, 输出 中 
频率 是 m 的 成 分 与 输入 中 同 频率 的 成 分 的 比 是 44/xE。。 所 以 ;继电器 对 于 频率 是 ow 的 
成 分 的 放大 率 比 对 于 频率 是 中 的 成 分 的 放大 率 多 6 分 贝 (db). : 

不 难看 出 ,以 上 的 讨论 可 以 推广 到 输出 不 是 AE。sin wr 而 是 z (г) 的 情况 ，x (2》 是 
任意 形状 的 函数 而 且 x (1) 的 大 小 比 持续 振荡 的 振幅 E。 小 得 多 .在 这 种 情形 下 ,主要 的 
结果 可 以 这 样 表 述 : 如 果 调 制 信号 中 的 高 次 项 小 到 可 以 忽略 不 计 的 程度 或 者 可 以 用 适当 
的 滤波 的 方法 把 它们 最 后 过 滤 掉 ;如 果 继 电器 的 输入 是 

Eosin wt + x(t), 
而 х0) H; Eo 小 得 多 ,那么 ,对 于 信号 zG) 的 传递 来 说 ,继电器 的 性 质 就 近似 与 一 个 线 
性 系统 一 样 , 这 时 的 频率 特性 就 是 方程 (7.1-8) 所 表示 的 常数 . 
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现在 我 们 来 进一步 讨论 振荡 控制 伺服 系统 . .我 们 已 经 看 到 ， 如 果 只 从 信号 的 传递 作 
用 的 角度 来 考虑 问题 ， 持 续 振 荡 的 作用 只 是 使 继电器 变 成 一 个 具有 正 实数 频率 特性 的 相 
当 近似 的 线性 元 件 。 因 此 ,从 一 开始 我 们 就 可 以 不 必 提 到 持续 振荡 Esino 而 把 继电器 
看 作 是 一 个 线性 元 件 "” 下 ， 因 而 也 就 可 以 利用 以 前 各 章 的 各 种 概念 和 方法 来 处 理 这 种 系 
统 。 下 面 介绍 的 方法 是 罗 吉 埃 (Lozier) 所 提出 的 ， 

为 了 简单 起 见 ,我 们 一 直 假定 何 服 系统 本 身 就 具有 滤波 的 性 质 ,能 够 把 继电器 产生 的 
所 有 的 不 需要 的 调制 项 过 滤 掉 。 但 是 ,在 实际 情形 中 为 了 达到 涉 波 的 目的 ,有 时 候 也 还 需 
. 要 附加 一 些 滤 波 器 ， 自 然 ,不 论 系统 中 的 滤 让 器 是 怎样 的 ,它们 都 必须 能 够 使 有 用 的 信号 
通过 。 把 这 一 点 和 其 他 方面 的 考虑 联系 起 来 就 得 到 这 样 的 结论 : 频率 o, 必须 大 于 信号 
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的 传 里 叶 谱 的 主要 部 分 的 频率 . 

不 论 在 系统 中 采用 哪 一 种 请 波 的 方法 , 输出 中 总 包含 有 一 个 频率 是 o, 的 振荡 成 分 . 
特别 应 该 注意 : 如 果 用 滤波 的 方法 把 这 个 振荡 成 分 的 振幅 减低 到 一 定 的 数值 以 下 ， 后 果 
有 时 反而 不 好 .因为 在 事实 上 这 个 振荡 能 够 起 “动力 滑润 "的 作用 , 它 能 够 减少 静 力 摩 所 ， 
松弛 了 以 及 其 他 各 种 与 系统 有 关 的 非 线性 作用 的 影响 ， 而 这 些 作用 都 是 使 伺服 系统 的 运转 
PERRI. 


,图 7.2 


我 们 一 直 还 没有 特别 讨论 用 什么 方法 把 持续 扳 东 Essin ot ,加 到 继电器 上 去 的 问题 ， 
我 们 仅 只 附带 地 提 到 过 ， 可 以 用 一 个 附加 的 振荡 器 来 供给 这 个 振 落 ， 用 振东 器 供给 持续 
振荡 的 系统 在 可 变化 性 方面 是 有 优点 的 。 因 为 持续 振荡 的 振幅 E, 与 频率 a 都 不 难 加 
以 改变 ;可 是 这 种 系统 总 是 需要 一 定数 量 的 额外 设备 ,这 是 它们 的 一 个 重大 缺点 .以 下 我 
们 将 票 简单 地 介绍 一 类 振荡 控制 何 服 系统 。 这 类 伺服 系统 本 身 就 能 够 供给 持续 振荡 而 不 
需要 额外 的 设备 ， 

我 们 来 看 图 7.2-1 所 表示 的 系统 . 假定 这 个 系统 被 设计 得 具有 这 样 的 性 能 当 没 有 
输入 信号 时 系统 也 能 以 某 一 个 固定 的 频率 wm 振 范 ， 这 个 um 的 值 是 由 反馈 还 路 中 的 线性 
元 件 的 频率 特性 的 相 角 偏 移 所 确定 的 ， 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ,对 于 持续 振荡 而 言 ,继电器 
所 起 的 作用 就 像 一 个 线性 元 件 一 样 ， 而 且 频 率 特性 А/С) 是 一 个 与 振 慷 成 反 屠 的 正 
实数 ， 正 因为 如 此 ， 振荡 的 振幅 也 能 自行 调整 ,使 得 由 于 过 路 中 的 继电器 和 线性 元 件 而 产 
生 的 放大 率 最 后 变 为 一 . 

现在 假定 有 一 个 信号 加 在 系统 上 ， 如 果 在 继电器 的 输入 部 分 上 相应 的 偏差 信 号 相当 
小 那么 , 继电器 对 于 持续 振荡 的 放大 率 基本 上 就 不 受到 影响 , 因而 还 可 以 以 原 有 的 频率 
和 振幅 继续 振荡 我们 已 经 证 明 , 继 电器 对 于 信号 所 起 的 作用 也 是 线性 的 ,继电器 对 于 信 
号 的 放大 比 对 于 持续 振荡 的 放大 小 6 TAR. ,很 明显 ,在 这 种 情况 下 ,我们 就 得 到 一 种 振 
苏 控 制 伺 服 系统 .这 种 系统 基本 上 与 以 前 所 讨论 过 的 那 种 系统 是 相同 的 ， 唯 一 的 区 别 在 
T: 这 种 系统 的 持续 振荡 Безо» 的 频率 和 振幅 都 是 由 系统 本 身 所 确定 的 (这 种 振荡 称 
为 固有 振荡 》, 然 而 在 以 前 的 那 种 情形 中 我 们 实际 上 很 设 持续 振荡 是 与 系统 无 关 的 ， 

如 果 把 系统 当 作 一 个 伺服 系统 来 基 虑 * 那 么 ,在 所 有 的 讨论 里 我 们 只 需要 考虑 继电器 
对 于 信号 的 频率 特性 , 起 可 以 按照 以 前 各 章 所 提出 的 方法 进行 处 理 。 并 不 需要 顾虑 持续 
в. 但 是 ,因为 票 维持 系统 的 持续 振荡 , 记 以 ,从 伺服 系统 的 角度 来 说 ,性 能 的 改善 还 是 
受到 一 定 的 限制 的 ， 在 以 下 的 讨论 里 就 可 以 看 到 这 一 点 . 

假设 FG) 是 控制 线路 对 于 信和 号 的 传递 函数 ， 这 个 函数 是 按照 方程 《7.1-8) 计算 的 . 
对 于 持续 振荡 而 言 的 传递 函数 当然 就 是 2FC;)， 了 既然 系统 有 持续 振荡 ， 所 以 系统 的 传递 
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АХ LT нажа s = йо. Д 
` ZF (оу $= 一 1， 

容 此 , 当 я НАЗМ, 乃 氏 图 的 УЕС) 图 线 必 须 经 过 .一 2 点 。 男 一 沪 面 , 当 我 们 
把 系统 看 相合 服 系统 时 ,为 了 保证 它 具 有 清 意 的 性 能 。17F(C) 图 线 就 必须 窗 开 :一 1 点 相 
当 运 .很 明 总 ,由 于 多 了 一 翌 f 制 条 件 , 就 使 得 到 绕 比 投 有 这 个 限制 条 件 的 革 统 更 难 满足 
这 些 条 件 .在 这 个 意义 上 ,从 可 变化 性 的 角度 来 看 ,这 一 类 利用 本 身 的 固有 振荡 的 系统 是 
不 如 那些 利用 外 加 的 振荡 器 供给 持续 振荡 的 振荡 控制 伺服 系统 的 ， 所 以 ， 当 系统 能 进行 
持续 振荡 时 ， L/F Cim) НИЕ 一 2 A. 为 了 避 侈 图 线 经 过 . 一 1 点 的 附近 ， 可 以 采 
取 这 样 一 个 办 法 ;设法 使 图 线 在 一 2 点 与 实 轴 垂 可 地 相交 ， 这 也 就 表示 ,在 系统 的 固有 频 
Ж o, 处 ,向量 1/ЕСо) 的 长 度 变化 得 非常 缓慢 , 量 相 角 却 变化 得 击 较 快 。 

继电器 是 非 线 性 装置 . -但 是 如 果 沿 几 上 述 线 性 化 的 方法 ;- 把 一 个 高 频率 大 振幅 的 正 
弦 振 荡 加 到 信号 上 去 ,那么 ,对 于 信号 而 言 ， 就 可 以 使 得 输出 与 输入 之 间 的 关系 变 成 线性 
的 。 所 以 ,振荡 控制 伺服 系统 的 基本 概念 就 是 把 非 线性 系统 线性 化 ， 罗 埃 布 (Loeb) 已 
经 证 明 :， 这 个 概 渤 可 以 应 用 到 任何 非 线 性 系统 十 去 ,. 着 旦 字 把 这 个 方法 称 为 非 线性 控制 
系统 的 一 般 线 性 化 方法 。 因 此 ， 我 们 也 就 把 利用 这 种 方法 的 何 服 系统 称 为 ” 吉 芍 氢 范 控 
BERRE. -i 

我 们 来 考虑 二 个 一 般 的 应 数 y(x)， 这 里 的 > 是 输出 ， х 是 输入 . адейи: H 
z + s. ЕЖА z Е. WRG EEN НЕ, мы H 
=) 展开 为 泰勒 级 数 : 


+ ее) 75 А 07.2-1) 


| 现在 我 们 假定 输入 是 一 个 时 间 + 的 周期 函数 ， mie Ts не-е, 显 
Bo У) 也 是 时 间 * 的 周期 函数 ,周期 也 还 是 Ti 不 难 想 副 。dy/dx уаз" 也 是 时 
aj z 网 周期 函数 而且 局 期 也 是 T “周期 沽 数 可 以 展开 为 售 里 时 级 数 , 所 以 > 如果 把 5 的 高 
юлат, 我 们 就 得 到 - 5 


уб + Е) аи + > (as cos по; 十 2 sin бна) 


+e ‘le 十 Зе nat. 十 busin па) |, , © (7.2-2) 


其 中 o= 2х/Т. 是 输入 zx 的 频率 . 

MR 不 是 一 个 真正 的 常数 ， И ВН. 

o ЧИ; khi, ЭВА С7.2-2) Pai n ВНЕ, ЖЕНИЯ 

入 与 输出 之 闻 从 关系 ;把 e(2) ЖЕНЕ) ВЕНА ЕЮ 

НИНУ, ОЧОР Е ЛЕОН. АЕ ЗНО rh ЕБЕ 

《7.2-23 的 第 二 项 既然 频率 w 比 el) 的 频率 高 很 多 所 以 我 们 就 可 以 招 下 齐全 里 叶 
级 数 所 表示 的 周期 本数 看 作 是 载波 ， 


_ аи + > Carn cos noot + bun sin па), 
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把 eG) 君 作 是 调幅 信和 号。 在 以 上 的 讨论 中 , :我们 都 是 假定 非 线 性 元 件 的 输入 * 与 输出 
y 之 闻 有 直接 的 函数 关系 y(x)。 罗 埃 布 曾经 证 明 : ВВ У 与 > 之 间 的 关系 是 一 般 的 泛 
函数 关系 《也 就 是 说 ，? 在 时 刻 z 的 值 不 仅仅 与 * 准 时 麟 :的 瞬时 什 有 关 , 而 且 也 与 在 所 
有 过 去 的 时 刻 的 * 桂 有 关 )》, 沪 程 (7.2-2) 也 还 是 成 立 的 . 这 种 更 广泛 的 输入 输出 关系 的 概 
念 就 可 以 把 策 如 齿轮 松弛 等 等 的 灌 后 现象 包括 在 内 ， 而 且 这 种 概念 几乎 对 于 所 有 的 实际 
的 非 线 性 装置 都 能 适用 .因此 ， 对 于 
一 般 的 振荡 控制 伺服 系统 来 说 ， 输 出 
中 的 信号 的 形式 是 被 调制 的 载波 ， 而 
且 对 于 信号 而 言 ， 输 入 输出 之 间 的 关 - 
系 是 线性 的 

现在 ; 我 们 假定 附加 的 持续 振荡 . 
的 波形 是 对 称 的 ， 例 如 正弦 波 或 图 
7.2-2. 所 表 承 的 锅 疮 波 等 等 ,如果 _ 
у(х) RREK REN 


хб) 


ўба) = у(х), о 

4 . dy\ _ =. 9 
(2), ll KAN Ас. 2-3) 
那么 ;对 于 周期 函数 yG 与 4у/4х 就 有 下 列 关系 : : 
у(х), = = уСк) т... > 


4 
(2), = -( Fa ) (7.2-4) 
从 这 两 个 条 件 就 推导 出 — СЫ 
an = bo 一 0， aw 一 0 (у(=) ЕВЕ). = (7.2-5) 
因此 ,如 果 把 高 次 请 波 忽 巾 不 计 ; 瞧 波 就 是 一 个 频率 是 的 正 驶 拔 落 ， 这 也 就 是 前 一 节 所 
讨论 过 的 交流 便服 系统 的 情形 ， 在 那里 所 提出 的 设计 方法 仍然 可 以 用 到 这 类 一 般 的 振荡 
控制 伺服 系统 上 来 。 如 果 убо) PARM, RE yG) 一 一 /一 *), | 我们 也 可 以 写 出 
ааттаа) ячы йа А анти: 
а= 0, au 一 bu 一 0 GG) ВВ. = (7.2-6) 
misa paui 这 个 情形 与 前 面 所 讨论 过 的 振 落 控制 何 服 系统 是 完全 相同 的 . 
以 上 的 讨论 表明 : 如 果 伺 服 系统 中 包含 有 非 线 性 元 件 ， 我 们 就 可 以 用 在 输入 信号 上 
附加 持续 振荡 的 方法 使 非 线性 元 件 的 特性 线 惧 北 ， 同 时 把 原来 的 系统 变 为 性 能 较 好 的 振 
荡 控 制 伺服 系统 .而 且 , 完 全 可 以 用 这 里 所 讲 的 各 种 方法 来 设计 这 一 类 伺服 系统 . 


7.3 然 电 系统 的 周期 运动 及 其 稳定 性 
在 第 一 节 中 我 人 ] 兽 介绍 了 对 非 线性 元 件 的 线性 化 方法 ， 并 用 该 方法 研究 了 系统 对 输 


入 信号 的 反应 ， 那 里 我 们 引进 了 等 效 频 率 特性 (或 等 效 传递 函数 ) 的 概念 ， 用 类 似 于 线性 
系统 的 分 析 方 法 去 近似 求 出 伺服 系统 的 跟踪 能 力 。 这 种 方 法 可 以 推广 到 对 非 线 性 系统 的 
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周期 运动 的 研究 。 本 节 内 我 们 将 以 一 个 最 体 的 例子 来 说 明 这 一 方法 的 基本 思想 一 一 幅 相 
平衡 原理 。 下面 我 们 将 看 到 ， 应 用 线性 化 的 方法 不 仅 可 以 求 出 周期 运动 的 近似 参数 ， 而 且 
还 能 够 得 到 关于 所 研究 的 周期 运动 的 稳定 性 判 据 . 
侦 定 非 线性 系统 是 由 线性 部 分 和 一 个 继电器 串联 而 成 ， 具有 比例 反馈 的 闭路 结构 ,如 
图 7.2-1 所 示 。 主要 非 线性 元 件 的 特性 示 于 
;图 7.3-1 中 . 为 了 讨论 的 方便 ,我 们 把 继电器 : 
的 性 能 加 以 理想 化 : 假设 继电器 没有 时 间 延 
迟 的 现象 ， 而 且 它 的 开关 动作 都 可 以 在 一 豚 
.各 完 成 ,而 不 需要 花费 时 间 ,. 总 之 , 没有 时 滞 
现象 .但 是 ,继电器 特性 本 身 的 滞后 现象 还 是 
被 考虑 的 : 在 输 人 是 正 数 而 且 逐 新 增 大 的 过 
Ep, 如 果 输 入 在 0 与 6 G 是 一 个 比较 小 的 
图 7.3-1 正常 数 ) 之 间 , 继电器 的 输出 是 零 . 当 输 入 增 
WEJ b 的 时 候 , 输出 就 立刻 从 零 变 到 满 值 4 (4 是 一 个 正常 数 )， 在 输入 是 正 数 可 是 逐渐 
闫 小 的 过 程 中 ,只 要 输入 大 于 c Çe 也 是 一 个 正常 数 ) 输 出 就 总 是 4, 一 旦 输入 减 小 到 < 的 
时 候 。 输 出 就 由 满 值 4 立刻 变 为 零 . 一般 来 说 , p 总 是 比 c 大 。 如 果 把 电流 看 作 是 继 电 
器 的 输入 , 那么 , p 就 称 为 接 通 电流 ,< 就 称 为 开 断 电流 。 当 输入 是 负数 的 时 候 ， 一 和 和 
一 c 分 别 是 接 通 电流 和 开 断 电流 ,输出 的 注 值 是 一 4， 图 7.3-1 所 画 的 就 是 上 述 的 输入 - 
输出 关系 ,而 图 7.3-2 是 继电器 输出 函数 的 变化 曲线 . 


. s E 7.3-2 о 
由 于 b >e < 所 以 输入 与 输出 之 间 就 有 一 个 相 角 差 . 输入 的 相 角 落后 的 值 9。 — 


6 一 工 Е — 2 一 sin as]. . (7.3-1) 
: 2 *4' a 


J: 


输出 的 每 一 个 矩形 波 的 长 度 都 是 2a/w， 这 里 的 “是 由 下 列 公式 给 定 的 : 


а= Z + 0 — sin" bml [= — пт! E sin =]. (7.3-2) 
2 в 2 a . a 


输出 的 周期 与 输入 的 周期 是 相等 的 ,它们 都 是 2=/o, + 
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现在 ,输出 就 可 以 展 成 一 个 传 里 叶 级 数 。 


yla) = > a, sin [nCwt — 0)]. (7.3-3) 


基本 谐 波 ( 第 一 次 谐 波 ) 的 系数 a, 就 是 
a, = t4 зіла, 


这 里 的 “是 由 方程 (7.3-2) 所 给 出 的 .在 图 7.3-3 所 画 的 继电器 伺服 系统 中 ， 悉 电器 的 输 


z(2) + уб) 


Е 7.3-3 


НЕНИ АЛ АЕНА, 伺服 机 构 通 常 都 具有 滤波 器 的 性 质 ， 它 能 够 使 高 次 谐 
波 的 影响 大 大 地 减 小 . 因此 ,作为 一 个 近似 的 考虑 ,我们 把 所 有 高 次 谐 波 都 义 咯 掉 , 把 输 
BREE asn (ог 一 90)。 如 果 20, 采用 复数 形式 ,输出 与 给 人 的 比 信 就 是 : 


Е,(і0) = 
如 果 wm 二 0, 输入 asino = —a sin |w|1， 这 时 输出 的 基本 谐 波 就 是 
| 12 inasin [lolt — 0] = $£ sin asin (wr + 6). 


所 以 用 复数 形式 表示 ,输出 与 输入 的 比值 就 是 


F, Gio) = 549099 но 
ла 


44 sina 19 人 > 09)， 
ла. 


总 结 起 来 ,输出 与 输入 的 比 信 就 是 
4Азта e, ш>0, 


ла 


F,Go) = (7.3-4) 


4А sina ; 
eto, о < 0 . 
ла 


我 们 把 F,(iw) 看 作 是 继电器 的 “频率 特性 ”, 但 是 ,这 只 是 一 种 说 法 而 已 ，F,(iw) 并 不 是 
”真正 的 频率 特性 。 正 像 以 前 各 章 所 定义 的 那样 ,真正 的 频率 特性 只 是 频率 o 的 函数 ,与 输 
入 的 振幅 是 没有 关系 的 。 可 是 ,恰好 相反 ,这 里 的 F,Ciw) 是 振幅 а 的 函数 ,除了 与 w 的 符 
号 有 关系 之 外 ，F,(iw) 与 w 的 大 小 并 没有 关系 。 由 此 可 见 , 我 们 所 用 的 函数 符号 ЕС) 
以 及 “频率 特性 ”的 名 称 并 不 合理 ,但 是 , 为 了 与 普通 的 符号 和 名 称 统一 , 我 们 还 是 采用 了 
这 种 符号 和 名 称 。 应 该 注意 到 ,和 普通 的 情形 一 样 ，F,(iw》 也 有 下 列 的 重要 性 质 : 


f F, Cia) = Е,(— йо). 
如 果 输 入 的 振幅 a 非常 大 ,根据 方程 (7.3~1),《7.3-2) 和 《7.3-4) 就 有 
Біо) 14 L, a > 1. (7.3-5) 
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如 果 振 幅 a 相当 小 a 二 5， 继 电器 根本 就 没有 反应 . 
如 果 振 幅 а 刚好 等 于 接 通 电流 b, а = b. ВА 
=a = 1 (Z йат), ¿= -37 
Ө = а (= E), . | (7.3-6) 


这 个 临界 情形 称 为 继电器 的 开 断 点 . 

可 见 ， 这 些 极端 情况 下 的 F,Go) 的 值 是 由 继电器 的 特性 所 确定 的 。 下面 我 们 将 介 
绍 一 个 方法 ,用 以 求 出 振荡 的 参数 和 判别 其 稳定 性 及 系统 零 位 稳定 性 

我 们 暂且 假定 输入 的 各 个 调和 分 量 也 就 是 各 次 谐 波 ) 的 振幅 都 是 a。 这 时 ,继电器 
的 频率 特性 就 是 一 个 由 方程 (7.3-4) 所 给 定 的 复 常数 ， 图 (7.3-3) 的 控制 线路 中 除了 继 电 
器 之 外 ,还 有 其 他 的 部 件 ,假设 这 些 部 分 的 频率 特性 是 Е.С). WA 前 向 控制 线路 的 总 
的 频率 特性 就 是 F,Ciw)Fi(iw)， 我 们 让 % 从 0 变 到 co , 把 相当 的 力 氏 图 线 1/[F,(iw)， 
Fi(io)] 画 在 复 平面 上 ,可 以 根据 力 氏 准则 , 去 判别 系统 的 稳定 性 , 此 时 乃 氏 图 线 必定 要 
“包围 ”一 1 点 , 换 名 话说 , 乃 氏 图 线 一 定 要 在 一 ! 点 的 左 方 穿 过 实 轴 。 但 是 ,在 振幅 都 是 
常数 «КИН, F,Go) 是 一 个 常数 ,所 以 上 述 的 稳定 性 条 件 也 就 相当 于 要 求 频率 特性 
曲线 1/F Cioe 从 0 变 到 co) 包 国 —F,Goe) 点 .以 上 的 讨论 结果 就 是 确定 继 电 别 伺 服 
КЕ ВЕНА", PERRE (Гольдфарб) .在 比较 早 的 时 候 已 经 采用 过 这 
种 方法 ,都 梯 尔 《Dutilh) 也 独立 地 发 明了 一 个 类 似 的 方法 5 

НТВ (Kochonburger) 指出 : 当 输入 的 各 个 调和 分 量 的 振幅 不 都 相等 的 时 候 , 只 要 把 
上 一 段 中 所 讲 的 稳定 条 件 应 用 到 相当 于 。 从 0 оо ВТГ КО Е, Соо) 值 土 去 就 可 以 
T. ща 从 0 变 到 oo 的 时 候 ,一 F,(iw) 的 轨迹 也 是 一 条 有 曲线， 这 条 曲线 的 起 点 就 是 方程 
《7.3-6) 所 表示 的 开 断 点 ,终点 就 是 复 平面 的 原点 . 图 7.3-4 所 画 的 就 是 这 种 情形 . 这 种 图 
线 就 称 为 柯 氏 图 ， 因此, 柯 氏 方法 中 的 零点 稳定 的 充分 条 伞 就 是 : 1 /FiCiw) 图 线 必 须 像 
图 7.3-4 那样 把 整个 一 F,(iw) 图 线 包围 起 来 . 图 7.3-5 所 画 的 是 绝对 不 稳定 的 情形 . 
一 F,(iw》 图 线 上 的 箭头 所 表示 的 是 继电器 的 输入 振幅 а 增 大 的 方向 。 F.Go) 图 线 上 的 
箭头 所 表示 的 是 频率 o 增 大 的 方向 ,而 且 这 条 图 线 当 о 一 0 时 从 原点 出 发 。 


i m 7.3-4 图 7.35 
除了 这 两 种 绝对 稳定 与 绝对 不 稳定 的 情形 外 ,也 还 有 部 分 稳定 《或 部 分 不 稳定 ) 的 情 


形 ， 在 这 种 部 分 稳定 的 情形 中 可 能 在 一 个 固定 的 频率 上 发 生 一 个 振幅 也 是 常数 的 自 激 振 
#. 例如 ,图 7.3-6 表示 一 种 有 收敛 点 的 情形 ， 如 果 振 幅 а 足够 小 ， 一 F,(iw》 点 就 在 图 
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R 1/F,Ga) 的 “外 面 ”; 因 而 系统 是 不 稳定 的 , РЖ, ЧИ 
的 时 候 ， 一 F,Giw》 点 就 朝向 1/ Fi(iw) 图 线 移 动 。 最 后 就 到 达 P A. ХЫВ, RRR 
相当 于 P 点 的 频率 和 振幅 进行 稳定 的 自 激 振 落 ， 可 见 。 只 变 存 一 个 振幅 不 太 大 的 初始 扰 
动 ,( 这 个 扰动 并 不 需要 持续 地 作用 ) 系 统 最 后 就 会 自动 地 达到 这 个 自 激 振 荡 , 这 种 运动 状 
态 称 为 软 狂 的 自 激发 。 不 难看 出 ， 系 绕 不 可 能 有 离开 自持 振荡 点 P, 的 倾向 , 原因 是 这 样 
№: 只 要 振幅 有 一 些 增 大 ， 一 F,(iw》 点 就 进入 图 形 上 的 稳定 区 域 ,因而 也 就 受到 阻尼 的 
作用 迫使 振幅 藏 小 而 使 系统 回 到 Р, ADARRERA. FA, Р, 点 才 称 为 “收敛 点 ”, 而 系 
Жени. В 7.3-7 表示 的 是 另外 一 种 情形 ， 一 PCio》 图 线 与 1/F,Go) 图 
线 的 交点 己 旺 一 个 发 租 点 ， 和 以 上 的 评论 相 类 似 ,我 们 可 以 看 出 : ЖИЛЕ Р, 点 也 可 能 发 
生 良 汶 振 萝 , 不 过 这 个 振荡 是 不 稳定 的 ,系统 的 返 动 状态 有 离开 Р, 点 的 倾向 ,只 要 育 一 点 
扰动 ,系统 就 会 离开 P, 点 的 振荡 状态 .但 是 ,和 如果 系统 最 初 是 静止 的 , 而 县 所 受到 的 扰动 
АЖА. ТЕ) 点 就 不 会 跑 出 稳 写 医 域 ,因而 系统 的 静止 状态 就 是 稳定 的 。 


图 7.3-6 . 图 7.3-7 


.图 7.3-8 和 图 7.3-9 所 表示 的 是 更 复杂 一 些 的 情形 , 在 这 两 种 情形 中 , 既 有 收敛 点 已 
也 有 发 散 点 PB。 对 于 图 7.3-8 的 系统 来 说 , 初始 抗 动 的 振幅 必须 充分 大 (具体 地 说 , 要 大 
于 已 点 所 相当 的 振 慷 ) 才 能 使 系统 发 生 自 激 扰 葛 ; 所 以 这 种 运动 状态 称 为 硬性 的 自 激发 。 
图 7.3-9 所 表 共 的 系统 ,总 是 可 以 由 不 大 的 初始 护 动 弹 起 稳定 的 自持 振荡 ， 但 是 , 如 果 初 


图 7.3-8 
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始 扰动 的 振幅 太 大 (具体 地 说 ,大 于 与 忆 АННЕ, ЖЕНИХ ЕН, 这 . 
时 系统 的 振幅 将 要 无 限 地 增 大 . 
从 图 7.3-6 到 图 7.3-9 所 表示 的 各 种 情形 ,可 以 明显 地 看 到 系统 的 运动 状态 与 扰动 振 
旺 之 间 有 着 密切 的 关系 .并 且 也 看 到 发 生 频 率 与 振幅 都 是 固定 常数 的 自 激 振 功 的 可 能 性 . 
所 有 这 些 性 质 都 是 非 线 性 系统 的 特性 ,也 是 以 前 各 章 讨论 过 的 线性 系统 所 没有 的 . 其实， 
只 要 根据 第 一 章 的 讨论 ,我 们 就 可 以 猜想 到 非 线性 系统 可 能 有 这 样 一 些 “ 不 寻常 ”的 性 质 . 
对 于 继 电 吕 伺 服 系统 的 稳定 性 问题 来 说 ， 柯 氏 方 法 是 一 个 很 有 效 的 解决 方法 这 个 
方法 对 于 相当 复杂 的 系统 都 能 够 应 用 ,而 且 , 只 要 用 实验 方法 测 出 关于 频率 特性 的 数据 就 
可 以 用 这 个 方法 ,并 不 需要 求 出 频率 特性 的 解析 表示 式 . 在 绝 大 多 数 的 实际 情形 中 , 继 电 
器 后 面 所 连接 的 伺服 机 构 都 有 相当 的 姜 波 作用 ,所 以 ,在 以 前 的 讨论 中 把 输出 中 的 高 次 谐 
波 忽 咯 掉 的 帮 法 也 是 很 合理 的 ， 用 以 上 的 理论 分 析 所 得 的 结果 与 实验 结果 是 十 分 符合 
的 . 因此 ,如 果 稳 定性 是 唯一 的 设计 准则 , 那么 , 栖 氏 方法 就 解决 了 继电器 伺服 系统 的 全 
部 问题 。 
其 实 , 柯 氏 方法 不 仅 能 应 用 到 继电器 伺服 系统 上 ,而 且 对 于 许多 其 他 的 非 线性 机 构 来 
说 ， 用 柯 氏 方法 也 能 得 到 同样 好 的 效果 .这 个 分 析 方法 的 重要 关键 就 是 : 继电器 的 运动 
特性 与 频率 无 关 , 只 与 振幅 有 关 . 然而 ,线性 系统 的 运 
动 特性 却 只 与 频率 有 关 测 与 拓 幅 无 闫 ;实际 上 ,有 很 多 
非 钱 性 机 构 与 继电器 有 相同 的 特性 。 警 如 说 ,一 个 有 
间隙 的 传动 齿轮 组 就 是 一 种 这 样 的 机 稍 。 从 以 下 的 讨 
论 就 可 以 看 出 这 件 事实 : 设 0, 是 发 动机 的 主动 轴 的 
转角 ,这 个 轴 与 齿轮 组 的 第 -- 个 齿轮 的 连接 是 刚 固 的 ; 
0, 是 刚 固 地 连接 在 齿轮 组 的 最 后 一 个 齿轮 上 的 从 动 轴 
的 转角 .0 与 9, 之 间 的 关系 可 以 用 图 7.3-10 来 表示 ， 
其 中 的 28 是 齿轮 组 的 总 间隙 。 如 果 齿 轮 组 的 输入 ө, 
ва 7.310 是 一 个 正弦 式 的 振动 , 那么 ; 输出 6, 就 是 一 种 “被 压 
扁 ” 的 正弦 波 ,而 且 有 一 个 相 角 落后 (图 7.3-11)， 不 难 
看 出 : 既然 0 和 0, 之 间 与 时 间 的 关系 不 明显 ,所 以 。 9, 的 频率 的 改变 也 不 会 使 9, 的 波形 
受到 影响 . 因此 ,齿轮 组 的 反应 只 随 振 旺 改变 而 与 频率 无 关 ， 所 以 和 继电器 一 样 ,上 内 轮 组 
也 是 一 个 频率 迟 外 的 机 构 。 
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如 果 我 们 骨 频 率 特性 F.,Go) 表示 输出 0, 的 基本 谐 波 与 输入 0, 的 基本 谐 波 的 振幅 
比值 与 相 角 落后 .那么 ，Fe(io) 只 是 0, 的 振幅 а 的 函数 , 而 不 是 频率 的 函数 。 利用 
频率 特性 FCiw)， 我 们 就 可 以 研究 包含 这 种 有 间隙 的 淹 轮 组 的 伺服 系统 ,其 作法 与 上 一 
节 中 用 频率 特性 F,(iw) 研究 继电器 伺服 系统 的 办 法 完全 相同 . 
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前 面 三 节 ， 我 们 讨论 了 振动 线性 化 方法 。 根 据 这 个 方法 可 以 应 用 线性 系统 中 的 某 些 
数学 方法 来 处 理 复杂 的 非 线性 周期 运动 。 我 们 知道 ,在 处 理 线性 系统 稳定 性 的 问题 上 ,对 
数 频 率 法 是 很 方便 的 ， 把 这 个 方法 推广 来 研究 非 线性 系统 的 周期 运动 ， 也 会 收 到 同样 的 
РЕЗ, 

以 图 7.3-3 中 的 继电器 伺服 系统 为 例 ， x (0) 

我 们 假定 它 是 一 个 理想 的 继电器 〈 见 图 4 
7,4-1), ЕЕ z, = asia or 的 输入 作用 ，- 
Т, 输出 为 一 系列 的 矩形 波 ,由 方程 《7.1-4) 
可 知 ， 其 输出 基站 振幅 为 


gG, == —, ， 《7.4-17 


我 们 假定 线性 部 分 的 频率 特性 具有 理想 的 高 
频 滤 小 性 质 , 因 此 在 非 线 性 元 件 的 输出 中 , 虽 O 
казани, .但 是 经 过 系统 线 

性 部 分 鹿 波 后 ;加 到 非 线性 元 件 的 输入 端 ,起 Е 7.4-1 

主要 作用 的 将 是 一 次 谐 波 ， 这 时 ， ЕНиР 它 的 等 效 传递 函数 来 描述 : 


F,(iw) = 一 —— | А Ç. 4- 2) 
如 果 系 统 线性 部 分 的 传递 函数 是 


Н НН 7 4 
FO = тоа атуу” (7.4-3) 


k 
Е) = m YQ + iTo + То) ` (7.4-4) 


TA Ska, sen, 图 7.3-3 的 系统 就 变 为 图 7.4-2 的 结构 。 如 前 所 述 , 为 了 保 
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RRRS, yO 和 x,(:) AAAF, 这 个 条 件 常 称 为 谐 波 平衡 原理 ,于 
是 系统 中 自 桂 振 荡 的 振幅 a, 和 频率 os 就 取决 于 如 下 方程 式 的 解 ，. 


1 + Р.С) Е, Со) = 0, (7.4-5) 
(iw) = 一 7.4-6 
PG : ZON € ) 
显然 ， 此 等 式 与 下 列 两 式 是 等 价 的 : 
20 log Hi(w) 一 — 20 log Н,Са), .. (7.4-7а) 
0.(w) = Ta .. Е ' 《7.4-727 
其 中 — т 
| 44 |, k Ж =a i À 
Но) = 50 + ІТ) + Тао) | KO EFK а), 
На) = 一 
当 系 统 的 参数 给 出 | 司 就 可 以 用 作 图 的 办 法 确定 方程 (7 АНН a, Жо), Я 


如 , 当 44 k = 100, T = 2, TL = 0.05 


时 ， 方程 组 (7 4- 7) 所 描绘 的 继电器 伺服 
系统 的 对 数 曲线 就 像 图 ?7.4-3 所 示 那 样 。 
И ТАЈ, RR 

ЭЛЯ РЗ. ME 743 Жа, 
ВЕНЕ asin oot НЧ КНЕУ. 文献 
Тз) ЕВН, В РЕЗ ДАЖЕ ЗЕЯ Е 

Pile) [712 全 L. > 0 ` 


时 , RRIEK EA 
i mwj < 0. 
以 оо Ñt 为 参数 的 周期 运动 就 是 稳定 
的 运动 . 显然 ,图 7.4-3 中 的 曲线 满足 这 
个 条 件 。 
| 如 果 由 于 某 些 原 因 需 要 改变 振 功 参 
_ r 数 , 或 需要 消除 振荡 ,只 要 对 频率 特性 加 
图 743 | 以 相应 修改 ， 引 入 必要 的 校正 网 络 就 能 

达到 预期 的 目的 . | 

这 个 方法 可 以 推广 到 包括 图 7.3-10 屠 样 更 为 复杂 一 些 的 非 线 性 特性 . 令 6 为 齿轮 
师 合 间隙 的 半 个 宽度 ,se 为 振动 的 振幅 ,不 难 求 出 这 种 非 线性 的 等 效 传递 函数 为 


F Cio) == F, (2) e (5), . (7.4-8) 


式 中 
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而 
(2) [ав + (0-5 20 - J. 
(= 80 —_ 2). o E 
设 线性 部 分 的 传递 函数 为 C : 
о. ғ) = Зав 7 ` (7.4-9) 
频率 特性 是 : 5 
ио РК) = Маги вле) 


вината, яю a Ñi 0% мах, 


Pi 
фа ago 


10 ° mE 
.6 


一 


7.4-4 
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20 log Hi(w) = —20 log H; (2), (7.4114) 


0,00) = -| (=) 十 "|. f (7.4-115) 
式 中 
Hi(e) = |ЕСш)|, 0Co) = arg ЕС), H (2) = Е, (=). 


方程 组 (7.4-11) 的 左 端 是 的 函数 ,而 右 端 是 的 函数 ,所 以 它 是 一 组 变量 分 离 的 代 
数 方程 当 201ю84=38 分 贝 ，7 一 0.1 时 , 它们 的 对 数 特性 就 象 图 7.4-4 所 未 那样 . 利 
用 图 中 给 出 的 四 条 曲线 ,可 以 用 作 图 法 求 出 方程 (7.4-11) 的 根 m 和 wm。 任 取 一 水 平 线 c, 
它 与 相 频 特性 96(o) 和 Oa) АЯР с. с, АОН). с, 点 的 垂 线 与 L, 28 
k K; e ЖЕНЯ с, ch e 的 一 个 顶点 ， 当 直线 O 上 下 平移 时 , e 点 就 描绘 出 一 条 曲线 
L(o)， 后 者 和 L, 的 两 个 交点 @ 和 @ 都 满足 谐 波 平衡 条 件 ， 它 们 唯一 地 确定 了 代数 方程 
《74-12 的 两 个 根 * 因 此 可 能 出 现 两 个 周期 运动 但 可 以 证 明 , @ 所 决定 的 周期 运动 是 不 
稳定 的 ,而 @ 是 稳定 的 中。 图 7.4-4 中 的 曲线 还 告诉 我 们 , 当 系统 的 增益 减少 时 ,例如 由 万 
ZA Li, Llo) 和 工 , 将 没有 交点 ,自持 振荡 也 就 消失 了 . | 

用 对 数 法 不 仅 能 够 方便 地 分 析 非 线性 系统 的 自持 振 落 ， 而 且 还 能 应 用 到 非 线性 系统 
的 强迫 振 萝 、 岗 路 共振 和 利用 正弦 信号 来 改善 伺服 系统 的 性 能 等 方面 4 关于 这 些 问题 的 计 
论 , 读 者 可 参看 本 章 参考 文献 [3]. р 
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现在 我 们 将 要 考虑 的 方程 不 是 式 (2.2-1) ВИНЕ R i, 而 是 一 个 " 阶 的 非 线性 系 
统 .假定 措 绘 系统 运动 的 微分 方程 是 | 


n s- 
aE + Hs—1 m Ы + а, 25. + ay 
s-1 N o | 
+ ні y5 „Z=, (7.5-1) 
2de" 1 А 


其 中 的 各 个 系数 和 五 都 是 常数 ， 9 анх, YG) 是 输出 :了 是 它 的 自 变数 的 一 个 非 
线性 函数 。 方程 《7.5- 1) 的 左 端的 前 一 部 分 是 一 个 与 方程 (2. 2- 蕊 的 左 端 相同 的 线性 微分 
算 子 ,系统 的 全 部 非 线性 性 质 都 是 由 方程 左 端的 后 一 部 分 uj 所 表示 的 。 我 们 当然 可 以 假 
定 方程 (7.5-17 的 变数 :已 经 是 一 个 无 量 纲 的 时 间 变 数 了 , 所 以 ,各 个 系数 «a 和 # 的 量 纲 
都 是 相同 的 。 所谓 强 非 线性 ,也 就 是 说 , & 比 各 个 系数 。 都 小 得 多 . | 

H FAH RERE REE 我 们 就 可 以 设法 把 方程 的 解 形 式 地 写成 в ЗУ 


样子 : - 
y(z) = y) (z) + yP + y) (0) + "°, (7.5-2) 
ЕС. 5-К A 075-1), Ж, ED ER НО z КЛАНА НЯ BLS th 
а, аут фа. ии 1 со +. а dr + ау = (0), . (7.5-3) 
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a, e + ае + а сЕ + ау = 6 ®,... ;和 к ь, (7.5-4) 
мии дя. ВШ, жантая иаша 
〈7.5-3) 就 是 像 方程 (2.2-1) 那 样 的 线性 方程 .但 是 ,更 重要 的 事情 是 : 由 于 非 线性 性 质 而 
引起 的 第 一 次 改正 项 是 由 方程 (7.5-4) 所 确定 的 , 从 形式 上 就 可 以 看 出 ,这 个 方程 与 第 零 
次 近似 [方程 (7.5-3)] 在 特性 土 是 完全 一 样 的， 换言之 ， 如 果 系 统 的 第 零 次 线性 近似 式 
《7.5-3) 表 明 近似 的 系统 yo (2) 是 有 阻尼 的 ， 而 且 还 具有 伺服 系统 所 必需 的 其 他 特性 , 那 
么 第 一 次 改正 项 VO 也 同样 具有 这 些 特性 。 此 外 ;因为 在 展开 式 (7.5-2) 中 yO) 之 
前 有 一 个 相当 小 的 因数 z, 所 以 ， 由 于 非 线性 效应 所 必须 作 的 改正 是 很 小 的 。 这 也 就 是 
说 ,在 一 个 性 能 良好 的 系统 中 ,微弱 的 非 线性 性 质 不 会 使 系统 的 运转 状态 与 它 的 线性 近似 
发 生 重大 的 差别 。 因 此 ,从 工程 近似 的 观 后 来 看 ， 我 们 就 可 以 把 这 些 系统 当 作 线性 系统 来 
处 理 . 就 是 在 工程 实际 中 的 “线性 ”系统 里 ， 也 还 是 有 一 些微 弱 的 非 线性 性 质 的 ， 但 是 , 根 
据 上 面 所 讲 的 道理 ,只 用 线性 伺服 系统 理论 来 研究 这 些 系统 也 就 可 以 得 到 很 好 的 结果 . 
另 一 方面 ,如 果 近 似 的 线性 系统 的 阻尼 非常 小 ,这 时 就 有 发 生 共 振 现象 的 可 能 性 .也 
就 是 说 ， 即 使 输入 +G) 的 数量 级 和 1 相同 ， x 之 1， 近 似 的 线性 系统 式 《7.5-3) 的 输出 


yG) 就 可 能 比 ХАНЕ, уе > 1。 在 这 种 情形 里 , 昌 柳 # 很 小 ,可 是 af (59, -- °, 
人 ) 这 个 数 , 或 者 说 非 线性 效应 ,仍然 可 以 和 线性 项 的 数量 银 相 间 ， 换 名 话说, 我们 在 


上 一 侦 里 所 作 的 形式 上 的 级 数 展开 式 就 不 能 成 立 了 , 所 以 ， ЛЕНИ 
情形 里 。 ПЕНЫ, 我 们 也 必须 考虑 到 可 能 发 生 的 强大 影 蚁 。 在 以 下 名 节 里 ， 
我 们 将 要 简短 地 措 述 一 下 非 线 性 系统 的 多 种 多 样 的 运动 状态 ， 非 线性 力学 中 这 样 一 些 现 
象 的 详细 处 理 太 法 可 以 在 米 诺尔 斯 基 (Minorsky)2 与 斯 托 克 尔 《Steksr)20 的 著作 中 找 
到 . `. | А Е : : . 


7.6 а 


ERR э. 3 节 所 讲 过 的 那样 如 果 系统 的 TET 能 够 由 于 离开 平 稀 状 态 的 微小 偏 
差 而 自动 地 形成 ;那么 ; 它 就 称 为 软 的 自 激 振 荡 ; 如 果 离 开平 衡 快 态 足 够 太 的 偏差 才能 引 
起 自 激 振 荡 , 这 个 自 激 振荡 就 称 为 硬 的 自 激 振荡 ， 在 某 些 情形 里 ; 系 绕 的 微分 方程 的 系数 
与 系统 的 一 个 参数 有关。 如 果 当 д 取 某 一 个 特别 的 临界 值 x 时 , 系统 的 平衡 状态 的 特 
性 就 从 稳定 状态 变 为 不 稳定 状态 那么 ,在 1> до 的 时 候 就 会 出 现 极限 环 , 也 就 是 自 激 
振荡 .如 果 这 种 自 激 振荡 是 软 的 ,发 生 的 现象 就 旬 图 7. 6-1Ca 站 所 画 的 那样 ; 如 果 自 激 振 荡 
是 硬 的 那 就 象 图 7.6-1Cb) 所 画 的 那样 。 对 于 第 一 种 情形 来 说 ,如 果 % 是 逐渐 增 大 的 , 那 
Z, 2 还 没有 增 大 到 临界 值 x 的 时 候 , 系统 的 平衡 状态 并 没有 任何 变化 . 当 % 增 加 到 
时 ,系统 的 平衡 状态 就 由 稳定 的 变 为 不 稳定 的 同时 也 就 出 现 了 一 个 稳定 的 极限 环 . 而且 
这 个 极限 环 的 振幅 随 着 2 的 增加 而 逐渐 加 大 ，。 如果, 再 让 А 逐渐 减 小 , 那么 , 系统 的 平衡 
状态 的 情况 就 治 着 原来 的 变化 路 线 变 化 回来 《图 7.6-1а), 4 2 ВИЛ] ло 时 ,极限 环 就 消 
生 了 ”对 于 第 二 种 情形 来 说 , 自 激 振荡 是 硬 的 , 这 时 的 情况 就 不 同 了 《图 7.6rtb). 在 2 Ж 
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渐 增 大 的 过 程 中 ， 在 ¿= 和 时 ， 突然 就 出 现 一 个 振幅 是 有 限 的 极限 环 ; 1 继续 增 大 的 时 
候 :, 相 应 的 极限 环 的 振幅 也 随 之 增 大 . 如 果 А 逐渐 减 小 、 那么 , МА 减 小 到 1 时 ， 极限 环 
САНУ ЕЖУ НИ, AA д 再 继续 减 小 到 一 定 的 数值 时 ,极限 环 的 据 巍 才 由 ~- 个 有 
限 数值 突然 变 为 零 . 所 以 ， 这 种 现象 称 为 跳跃 现象 ВЖЕ 
联系 着 的. 


-图 7.6-1 


. 非 线性 系 统 中 的 频率 编 大 现象 也 是 在 实际 技术 问题 中 党 得 到 应 用 的 各. 如 果 作 用 
在 一 个 非 线性 系统 上 周期 性 的 输入 中 包含 两 个 频率 o 和 那么 ,系统 的 给 出 中 不 但 包 
含有 这 两 个 频率 以 必 相 应 于 这 两 个 频率 的 高 次 谐 波 ,而 且 还 有 一 个 额外 的 蒜 率 谱 , 借用 过 
PHRA SAIORA CEHE ma, + no, (ту A ERSO. Wank E 
АЕ z во оС costo + cos) MAHERE ЕЕ, HRA У 与 
电压 x EDERE ў az + ar + an. BAR У) ИННА TAS 
MME: о, o Зо, 20 За: s 30s о 十 005 i—i, 200: Но, 201—005 01 + 2: 以 
及 o 20. NADAREN RNR ПЕРЛ Н РАО EREE 
引起 的 合成 音 。 这 些 合成 音 中 ,有 一 些 比 原来 的 ov 和 o; 高 ,而 另外 一 些 就 比 w 和 о, К. 
这 些 频 率 比 较 低 的 谐 波 就 狄 为 欣 谱 疲 。 产 生 次 谐 波 的 过 程 就 称 为 频率 缩减 ， 

ЖЖ ТА, Ш o, 和 o, 相当 接近 , 那么 w 一 о, 就 比 原 来 的 两 个 频率 都 小 得 很 多 . 
此 外 ,如 果 对 许 这 样 低 的 频率 , 茶 统 还 能 是 粮 定 的 , 我 们 就 可 以 得 到 频率 的 数量 级 只 是 输 
人 频率 的 赵 108,* 其 至 于 更 低 的 次 谐 放 ， 如 果 把 若干 个 这 样 的 系统 串联 起 来 使 一 个 系统 
的 输出 是 其 次 一 个 系统 的 输入 ， 我 们 还 可 以 得 到 更 低 的 频率 。 ， 

非 线性 系 绕 中 的 另 一 个 有 意思 的 现象 是 所 谓 频率 
ен. “… 

各 时 个 非 给 性 系统 有 -个 自 激 氢 东 的 频率 m, 
那么 , 当 系 统 的 输入 的 频率 o 与 o WEW, 我 
们 自然 会 想到 输出 中 不 但 同时 有 o Ri o, 两 种 频率 ， 
МН, НЕЕ, НЗ 

-. оз 一 ol。 但 是 ,在 实际 中 ,现象 是 按照 图 7.6-2 的 那 种 
图 752 | Ена: 只 要 ww; 进入 一 定 的 同步 区 域 AB 时 , 拍 
频率 就 立刻 消失 ; 在 这 个 区 域内 只 有 o, 这 一 个 频率 ,所 有 发 生 的 现象 都 好 像 是 可 变频 率 
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o: 把 原 有 频率 o “侵占 " 掉 了 一样 . 

万 . 德尔 波 尔 Gan der Pol) : 温 最 先 解释 了 这 种 频率 侵占 现象 的 人 。 后 来 ,又 有 些 
其 他 的 人 发 展 了 这 方面 的 理论 . 

假定 系统 是 二 阶 的 , 它 的 微分 方程 是 


i — a Z + y (#)- + о?у = Bal sin ot, E (7.6-Г) 
这 里 的 о, т 和 B 都 是 正常 数 . 如 果 B = 0, ЖА, юн, 系统 的 
阻尼 义 是 负 的 , 当 振幅 足够 大 的 时 懂 ; 系 统 的 阻 展 就 是 正 的 > 因此 ,就 存在 一 个 特别 的 振幅 
НХ АНН В. 不仅 如 此 ,如 果 % 和 7 都 相当 小 ,那么 ,这 
ЛЕЖИ 5 a 相当 接近 .万 * 德尔 ЧЕН: 当 о, 与 o 相当 接近 时 , 方 
程 (7.6-1) 的 解 就 可 以 写成 下 列 形式 : .， | et 

y (z) =b, (z) sin at + 5,(#) cos wt, ; (7.6-2) 
mE, С) #16, (2) 都 是 变化 得 相当 缓慢 的 对 间 函 数 ,它们 变化 速度 满足 下 列 条 件 : 


РЯ | < oa b 1 < [00 |. 


把 方程 (7.6-2) 代 人 入 方程 (7.6_1), 并 且 只 保留 一 FR b, RI ba RTA 

方程 组 写成 下 列 形式 ， | | 
= ~ fb) ， 

= = ҺО, зо). ЕС Е _ ©. 6-3). 


这 是 一 个 自治 的 一 阶 微 分 方程 组 . 所 шек 7.8 ан 
上 解 二 阶 线性 系统 的 作法 一 样 . 分 析 的 结果 表明 * 如 果 o 在 o WB 00: ЕН, 
方程 组 (7.6-3) 在 bb, 平面 上 有 一 个 稳定 的 钙 虚 ; А КО bi В НЫЕ, 
b(ty AG 最 后 总 要 分 别 赵 近 于 相当 这 -+ 国定 点 的 .bb, 什 和 b 值 ， 四 此 ,根据 方程 
Ç. 62 ;就 只 有 频率 是 т 根本 不 再 有 频率 是 o: 一 o) RE MR 在 那个 
国外， ЭВА. hh. 平面 就 有 -个 稳定 的 极限 环 ， ОВЕН ма 所 表 
示 的 象 ， 

在 其 节 非 线 相 系统 国 ,一 个 频 束 是 ~ 的 振 薪 可 以 被 另 一 个 频率 是 pi о 
REWA FA ПО o 却 根本 不 等 于 o. 在 第 一 种 情形 中 ; 那 种 现象 就 称 为 异步 激发 而 第 
二 种 酸 形 中 的 讽 象 就 称 为 异步 抑制 我 们 从 以 下 的 事实 就 可 以 理解 这 些 狗 尔 ， 即 枫 在 相 
容 间 中 存在 一 个 极限 环 ,系统 也 不 盖 定 有 持续 的 自 激 振 划 . 如 果 要 发 生 持 续 的 振 落 ,极限 
环 就 必须 是 稳定 的 ,所 谓 “ 稳 定 * 的 元 思 , 也 就 是 说 , 当 系统 受到 扰动 或 者 从 极 跟 环 移 到 相 
空间 的 其 他 一 点 以 后 ， 系 统 具有 一 个 再 回 到 琉 限 环 上 去 的 顿 向 ， 不 稳定 芍 极 限 环 在 -个 
实际 的 物理 系统 中 是 不 可 能 实现 的 。 既 然 如 此 ,我 们 就 不 难看 出 , 在 一 定 的 情况 下 , 一 个 
新 的 振 萝 的 发 生 ,就 可 能 给 另 一 个 振荡 创造 出 稳定 的 条 件 , 也 可 能 破坏 男 一 个 振荡 的 稳定 
条 件 ,第 一 种 情形 就 是 “异步 激发 "现象 , 第 二 种 情形 就 是 “异步 抽 制 现象， 这 黑 , “Sab” 
这 样 一 个 形容 词 只 是 用 来 强调 与 o, 之 间 的 关系 是 完全 任意 的 而 已 。 = — 
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很 久 以 来 人 们 就 知道 ,如 果 一 个 振荡 系统 中 有 一 个 以 频率 о 作 周 期 变化 的 参数 ,系统 
| 就 以 频率 o/2 FERD. HE (Rayleigh) 曾经 用 以 下 的 实验 来 说 
mg + асов! 朋 这 种 现象 .把 一 根 拉 紧 了 的 金属 线 的 一 端 系 在 音叉 的 一 股 上 ， 
. .如果 音 叉 以 频率 进行 振荡 , ВА, 金属 线 就 以 频率 w/2 进行 横 
向 振荡 。 我 们 再 举 一 个 类 似 的 枫 子 ， 一 个 单 摆 〈 也 就 是 悬挂 在 一 
- 根 没 有 重量 的 杆子 的 一 个 质量 》 在 杆 的 上 端 受到 一 个 正弦 变化 的 
外 力 (图 7.7-1). 假设 8 是 单 摄 离开 铅 直 位 置 的 微小 角度 位 移 ,不 
损害 普遍 性 , 我 们 还 可 以 假定 正 驴 变化 的 外 力 的 频率 是 1.. 这 个 
mt 外 力也 就 可 以 写作 mg 十 :seost, 于 是 0 的 微分 方程 就 是 


其 中 六 是 质量 , а 是 重力 加 速度 ，! ERUKE, a 是 周期 外 力 的 振幅 . 这 个 方程 可 以 写 
- + (a + всоз 00 = 0, о (77-1) 


所 以 , o 就 等 于 g/1, В 等 于 a/m, 对 于 倒立 摆 (也 就 是 质量 在 支承 点 上 方 的 摆 7 的 情形 ， 
和 的 方程 也 还 是 (7.7-1), 只 不 过 把 其 中 的 & 换 成 一 & 就 是 了 .所 以 , 对 于 普通 的 摆 , a 是 
正 数 ; 对 于 倒立 摆 ，c 是 负数 . 方程 (7.7-1) 是 一 个 线性 方程 ,只 是 加 在 摆 上 的 外 力作 周期 
性 的 变化 而 已， :因此 ,我 们 就 可 以 把 这 个 系统 看 作 是 参数 作风 期 性 变化 的 系统 . 

方程 (7.7-1) 就 是 有 名 的 马 丢 《Mathieu》 .: u 
方程 . . 解 的 稳定 性 是 由 “和 8 .这 两 个 常数 来 ° $ | ` 
确定 的 . 具体 地 说 , 可 以 把 ов 平面 分 成 一 个 . J V ` Л 


稳定 区 域 和 一 个 不 稳定 区 域 ,就 象 图 7.7-2 所 iv T Y A SR 
画 的 那 粹 《这 个 图 中 有 阴影 的 就 是 稳定 区 -NG 3 RN Z. 
BR). 可 以 从 图 7.7-2 看 出 , TERN а, № ] / Í SS 

就 是 车 通 的 标的 情形 来 说 ， 当 周期 外 力 不 存 tN H: 

EHR RAR 8 ОКН, 系统 就 是 011 A 


ААА 
稳定 的 ; 这 当 著 是 显而易见 的 事实 .然而 ，. I A ZŠ 
有 兴趣 的 事实 是 : 如果 8 取 某 些 适 当 的 值 ， 23 АХ = 
系统 就 成 为 不 稳定 的 了 .- 这 时 ， 摆 的 摆动 的 ИТИРИК s 
振幅 就 会 越 来 越 大 。 直 到 非 线性 效应 最 后 色 “ що 
振幅 固定 在 一 个 相当 大 的 常数 上 为 止 .这 种 | _ 
现象 就 称 为 参数 激发 。 对 于 负 的 “， 也 就 是 倒立 授 的 情形 来 说 ， 当 支点 上 没有 周期 外 力 
的 时 候 , 隶 绕 自然 是 不 稳定 的 :但 是 , 当 P 在 一 个 一 定 的 狭小 范围 之 内 的 时 候 ,系统 还 可 以 
是 稳定 的 ,只 要 a 也 取 某 些 适 当 的 数值 就 可 以 了 。 这 个 现象 就 称 为 参数 阻尼 . 
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任何 一 个 系统 ,只 要 它 有 一 个 作 有 周期 变化 的 参数 ， Ване 
和 参数 阻尼 的 现象 。 

这 种 现象 和 以 前 介绍 过 的 几 种 非 线性 现象 ， 都 可 以 在 控制 系统 中 加 以 利用 ， вавыя 
统 得 到 所 需要 的 性 能 。 事实 上 ， 的 确 也 有 不 少 非 线 性 现象 已 经 被 应 用 到 伺服 控制 系统 的 
许多 元 件 上 去 了 。 但 是 ,这 些 非 线性 元 件 在 目前 还 只 是 一 些 “ 新 奇 "的 重要 狂 不 大 的 东西 ， 
而 且 ;, 与 其 说 它们 是 根据 理论 分 析 设计 出 来 的 , 倒 不 如 更 恰当 地 揭 它 们 是 依 昔 经 验 和 试验 
“设计 ”出 来 的 。 我 们 在 以 上 几 节 中 的 讨论 只 不 过 是 说 明 这 种 应 用 的 广泛 的 可 能 性 而 已 。 
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， 对 低 阶 非 线性 系统 的 分 析 可 以 应 用 相 空 间 内 的 几何 方法 (或 者 称 为 拓扑 方法 )。 这 种 
方法 的 实质 是 在 相 空间 内 将 系统 的 运动 轨 线 分 为 各 种 类 别 ， 并 将 各 类 运动 性 相 空 间 内 给 
出 图 来 . 根据 全 局 运动 的 各 种 几何 特点 ， 便 可 一 目 了 然 地 判定 这 个 非 线性 系统 内 特有 的 
周期 解 的 参数 及 其 稳定 性 ,零点 的 稳定 性 ,过 渡 过 程 的 主要 特征 等 等 。 这 种 方法 对 二 阶 系 
绕 的 分 析 特 别 有 效 ,因为 此 时 系统 的 一 切 运动 轨迹 均 可 完整 地 在 平面 上 绘制 出 来 。 因 此 ， 
这 一 方法 得 到 了 广泛 地 应 用 rz2.。 Канае оял йадан. 
系统 的 性 能 .为 此 ,我 们 先 以 二 阶 线性 系统 为 例 , 说 明 这 个 方法 的 实质 。 | 

如 果 ”是 输出 量 ( 受 控 量 )。x 是 输入 量 (控制 量 ), 那 和 一 盘 的 二 阶 系统 网 微分 方 和 可 
以 写 为 
l JG; 9. p: D) = x @); (7.8-1) 
REDIRI 表示 对 时 间 z t 的 一 次 和 二 次 导数 . 根据 第 二 章 内 的 讨论 可 以 把 式 《7.8-1) 改 
写成 完全 等 价 的 方程 组 : 


f (» у, 2, ‚) = = (2) 5 

day ` f 5 | | (7.8- 2) 
如 果 我 们 把 y 与 看 作 是 因 变 数 ,那么 , 方程 组 (7.8-2》 ны y 与 3 的 两 个 一 阶 
联 立 微分 方程 。 如 果 象 常常 过 到 的 情形 一 样 ,系统 是 自治 的 ,也 就 是 说 ,不 但 方程 (7.8-1》 


中 的 函数 f 与 时 间 : 无 关 , 而 且 输 入 х = 0, 2, 就 可 以 把 49/4: 从 方程 组 (7.8-2) 的 . 
第 一 个 方程 中 解 出 来 ,而 把 47/4: 表示 为 ?与 3 的 多 数 ,假定 系统 的 方程 组 又 可 以 写成 


— 34у, ӯ), 
а w ` - 
_ 1 (7.8-3) 
这 个 方程 组 不 明显 地 包含 《除了 运算 符号 4/4: 290. 把 方程 组 C 8-3) 的 第 一 个 方程 
用 第 二 个 方程 除 一 下 ,我 们 就 得 出 


2. = ROI). (7. 8- -4y 


-这 是 一 个 以 у 为 自 变 数 而 以 ван. 把 这 个 方程 解 出 来 以 后 ， 就 可 
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以 利用 方程 组 (7.8-3) 把 > 和 * 的 关系 计算 出 来 。 

从 物理 的 观点 来 看 ， 上 一 侦 所 提 到 的 作法 是 以 下 列 的 概念 为 依据 的 ， ПН У Y + šË 
可 以 瓜 述 系统 的 状态 ,而 不 象 比 较 普通 的 方法 那样 5 用 y 和 + 来 描述 。 如 果 说 ”是 撕 写 一 
个 质点 的 位 置 的 变数 , 那么 > 就 是 速度 .因此 , 也 就 可 以 用 ?来 代表 质点 的 动量 ， 所 以 ， 
y 和 》 就 分 别 代表 质点 的 位 置 和 动量 。 物 理学 家 把 这 样 一 种 不 用 时 间 变 数 : 的 状态 表示 
法 称 为 相 空间 中 的 表示 法 。 在 我 们 所 讨论 的 特殊 情形 中 , 相 空 间 只 是 二 维 的 (7 和 力 , 所 
以 , 它 就 是 相 平面 . 这 样 一 来 ,二 阶 系统 式 (7.8-3) 的 运动 状态 就 可 以 用 相 平面 上 的 一 条 曲 
线 来 描述 ， 这 条 曲线 上 的 每 一 点 都 表示 系统 在 某 一 个 时 刻 的 状态 根据 一 般 的 习惯 ， 
”在 这 条 曲线 上 ,我 们 用 箭头 表示 时 间 增 加 的 方向 ， 
就 象 图 7.8-1 所 画 的 那样 ， 如 果 系 统 的 阶 数 7 大 
于 2, 相 空间 就 是 ” 维 的 ,系统 的 运动 状态 就 要 用 
这 个 * 维 空间 中 一 条 曲线 来 表示 . 

， 相 平面 表示 法 的 具体 优点 就 是 : 非常 多 的 二 
险 非 线性 系统 都 是 自治 的 。 而 且 都 能 表示 成 方程 
《7.8-4) 的 形式 .这 个 方程 至 少 总 可 以 用 等 倾 法 把 
解 用 图 线 表示 出 来 事实 上 ,只 要 把 方程 (7.8-4) 
所 规定 的 曲 煞 的 方向 场 在 相 平面 上 表示 出 来 以 
后 ,系统 的 特性 就 很 清楚 了 。 相 平面 的 这 样 一 些 
性 质 的 应 用 是 非 线性 振动 理论 的 基本 方法 之 一 . 

图 7.81 这 种 方法 称 为 非 线 性 力学 的 拓扑 方法 

AT nunaman aan, RENAT: 考虑 一 个 没有 

驱动 函数 的 二 阶 线性 系统 


ар 


REAREA LNA AR IRG. 4-3) 中 的 自然 频率 о 等 于 1， 
而 就 得 出 方程 (7， 8-5). š 当然 就 是 系统 的 阻尼 与 临界 阻尼 的 比值 ， РЕНИ, 
15 <L 可 以 把 方程 97， 8-5) 改 写成 
` Е = —2ty — у, 

Фу = | 
РЯ 
БАЖ АВИА РУО ЗО: 
dy _ _ 25у + 

dy 9 
根据 方程 (7. 87). 不 难看 出 , 曲线 斜率 dy/dy 只 在 从 相 平 面 的 原点 出 发 的 每 一 条 射线 
上 是 相同 的 常数 。 图 7.8-2 到 7.8-6 所 画 的 是 五 种 不 同 .的 运动 类 型 ， 它们 分 别 相当 于 
б< —1, —1 <¿ <0, ¿=0, 0 二 5 二 1 以 及 1<5. 图 7.8- 2 和 图 7.8- -6 是 非 振 荡 

: 的 情形 ， 图 7.8-3 到 7. 8-5 都 是 振荡 的 情形 。 图 7, 8-4 是 真正 的 简 谐 振荡 . 

在 区 上 所 画 的 这 些 图 里 , 相 平 面 的 原点 相当 于 平衡 状态 ,因为 在 这 一 点 47/ax НМ! d: 


= ў, . (7.8-6) 


= 一 2L 一 之 . . (7.8-7) 
у 
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М 7.8-4 L. А 

都 等 于 零 。 АЮЖЕЖИ, МАЕ (7.86) 的 奇 
点 ， 然 而 ,在 二 0, ¿= 0 # ¿> 0 这 三 种 不 同 的 情形 
下 ,平衡 状态 的 特性 是 十 分 不 同 的 . В 7.8-2 和 图 7.8-3 表 
88, 4 ¿£ <0 时 , 系统 的 运 起 曲线 总 是 从 平衡 状态 发 散 出 
去 的 . 所 以 ， 原 点 是 一 个 不 稳定 的 平衡 点 图 7.8-5 和 图 
7.8-6 RER, g> 0 时 ,系统 的 运动 曲线 总 是 收复 到 平衡 
状态 上 来 的 ， 所 以 原点 就 是 一 个 稳定 的 平 街 点 。 用 数学 的 
术语 来 说 , 在 图 7.8-2 和 图 7.8-6 中 ,因为 原点 是 所 有 运动 
曲线 都 要 经 过 的 点 ;所 以 称 为 结 点 。 图 .7.8-3 和 全 7.8-5 的 : 
原点 是 螺 线 的 中 心 , 这 时 , 它 被 称 为 焦点 。 在 图 7.8- 的 特 
殊 情 形 中 ,“ 一 0, 运动 曲线 总 是 把 原点 包围 在 内 部 ,这 时 ， 

原点 就 称 为 中 心 点 . | 

“如 果 二 阶 系 统 的 基本 方程 有 一 个 常数 驱动 项 ,也 就 是 说 : 


图 7.8-6 


ВВФ их а ч 


Р 


мачна, 
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2. тА 2 +у= с, | (7.8-8) 
£ 


这 里 的 。 是 一 个 常数 入 时 也 就 有 
+ +09. 


因此 ， 相持 面 上 的 运动 曲线 和 图 7.8-2 到 图 7. 38-6 所 画 的 学 全 相似 、5 只 不 过 把 平衡 点 改 为 
? 轴 上 的 7 一“ 点 就 是 了 。 

掌握 了 对 二 阶 线 性 系统 的 分 析 方 法 后 ， 我 们 研讨 论 二 阶 继 电 系 统 的 运动 特征 . 在 以 
下 的 讨论 中 ,为 了 简化 继电器 的 开关 问题 的 讨论 ， 我 们 先 根 设 炙 电器 只 能 有 丙种 状态 : 单 
位 大 小 的 正 输出 和 单位 大 小 的 负 输出 ,没有 输出 等 于 零 的 情形 . TETH, 输出 总 是 单位 
大 小 的 假设 并 不 会 限制 问题 的 普遍 狂 . 

我 们 先 来 考虑 比较 简单 的 线性 开关 的 情形 ,所 谓 “线性 开关 就 是 继电器 所 产生 的 输 
HRAN WADA l: |c| 一 1， 而 且 这 个 输出 的 符号 与 ау 十 by 的 符号 相同 。 
在 这 里 讨论 线性 开关 的 上 县 的 就 是 想 借 此 说 明 开关 问题 的 一 些 特点 . 

在 弗 吕 格 - 罗 茨 《Fligge-Lotz) 的 论文 中 以 及 弗 昌 格 - 罗 菊 与 克 罗 特 尔 《Klotter) 合 著 
的 论文 "中 都 分 析 过 有 线性 开关 的 继电器 的 僻 服 系统 的 运动 状态 ， 以 下 的 讨论 就 是 他 们 
在 定性 方面 的 研究 结果 的 简单 总 结 . 

.， 这 两 位 作者 所 研究 过 的 系统 的 微分 方程 是 


. Е ea pa y ву ної i (7.8-9) 
， $ 


хафа +1 F, WE Z, MEELO- RMANA RRA ЕСЭ X 
P). RZ ARDANE 一 1 HA A EA AEA Са X N). 所 


y 


` ЖЕЛЕ ЯЕКЯ. Вавр 55. 根据 我 们 对 方程 (7.8-8) 的 讨 


论 ,已 经 知道 ;方程 07:8-9) 的 正 系统 是 由 收敛 的 螺 线 所 组 越 的 ; 这 些 螺 线 的 焦点 都 是 y 一 
+1, s=0; 方程 (7.8-9) 的 负 系 统 也 是 由 收敛 的 螺 线 所 组 成 的 ,这 些 螺 线 的 焦点 都 是 y= 
一 1, 7 一 0. 我们 当然 希望 系统 的 最 终 状 态 就 是 原点 y= + == 0. 
”按照 方程 (7.8-9》 агае 。 4. 与 5 的 符 
号 ,可 以 规定 四 种 情形 ; | 
RPE «>26, b > 0 的 情形 称 为 第 一 种 情形 . 
这 时 ,开关 曲线 ay 十 by = 0 是 一 条 经 过 相 平 面 的 康 
点 而 且 位 置 是 在 第 二 象限 和 第 四 和 象限 内 的 直线 ， 在 这 
条 直线 的 省 方 ay +5 RER. :所 以 ,那里 是 一 个 正 
系统 的 区 域 .在 造 条 直线 的 左 方 ，ay + 是 负数 ， 
所 以 ,是 一 个 负 系 统 的 区 域 .在 这 条 开关 线 上 , 正 系统 
和 负 茶 统 连 接 起 来 , 而 且 , 运动 曲线 的 隅 和 角 ( 即 在 弧 与 
,| 负 弧 的 连接 点 ) 也 发 生 在 这 条 线 上 (图 7.8-7)， 存 在 周 
图 7.8-7 期 解 的 条 件 就 是 : 郑 在 二 个 正 弧 ,这 个 正 弧 与 开关 线 
的 两 个 交点 与 原点 距离 相等 ， 理 由 是 这 样 的 ， 如 果 确 实 存在 这 样 一 个 正统 ;那么 ;根据 对 
称 性 ,在 开关 上 曲线 的 另 一 方 也 必然 有 一 个 连结 这 两 个 交点 的 负 弧 . БЕ, ЗАЛУ ВЗН р 


ВД 
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一 条 相 平面 上 的 闭合 曲线 用 非 线性 力学 的 术语 来 说 ， ЗОНЕ ЗАРА ARERR. E 
下 的 讨论 中 我 们 就 会 看 到 ,在 所 考虑 的 情形 中 确实 可 以 发 生 周 期 解 . 
不 难看 出 ,总 会 有 一 个 正 弧 和 一 个 负 绝 与 开关 曲线 相 切 , 设 这 两 个 切 点 分 别 是 S, 和 

Sy (Œ 7.8-82。 而 且 ， 设 这 两 个 弧 与 开关 曲线 的 另外 的 交点 分 别 征 Re 和 Км. S>, 与 Sx 
对 于 原点 是 对 称 的 . R, 与 Ry 也 是 这 样 的 。 先 假设 “, о 和 2 之 间 的 关系 ,使 得 R. 点 
在 .Sp5w 线段 之 外 《就 象 图 7.8-8 的 情形 ). .这 时 ， 如 果 某 一 个 解 在 开关 曲线 上 的 超 点 与 
55 线 限 足够 接近 ，, 那么 , 经 过 这 个 点 的 运动 曲线 必然 在 开关 曲线 的 堪 方 或 友 方 离开 开 
关 曲 线 ， 不 再 与 开关 曲线 相交 。 至 于 在 哪 一 方 离开 开关 线 就 要 由 起 点 的 位 置 来 确定 。 璧 
如 说 ;起 点 在 Sx 与 R, Z Bj, 那么 , 经 过 这 个 点 的 运动 曲线 就 在 开关 曲线 的 右 方 离开 开关 
线 : 我 们 也 可 以 证 明 , 如 果 开 关 线 右 方 的 正统 与 开关 曲线 相交 于 两 点 , 那么 , АТН 
点 (第 二 个 变 点 ) 到 原点 的 距离 小 于 起 点 《第 一 个 交点 ) 到 原点 的 距离。 因此 ,永远 不 可 能 
满足 有 周期 解 的 条 件 . МЫ, 系统 的 运动 曲线 永远 是 图 绕 某 一 个 焦点 的 紧 线 ， вк, 最 终 
状态 不 可 能 是 相 平面 的 原点 = 

” 但 是 ,如 果 Ry 和 Rs 都 在 5.5, 线段 上 《图 7.8~9),; 就 存在 一 个 周期 和 TARRE 
№: 根据 我 们 的 很 设 ;下 弧 玉 p59 的 起 点 Re 到 原点 的 距离 小 于 终点 S; 到 原点 的 距离 。 但 
Æ. 所 图 7.8~5 的 收敛 絮 线 的 焦点 从 原点 移 到 +1 点 《相当 于 正 弧 )》 和 一 1 点 《相当 于 负 
弧 ) 的 手续 对 于 离 原 点 很 通 的 部 分 影响 非常 小 所以， 如 果 一 个 正 弧 在 开 欠 线 上 的 起 点 离 
原点 非常 远 , 那 么 ， 这 个 弧 在 开关 线 上 的 终点 与 原点 的 距离 就 比较 近 一 些 《这 是 螺 线 的 性 
质 ). 因 此 ,这 种 绝 与 R,S, ЕН. 因为 曲线 之 间 的 变化 是 连续 的 , 所 以 , 一 
定 有 一 个 中 间 状 态 的 正 弧 ， 这 个 正 弧 的 起 点 和 终点 与 原点 的 距离 相等 。 这 就 是 存在 周期 
解 的 条 件 .图 :7.8-9 中 所 画 的 闭合 曲线 就 是 这 个 周期 解 . 事实 上 ， 已 经 作 过 的 数学 分 析 不 
但 证 明了 上 述 的 事实 ,而 且 还 进一步 证 明 :这 个 周期 解 不 只 是 唯一 的 ,而 策 重要 的 是 ,这 个 
解 还 是 稳定 的 ,具体 地 说 ， 所 有 初始 点 在 这 个 闭合 曲线 外 面 的 解 ,最 后 都 煌 近 于 这 个 周期 


图 7.8-8 . ”图 735. 
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解 ; 所 有 初始 点 在 这 个 闭合 曲线 内 部 而 在 闭 曲 线 55 Е 所 包围 的 区 域 (也 就 是 图 
7.8-9 的 阴影 区 域 ) 之 外 的 解 , 最 后 也 趋 近 于 这 个 而 期 解 ， 初始 点 在 闭 曲线 ReSsRuwSwR 
内 部 的 运动 曲线 最 后 总 是 趋 近 于 某 一 个 焦点 ,也 还 是 没有 趋 近 于 原点 的 可 能 人 幅 . 

第 二 种 情形 就 是 “> 0 Hü 4<0 的 情形 ， 这 时 ,开关 曲线 ¿y 十 by = 0 -经 过 第 一 
象限 和 第 三 象限 。 正 系统 和 负 系 统 与 前 一 种 情 兹 是 一 样 的 。 在 这 种 情形 中 不 可 能 有 周期 
Ж. К», Въ, 5 和 Sw 的 定义 也 与 以 前 相同 。 这 些 点 和 原点 在 开关 线 上 的 位 置 的 顺序 是 
Кр» Sm 0, Sns Кн; 图 7.8-10 所 曾 的 就 是 这 种 情形 .在 SrSw 线 眉 上 有 一 种 新 的 现象 : 
我 们 来 考 虞 一 个 在 点 与 这 个 线段 相交 的 解 CE 点 是 5,53 上 某 一 点 ). 假设 这 个 解 与 开 
关 线 的 相互 位 置 就 象 图 7.8-10 所 画 的 那样 , 那么 ， 这 个 解 在 点 将 会 怎样 昵 ? 既然 点 
在 开 活 线 上 , 照 道理 讲 , 到 达 五 点 以 后 ,表示 系统 运动 状态 的 动 点 就 应 该 洛 一 个 负 弧 前 进 . 
但 是 ,从 五 点 开始 的 负 弧 又 会 使 动 点 青 回 到 原来 的 半 平 面 (也 就 是 到 达 点 以 前 所 在 的 半 


平面 ) 上 来 ,可 是 ,在 这 个 半 平 面 上 ay 十 ày >.0, 解 只 能 击 正 弧 组 成 , 所以 , BEE EAL 


后 , 动 点 不 可 能 再 沿 负 弧 前 进 ; 另 一 方面 , 动 点 到 达 忆 点 以 后 也 -所定 不 能 再 炙 续 河 正 弧 前 
进 。 因 为 只 有 刚刚 走 过 的 路 线 是 经 过 五 点 的 唯一 的 正 引 ， 因 此 ,我 们 可 以 说 , E SK DLS BS 
解 是 不 存在 的 ,或 者 说 ， 解 在 五 点 终止， 任何 一 个 从 RRs ВЕЧНА, 在 没有 
与 КК 线 肌 相交 立 前 总 是 旋转 地 逐渐 接近 原 
A. 最后, 如果 这 个 解 与 SrRr 相交 ， 它 就 趋 近 


古怪 的 “终止 "现象 。 在 “终止 > 的 情况 下 ， 系 统 
的 “位 置 * 和 “ 违 度 " 孝 固定 不 变 , 这 当然 是 不 合 
”情理 的 事情 . | 
EF, изн НЕК 
可 能 “终止 > 的 , 它 总 是 要 在 时 间 过 程 中 进行 的 . 
得 出 上 述 的 荒 廖 结果 的 理由 也 是 可 以 解释 的 : 
| | 因为 实际 的 开关 动作 总 是 有 时 灌 的 ,所 以 ,一 个 
7.110 解 与 开关 线 相交 时 驱动 函数 并 不 立刻 改变 符 
号 ,所 以 解 还 要 继续 前 进 -一段 时 间 , 在 这 一 自然 续 前 进 的 时 间 中 驱动 函数 还 保持 原来 的 符 
号 。 在 第 一 种 情形 中 ,因为 这 样 一 个 时 淆 不 很 大 ,所 以 对 系统 的 基本 运动 状态 没有 什么 影 
W, BE, 在 现在 的 情形 中 , 时 滞 就 可 以 使 系统 的 解 避免 发 生 “ 终 让 现象。 现在 我 们 来 观 
察 一 个 到 达 “终止 点 "的 解 ， 由 于 时 潘 的 缘故 , 解 不 再 在 这 一 点 终止 ,而 要 继续 前 进 某 一 自 
距离 ,然后 才 发 从 开关 动作 ,开关 动作 就 使 解 在 相 平面 上 画 出 一 个 隅 角 ,但 是 ,在 陋 角 上 解 
还 是 存在 的 。 从 这 个 也 角 出 发 , 解 又 在 相反 的 方向 上 越过 开关 线 ; 解 越过 开关 线 一 个 短 的 
距离 以 后 ,又 在 相 平面 上 面 出 另 一 个 阳 角 ,以 后 的 过 程 也 是 类 似 的 , 就 象 图 7.8-11 所 画 的 
那样 .从 这 个 图 可 以 看 到 ,这 种 “锯齿 状 * 的 运动 3 最 后 就 使 得 系统 “ 息 出 ”SpSw 区 域 ,最 后 ， 
解 就 趋 近 于 某 一 个 焦点 ， 所 以 ,时 灌 可 以 消除 解 的 终止 现象 , 但 是 , 系统 的 运动 状态 还 是 
不 能 令 人 满意 ,因为 , 解 还 是 不 能 最 后 到 达 原 点 ， 
在 第 三 种 情形 中 。4 < 0， 而 b> 0。 这 种 情形 的 开关 线 也 是 通过 相 平 面 的 第 一 象 


于 +Y; mitis SRy 相交 ， 它 就 趋 近 于 一 1 
点 ;如 果 这 个 解 最 后 与 9,6, 相交, 那 就 会 发 生 


тя ты 
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限 和 第 三 象限 的 ,但 是 ,现在 的 正 系统 在 开关 线 的 左 方 , 负 系统 在 开关 线 的 右 方 (这 与 第 二 
ЖЕНИХ). 在 这 种 情形 中 , 总 是 存在 一 个 稳定 的 周期 解 (或 者 说 是 一 个 稳定 的 极 
限 环 XX 图 7.8-127。 而 且 , 这 个 周期 解 就 决定 了 所 有 的 情况 ,因为 ,所 有 其 他 的 解 最 后 都 趋 
近 于 这 个 周期 解 。 所 以 ,在 这 种 情形 里 ,还 是 不 能 使 系统 达到 相 平 面 的 原点 . 


图 7.8-11 图 7.8-12 


第 四 种 情形 就 是 а 二 0 同时 ó <o 的 情形 。 这 种 情形 的 开关 线 与 第 一 种 情形 相同 ， 
而 正 驱 和 负 弧 的 分 布 状态 与 第 三 种 情形 相同 。 可 以 证 明 , 在 这 种 情形 中 不 可 能 有 周期 解 ， 
如 果 , 开关 动作 没有 时 灌 , 那么 ，SeSw 线段 《图 7.8-13) 就 是 由 终止 点 组 成 的 ， 如 果 , 从 
SrSw 线段 上 每 一 点 出 发 向 后 (也 就 是 在 时 间 减 小 的 方向 上 ) 措 夯 解 的 图 线 , 就 可 以 看 到 这 
些 曲线 盖 满 了 全 平面 ,这 也 就 是 说 ,所 有 的 解 都 “终止 在 开关 线 的 SrSw 线段 上 ， 

但 是 ,这 里 也 和 第 二 种 情形 一 样 ,时 兆 的 存在 
就 使 情况 大 不 相同 了 ， 当 解 还 没有 到 达 s.s. R 
段 的 时 候 .时 灌 并 没有 什么 重要 作用 ;但 是 , 当 解 
到 达 55 线段 时 ,时 洁 就 恒 解 不 再 终止 ,而 能 使 
解 越过 开关 线 一 段 不 大 的 距离 。 然 而 ， 郴 出 一 个 
阳 角 ,接着 又 越过 开关 线 . 又 作出 另 一 个 隅 角 , 以 
后 还 是 这 样 继续 下 去 。 从 图 7.8-13 AAH, 这 
种 锯齿 状 的 运动 就 使 系统 的 运动 状态 趋 近 于 原 
点 ,最 后 ,系统 就 在 原点 附近 作 频 率 高 振幅 小 的 振 
动 ， 时 灌 越 小 ， 振 动 的 频率 就 越 高 ， 这 种 状态 就 
称 为 继电器 伺服 系统 的 额 震 . 

这 样 一 来 ， 我 们 就 看 出 。 讨 论 过 的 四 种 情形 7.313 
中 ,只 有 第 四 种 情形 能 使 系统 趋 于 所 希望 的 平衡 状态 ,但 是 ,即使 如 此 ,系统 还 是 在 平衡 状 
ЖИВЕЕ. 

以 上 就 是 弗 吕 格 - 罗 茨 和 克 罗 特 尔 的 理论 分 析 的 介绍 ,从 这 里 就 可 以 看 出 线性 开关 的 
缺点 ,同时 也 就 会 知道 ,使 伺服 系统 具有 最 优 运转 状态 的 最 优 开关 函数 一 定 不 会 是 线性 开 
关 函 数 。 究 竟 什 么 样 的 开关 函数 是 最 好 的 呢 ? 这 一 问题 最 早 由 布 绍 (Bushaw) 给 出 了 确 
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切 的 答案 ， 目 前 任 一 线性 受 控 对 象 的 理想 开关 函数 的 形式 均 可 迅速 求 出 、 关 于 二 阶 系统 
的 晤 优 开 关 理 论 的 主要 结论 和 更 “ 般 的 线性 系统 最 优 开关 函数 的 综合 理论 将 在 下 章 内 详 
细 介 绍 . | 
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如 本 人 章 前 面 几 节 所 指出 的 ， 通 常 非 线性 元 件 对 系统 产生 不 利 影响 ， 最 常见 的 是 使 系 
统 的 稳定 性 变 坏 , 对 信号 的 相位 产生 迟 后 效应 等 等 。 但 是 , 巧妙 地 应 用 某 些 非 线性 环节 ， 
可 以 使 它们 的 不 利 因素 变 成 有 利 的 因素 . 前 节 内 讲 到 的 具有 最 优 得 关 的 继 电 系统 便 是 一 
个 重要 例证 。 在 一 般 随 动 系统 中 继 电 元 件 常 引起 不 守 碱 的 持续 振荡 。 但 是 正确 地 选择 开 
关 时 刻 以 后 , 系统 就 会 获得 快速 性 .以 后 还 要 严格 证 明 , 当 控制 信号 的 强度 受到 限制 时 ， 
一 切 最 速 控制 系统 都 有 继 电 系统 的 特性 . 
文献 [8] 中 指出 了 另外 一 种 情况 ,通常 认为 有 害 的 间隙 性 的 元 件 (参看 图 7.3-10), t 
可 以 反 其 害 而 得 利 ， 用 它 构成 一 个 简单 的 相位 超前 环节 . 为 了 介绍 这 个 思想 ， 我 们 将 图 
7.3-10 所 示 的 元 件 运 动 方 程式 号 出 : 
в, = {в > 6, > 0, 
0, + 5, 6, < 0, 
| | |0, — 0] <s, 6, =0. ` — (7.9-1) 
КАНЕВ 7.9-1 所 未 办 法 连接 ， 就 得 到 一 个 新 的 非 线性 系统.， 当 к> K, 
НИЖЕ 7.9-2 Ф, 它 的 运动 方程 式 为 


图 7.9-1 gg 7.92 


СК, — К, 0, + K8, 6> 0, 
— | (K, - Кг) 0, — K8,» 6, < 0, 
KO 一 КӨ: — 8), Omar — 0, < 28, | 
poat к, 一 KCOimin + ё); 0, 一 Oimin < 28. (7. 9- -2) 
Ж Oian 和 Ө. 2956, 变 号 时 刻 0, 的 取 值 , 前 者 为 6 РЕН Ө, ій, А 
者 为 刀身 负 值 变 为 正 值 时 0, 的 取 值 . 
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设 0, 按 余弦 函数 变化 , 即 
. 0, = A 4costot。 
代入 式 (7.9-2) 以 后 ,9; 的 变化 规律 为 
KiAcoswt — К.А + Kô, 2mx < ot < 2тп + Ps 
0, = (К, — K)Acoswt — K, 2тл + ps < ot < (2т + Пл, 
KiAcoswi + К.А — Kð, (2m + Пл < ot < От + lrt фа 
(К, — К) Асоѕо + Кб, (2m + Пл + фо < @ < 2(т + Ол. 


式 中 т 0, l, 231ta @ = соб (: 一 2). 当 输 入 0, = 4 coswt 时 ,新 的 非 线性 系 
统 的 输出 形式 示 于 图 7.9-3 rh. К 


9, = А cos et 


7.9-3 
Ж 0.00) 展 成 傅 氏 级 数 ,并 写 出 第 一 次 谐 波 的 表达 式 : 
0:(z) = acosot + bsinoz + R(t), (7.9-3) 


式 中 RO 为 各 高 次 谐 波 的 和 。 容 易 检 查 ,， 上 式 内 一 次 谐 波 的 两 个 系数 可 由 下 式 算出 : 


cos! ( 1 一 2) — 
= cc c — -aV acl 一 二 
каран ai) 
— AKA (1 _ 
b = х (2 1)» 
4 _ Ка _ 
C = 5° с: = К; К (7.9 4) 
4 c; 足够 大 的 时 候 , 即 K, № K, ЕЕ, a> 0, > < 0, 记 
i = Ф, COS = — . 
"ар Ма + b2 P ма + P 
这 样 定 义 的 角度 9 为 正 值 。， 于 是 , 式 (7.9-37 可 以 写成 i 
0,02) = а + b2cos (ot + p) + RO). (7.9-5) 


由 此 可 知 ,图 7.9-1 所 示 的 结构 图 的 确 具有 相位 超前 的 作用 ,只 要 K 取得 合理 ,使 ¿> 0 
就 可 以 了 .同时 ,第 一 次 谐 波 的 相位 超前 量 可 以 用 变化 K, 和 K, 的 比 任意 加 以 调整 ， 

在 文献 [8] 中 , 作者 还 指出 ， 如 果 在 图 7.9-1 所 示 的 网 络 后 面 串联 一 个 极 化 继电器 类 
的 元 件 ， 则 输出 与 输入 之 间 依 然 可 以 有 相位 超前 的 作用 。 这 种 网 络 在 原理 上 可 以 用 来 补 


реи 
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偿 系 统 中 的 时 延 或 惯性 . 
为 了 用 具有 非 线性 特性 的 器 件 改善 线性 系统 的 性 能 ， 有 人 专门 设计 了 一 种 非 线 狂 积 


分 器 ,用 以 代替 普通 的 积分 器 , 它 的 线路 见 图 7.9-4.。 АННЫ ЕН CARLE 


”积分 器 联合 组 成 的 ， 上 面 一 半 专 为 积分 正信 号 而 
设置 的 , 下 面 一 半 积 分 负 信号 。. 当 栓 人 端 加 上 
某 一 正弦 信号 后 、 这 个 线路 输出 信号 基 波 振幅 是 
输入 信和 号 的 振幅 的 积分 ， 然 而 相位 涨 后 却 不 象 通 
常 的 积分 器 那样 为 90" , 而 只 有 一 38.1". 这 样 一 
来 ， 它 与 普通 积分 器 进行 比较 ， 图 中 所 示 的 线路 好 
象 具 有 “相位 超前 * 的 作用 .下面 我 们 概 栈 分 业 一 
”下 它 的 工作 特点 。 1 

假定 图 7.9-4 所 示 的 非 线性 积分 器 的 输入 е, 


m 7.94 


在 正 半 局 期 中 ， 上 半 积 分 器 起 积分 作用 ， 输出 为 - 


ei = Е, sin сої, 


入 " 
и 


co == — a Е; sin ordet 
wRC 


一 -1 — созо), 0 < ;=< я/ю, 


在 负 半 周期 中 ,下 半 积 分 器 起 积分 作用 ,输出 为 : 
‘em TIN ai E; sin две А 
«КС 


ЕС 
因此 ,一 个 周期 申 非 线性 积分 器 的 榆 出 co 应 为 


Е: (1 一 ©0507), ОЗ x/o, 
wRC ' ! (79 7) 

e == А р ` Ы A 
-Za 一 coswt), ж/м StS 2x/o, ` 


= — (i 一 созо) ж/м Е Ino. “(7.9-6) 


这 个 国米 本 在 图 79-5 中。 АЕ 


数 : 
e == Ei oo wt +£ 4 E; 
wRC: o RC 


(anas sin 30t зіп Зог | sin 507 _ 3), 
3225 


° xwRC ӘКС | 
с аат аә 


х 


. Ahe в, - 一 лар ==. — 38. 1°, D ЖЕНЕВА 


— s... er， 一 Де 
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Е; eio) __ 1.62_ 一 让 (7.9-9 
Ca) оу RE Е 02-2) 


应 用 这 种 积分 器 能 起 线性 积分 器 所 不 能 起 到 的 作用 。 璧 如 说 ， 在 以 干 摩 党 为 主要 负 
载 的 伺服 系统 中 ， 用 通常 的 线性 积分 器 就 无 法 消除 干 摩擦 造成 的 静态 误差 。 但 是 应 用 非 
线性 积分 器 代替 它 , 不 仅 可 以 在 相当 大 的 程度 上 消除 静态 误差 ,而 且 系 统 的 动态 性 能 也 将 
RIRE, | 


x > 


图 7.9-5 


非 线性 特性 有 益 利 用 的 例子 当然 不 只 这 两 例 , 举 这 两 例 只 是 说 明 这 样 一 点 ,一 些 非 线 
性 元 件 在 特定 的 条 件 下 巧妙 地 应 用 , 可 以 收 到 很 好 的 效果 。 
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第 八 章 “最速 控制 系统 设计 


第 五 章 内 我 们 曾 研究 过 线性 系统 的 设计 ， 那 里 设计 出 来 的 控制 装置 产生 的 控制 规律 
是 系统 误差 座 标 的 线性 函数 ， 这 种 线性 规律 的 结构 形式 常常 是 预先 给 定 的 ， 或 者 是 设计 
指标 所 要 求 的 ， 这 样 设计 出 来 的 线性 系统 的 一 个 重要 特点 是 控制 量 的 取 值 与 误差 的 大 小 
成 比例 ， 当 系统 误差 很 大 时 控制 量 的 值 -一 般 来 讲 也 是 很 大 的 。 因 此 可 以 说 在 线性 系统 中 
控制 量 是 被 假定 为 不 受 任何 限制 的 。 这 种 假定 在 系统 误差 较 小 的 情况 下 是 与 实际 情况 相 
符合 的 ,例如 在 稳 态 工作 的 随 动 系统 ， 它 的 基本 工作 方式 是 消除 小 误差 ,误差 座 标 和 控制 
量 之 间 的 这 种 线性 关系 总 能 准确 地 保持 . 

但 是 , 当 误 差 座 标 很 大 时 ,控制 量 按 比 例 送 出 大 的 控制 作用 往往 是 不 现实 的 ， 实 际 问 
题 表 明 ; 任何 控制 作用 的 取 值 总 要 受到 客观 条 件 的 限制 .例如 芒 压 何 服 阐 的 位 移 受到 结 
构 尺寸 的 限制 ; 如 果 它 是 电信 号 ,将 受到 电源 电压 或 电源 电流 的 限制 ; 如 果 控 制 量 是 飞行 
器 的 舵 偏 角 ， 则 它 将 受 极限 位 置 的 限制 等 等 .这 种 限制 最 具有 代表 性 的 例子 是 前 章 内 曾 
讨论 过 的 歼 电 伺服 系统 ， 如 果 用 继电器 作为 控制 装置 的 输出 元 件 ， 则 控制 量 的 取信 只 可 
能 有 两 个 或 三 个 , 即 最 大 值 , 最 小 值 和 零 值 。 在 控制 量 受 限 制 情况 下 如 何 设计 控制 装置 ， 
这 就 是 我 们 将 要 讨论 的 问题 。 这 一 章 主要 讨论 最 速 控制 问题 。 我 们 假定 : 

(р 设计 指标 是 过 渡 时 间 最 小 ， 

(2) 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 线性 的 《 除 第 8.7 节 外 )， 其 诸 系 数 可 能 是 常 值 或 为 时 
间 的 巴 知 函数 ， 

Сз) ЕАН ЗВ Н, 其 限制 形式 为 

[и] < Mi, i=], 2, Doa (8.0-1) 

或 | 
lall = (рэ (ш SM. ` 《8.0- -2) 


以 后 我 们 将 称 第 一 种 限制 为 4 型 限制 ,第 二 种 限制 为 有 型 限制. 每 一 分 量 x, ,的 变化 速率 
假定 不 受 任何 限制 ,它们 可 以 瞬时 变化 取 值 ,如 果 需 要 的 话 , 可 以 像 炙 电器 一 样 地 工作 . 

对 最 速 系 统 的 研究 , 近 二 十 年 来 有 很 大 进展 , 对 线性 受 控 对 象 来 讲 , 设计 方法 问题 已 
基本 解决 . 本 章 内 我 们 将 主要 锋 述 这 些 方法 的 基本 原 温 . 至 于 对 数学 严格 理论 感 兴 趣 的 
读者 ， 可 参看 本 章 的 参考 文献 
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上 一 章 曾 用 相 平 面 的 方法 讨论 了 二 阶 继 电 系统 的 各 种 开关 规律 对 系统 性 能 的 影响 . 
从 那里 可 以 看 到 线性 开关 的 缺点 ， 从 前 章 的 讨论 中 我 们 也 得 到 了 启发 ， 最 好 的 开关 函数 
一 定 不 是 线性 函数 。 本 世 内 我 们 先 介绍 一 些 早期 的 研究 结果 ， 即 在 相 平面 上 如 何 找 出 最 
好 的 开关 函数 。 这 里 我 们 先 不 谈 一 般 理论 ， 以 使 读者 能 君 到 一 般 理 论 是 如 何在 这 些 具体 
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研究 工作 的 基础 上 发 展 起 来 的 。 
пя тикеннин тол 
dy 
dt 


A + z(y, 2-90; >. НИ (в1- -1) 


其 中 0, > д љавин, 它 只 能 取 +I 和 | La 该 两 个 入 EURE TETS 
ERREX: ERRENAK pO э), WEHA. i-1) 的 经 漠 禄 平面 上 任何 
人 + 点 习 的 解 者 能 到 达 原点 0; 而且, 沿 著 这 条 经 过 P 的 解 的 路 线 p, 从 了 变动 到 0 所 需要 的 
时 间 对 天 多 来 说 是 极 小 的 ,也 就 是 说 ,任何 一 个 其 他 的 函数 9 都 不 能 使 这 个 时 闻 更 短 。 这 
样 求 出 的 函数 p(y, 3) 就 是 这 个 特殊 问题 的 “最 优 开关 函数 ”这 个 特 吊 的 开关 问题 曾经 
МЕЖ". 对 于 O ») 为 线性 的 特殊 情形 SQ 9) = 259 + yÇ .是 任何 实数 )， 
入 给 出 村 完 合约 解答 、 然 而 , 布 绍 所 用 的 数学 方法 非常 复杂 ,而 且 很 难 推广 到 其 他 梢 形 中 
бовад ане, 我 们 只 限于 说 明 他 所 得 到 的 结果 、 | 

RS го») 是 连续 函数 。 那么 ， AAR BERDEN RAEE ано 
ищи. RRR EPEL A АА, РЕФ gCy 3) 只 能 取 +1 和 一 ! 两 个 
信 所 惟一 个 路 线 便 只 直下 就 CP) RA (А) 组 成 的 、 在 时 间 撕 加 的 过 程 中 меш 
数 从 +1 变 为 I e RRE инаг пан. ИИА ТЕ 
Авж. 类 似 地 ， 相 当 于 开关 函数 从 一 1 变 到 +1 ИДЕ ВВ, .部 果 一 条 路 


= ў, 


ЕМЕЙЛ НЕ y ОАО ЗЕАА А, AARRE 


为 正则 路 线 。 正 则 路 线 的 重要 性 在 于 : 极 小 路 线 (所 用 的 时 间 是 极 小 值 的 路 线 ) 二 定 是 正 
则 路 线 、 这 也 就 是 说 ,如 果 从 P 点 出 发 给 定 一 条 不 是 正则 的 路 缆 A, :那么 ,总 可 以 找到 一 
条 从 不 出 发 的 正则 路 线 ， 经 过 这 条 路 线 所 用 的 时 间 比 经 过 所 用 的 时 间 短 ， 这 是 很 容易 
证 明 的 。 警 如 说 , 一 条 路 线 在 y 轴 上 方 有 一 个 负 正 天 角 P. 就 像 图 8.1-1 ЭМ, 
Юр атин P 点 以 前 的 最 后 一 个 隅 角 或 者 路 线 与 ? 办 的 交点 , 这 两 个 点 中 哪 一 个 点 
离 P 比 较 近 ， 就 规定 P 是 那 一 点 . “E РАВЕН АР” 表示 。 从 已 点 出 发 向 前 夯 
е Po ty P ВАМИ, Иа Р P” K kiwsakisha 
СНА О а P ga 

BEDER o Sus 261-2) 


х > Yp dy ` Е $ : ма 
М ERPE НА ПАЕВЫЕ БОН ORN. 
所 以 ,路 线 之 间 的 几何 形式 就 是 图 8.1-1 所 画 的 那 种 情形 . 如 果 我 们 把 给 定 的 路 线 PPP” 
改 为 PP”P”, ВА, KREY 轴 上 市 的 负 正 隅 角 卫 就 禧 消除 掉 了 ， 因而 也 就 变 成 了 正则 
路 线 ， 如 果 我 们 用 (PPP) 表示 从 P 经 过 P 了 到 P 所 用 的 时 间 , 用 КРР”Р”) 表示 经 过 
хада. REER НВА т 


o SS ja о. ето |, Е Е 


РР" Су : t 


нон А 人 


ә. “=m 
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但 是 ,对 于 任何 一 个 固定 的 y 值 来 说 ,正则 路 线 上 的 y 值 总 是 大 于 原来 路 线 (РРР) 上 的 
э 68, РА, CPPP) < KKP'PP' 7。 所 以 ,正则 路 线 比 非 正则 路 线 < 短 ” 
作为 应 用 最 优 开关 函数 理论 的 一 个 简单 例子 ， 我 

们 取 ебу, Ӯ) = 5y。 于 是 ,方程 组 (8.1-1) 变 为 

dy, 

di ys 

9 = 9+ р, 9), (8.1-3) 
路 线 弧 的 正 系统 和 负 系 统 当 然 与 + 值 有 关 ;但 是 ,由 于 
方程 组 (8.1-37 中 不 明显 地 包含 y, 所 以 , 弧 的 系统 所 
包含 的 弧 都 是 沿 》 轴 方 向 移动 而 得 出 的 平行 曲线 。 在 
图 8.1-2 中 ,对 于 “ 值 的 三 种 可 能 的 情形 , 画 出 了 通过 图 sl 
原点 的 一 个 典型 的 正 弧 和 一 个 典型 的 负 弧 . ¿ < 0 的 情形 与 其 余 两 种 情形 不 同 ， 如 果 要 
求 最 后 到 达 原 点 ,那么 了 的 初始 值 就 必须 在 —1/5 与 十 1/ 之 间 。 所 以 ， 对 于 这 种 情形 
来 说 ,只 有 当 y 的 初始 值 在 所 说 的 范围 内 的 时 候 , 最 优 开关 问题 才 有 意义 ， 


y y 


0 


0<( 


8.1-2 


我 们 用 T+ 表示 经 过 原点 的 正路 线 在 Y 轴 下 方 的 那 一 部 分 ,用 T- 表示 T+ 对 原点 的 
“反射 ”( 斜 对 称 上 曲线 )。 所 以 , T 就 是 经 过 原点 的 负 路线 在 y 轴 上 方 的 部 分 .FT+ AT 组 
成 一 个 曲线 7。 如 果 在 某 一 条 曲线 的 上 方 :开关 函数 pCy,y) 取 一 L 值 在 这 条 曲线 的 下 
方 ,开关 函数 (у, y) № +1 值 ,这 条 曲线 就 称 为 开关 曲线 ; 布 绍 证 明 ; 上 述 的 曲线 工 就 
是 最 优 开关 曲线 ， 图 8.1-3 就 是 这 种 情形 。 开关 动作 的 物理 过 程 是 这 样 的 ， 从 T 上 方 的 
任何 一 点 P 开 始 ,控制 函数 的 值 是 一 1, КЕНТ Лара г. Е 
控制 函数 的 值 就 变 为 +1, 然后 ， 系 统 就 治 着 工 最 后 达到 原点 。 如 果 初 始点 P 在 工 的 下 
方 ,控制 函数 的 值 是 十 1， 于 是 系统 沿 着 一 个 正 弧 到 达 开 关 曲 线 r. ERARE 控制 函 
数 的 值 变 为 一 1, 然后 系统 就 沿 着 T 达到 原点 . 

从 以 下 的 说 明 中 ,就 可 以 看 到 布 绍 所 解 出 的 最 优 开关 曲线 是 正确 的 。 首先 ,我 们 都 知 
道 , 为 了 达到 原点 ,路 线 的 最 后 一 部 分 必须 是 了， 因为 只 有 了 是 通过 原点 的 路 线 。 假 定 初 
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始点 在 T 的 上 方 ,按照 布 绍 的 结果 ,最 优 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 从 P 到 工 的 负 弧 ， 第 二 部 
分 就 是 沿 着 了 到达 原点 的 路 线 . 这 也 就 是 图 8.1-4(a) 中 包含 虚线 部 分 的 路 线 。 如 果 开 关 
动作 开始 得 太 早 , 在 到 达 T 了 之 前 就 有 一 个 负 正 隅 角 。 为 了 到 达 原 点 ,我 们 还 必须 使 开关 动 
作 再 进行 一 次 ,因而 也 就 要 再 作出 一 个 正 负 隅 角 . 如 果 这 个 开关 动作 在 P АЖ, 这 时 > 


0 一 5 


图 8.1-4 


还 是 负数 ,于 是 路 线 就 不 能 满足 正则 路 线 的 条 件 ， 因 此 ,在 这 条 变化 了 的 路 线 上 所 用 的 时 
间 一 定 比 最 优 路 线 长 。 如 果 正 负 隅 角 在 P" 点 ,这 时 > 是 正 数 ,然而 , 沿 这 条 路 线 到 达 原 点 
所 用 的 时 生还 要 更 长 一 些 ,因为 在 这 条 路 线 中 还 包含 了 一 条 花费 时 间 的 多 余 的 闭路 线 . 因 
此 我 们 可 以 看 出 : 过 早 的 开关 动作 是 不 利 的 . 图 81-40) 表示 的 是 开关 动作 过 述 发 生 的 
WE. ЖРОЖР"Р" 这 两 条 路 线 是 平行 的 ,经 过 这 两 条 路 线 所 用 的 时 间 也 应 该 是 一 样 
长 的 ， 所 以 从 图 8.1-4(b) 来 看 , 过 迟 发 生 开关 动作 也 是 有 害 的 ， 图 8.1-4С) 所 表示 的 又 
是 另 一 种 情形 , 这 时 , 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 正 弧 而 不 是 负 弧 ， 可 是 ,从 图 形 上 能 明显 地 
看 出 ,这 个 情形 也 比 最 优 路 线 的 情形 坏 ， 以 上 的 各 种 考虑 表明 ,选取 正则 路 线 为 最 优 路 线 : 
的 作法 是 正确 的 . : f | | 

HAR gC《y33) = 257 + y C 可 以 是 任意 实数 ) 的 二 阶 线性 系统 的 最 优 开关 曲线 具 
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体 地 确定 了 出 来 ， 下 面 ,我 们 将 只 令 述 他 的 结果 而 不 加 以 证 明 ;从 上 述 比较 简单 情形 的 讨 
论 来 看 ,所 要 介绍 的 结果 的 一 般 性 质 也 是 不 难 理解 的 。 对 于 这 个 gCy, ОЖ, ERRA 
负 系统 就 是 把 图 7.7-2 到 图 7.7-6 中 的 原点 分 别 移 到 (十 1, 0) 点 和 (一 1， 0) 点 所 得 到 的 两 
族 曲线 . 

和 上 面 的 简单 情形 最 相似 的 就 是 >>1 的 情形 ， 开 关 曲 线 C 是 由 一 条 从 相 平 面 上 的 
无 限 远 处 到 原点 的 正 弧 和 一 条 从 无 限 远 处 到 原点 的 负 弧 组 成 的 ， 和 前 述 情况 一 样 ， 在 C 
МЕЖ, 开关 函数 9 的 值 是 一 1; 在 C 的 下 方 ,9 的 值 是 
+1。 如 果 初始 点 在 C 的 上 方 , 最 优 路 线 就 是 图 8.1-5 所 画 
的 那样 | | 

% ¿< 一 ! 时 ， 也 和 前 面 的 简单 情形 一 样 ， 只 有 当 
初始 点 在 相 平 面 的 一 个 有 限 的 区 域 之 内 时 ， 系 统 才能 最 后 
到 达 原 点 ;这 是 因为 当 控制 函数 9 为 零 的 时 候 , 系 统 是 不 稳 
定 的 缘故 。 布 绍 证 明 : 这 个 区 域 的 边界 是 由 两 个 弧 组 成 
的 :一 个 弧 是 从 (十 1,0) 点 到 (一 1, 0) 点 的 正 弧 , 另 一 个 
弧 是 从 (一 1, 0) 到 (十 1,0) ДВ. El 8.1-6 所 男 的 就 
是 这 种 情形 。 只 有 当初 始点 在 这 个 区 域内 的 时 候 ， 开 关 问 
题 才 有 意义 。 最 优 开 关 曲 线 C 是 由 一 条 走向 原点 的 正 弧 和 
一 条 走向 原点 的 负 弧 组 成 的 ， 在 C 的 上 方 ， 开 关 函 数 F 等 
于 一 1, 在 C 的 下 方 ,Pp 等 于 十 1. 图 8.1-6 画 出 了 一 条 初始 
点 P 在 C 上 方 的 最 优 路 线 . | 

当 《 一 0 时 , 正 系统 和 人 负 系 统 分 别 是 以 C 十 1,0) 点 和 (一 1,0) 点 为 中 心 的 无 限 多 个 
圆 。 最 优 开关 曲线 c 是 一 系列 半径 是 1 的 半圆 弧 (图 8.1-7), 这 一 系列 半圆 从 原点 出 发 


图 8.1-5 


图 8.1-6 | 8.1-7 


沿 着 y 轴 向 左右 两 个 方向 无 限 地 延伸 出 去 。 在 y 是 正 数 的 部 分 ， 这 些 半 圆 都 在 y 轴 的 下 
方 ;在 ”是 负数 的 部 分 , 这 些 半 圆 都 在 y MEN. ECHES AXAR? ST 一 1, 在 
5 的 下 方 , 9 等 于 十 1， 从 图 8.1-7 中 所 画 的 那样 一 个 点 出 发 ， 路 线 的 第 一 部 分 是 一 个 
负 弧 , 负 弧 当然 就 是 一 个 以 《一 1;,07 点 为 圆心 的 圆 弧 。 当 路 线 与 C 在 a 点 相交 的 时 候 , 路 
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线 就 变 成 一 个 正统 ; 正 弧 就 是 一 个 以 《十 4,0) ДЖОННИ. AE KRE b ASC 
相交 ys 于 是 路 线 又 在 6 点 变 为 负 弧 ,接着 ,又 在 下 一 个 交点 处 变 为 正 张 ;以 衣 的 过 程 也 是 类 
_ 假 的 .路 线 与 C 的 最 后 一 个 交点 是 4, 从 点 开始 ,系统 就 沿 着 到 达 厌 点 ， 这 样 一 个 开 
关 动作 的 过 程 就 比 > 1 的 情形 复杂 得 多 了 。 
оер < 1 的 情形 。 也 就 是 收 
: 敏 螺 线 的 情形 。 它 比 上 将 的 情形 还 
”要 困难 一 些 ， 对 于 这 种 情形 ， 布 绍 
”证明 最 优 开关 曲线 的 画 法 是 这 料 
”的 : 我 们 先 从 原点 开始 沿 着 时 间 的 
` МНЕ. МЕХ 
` ЯНОВ. 
aA | Е — 1 《网 图 
A o BH E | 81-8), ВЕ, ЛУНЕ 
AARS HERTAN, RITAREN TONAAR ENNHAN 
ЖЕН RA A RRRA 最 后 , RELEET F y SkESED, 使 它们 
按 着 顺序 尼 相 接地 排列 成 y 轴 下 面 的 -条 连 鲜 此 线 ;- 这 条 曲线 从 震 点 开始 向 y ES 
无 限 的 延展 下 未 这 就 是 最 优 开关 上 曲线 网 正 半 部 分 ; 六 条 曲线 对 于 厌 点 的 反射 图 形 就 是 
最 优 开关 曲线 的 负 半 部 分 。 同 样 ,在 这 条 开关 曲线 C 的 尘 方 开关 丽 数 名 等 于 一 1; ZE C О 
FH. PST 十 1( 图 8.1-8)， 这 个 情形 和 图 8.1-7 RER t -0 的 情形 是 十 分 类 人 的。 
唯一 的 区 别 就 是 把 半圆 弧 换 成 了 螺 线 弧 。 — 

ЧАББОР Н 一 1 <; <o. НИНЕ 
ЗАТ И RAAR, RIRE ИА ВИН АНИ 
外 越 大 的 情况 恰好 相反 .虽然 螺 线 弧 的 个 数 是 无 限 多 的 ,但 是 开关 曲线 所 占据 的 范围 却 是 
有 限 的 ,正如 图 8.1-9 所 画 的 那样 , 它 的 宽度 是 在 y 轴 上 的 (一 <， од, 0) 218]. # 
实 当然 也 应 该 是 这 样 的 ; 因为 这 里 的 阻尼 
是 负 的 , 正 象 图 8.1-6 的 情形 一 样 , 只 有 当 
初始 点 在 原生 附近 的 某 一 个 有 限 的 菏 围 之 
内 时 ， 路 线 才能 够 最 后 到 达 原点 ， 这 里 的 
边界 是 由 一 条 全 (二 a,0) 到 (一 a,0) 的 正 
Я (4,0) 到 《十 a;0) КИЛЯ 
成 的 . ER RRC 的 上 方 的 相 平 本 部 分 
最 优 开关 函数 到 取 —1 ЕС 的 下 方 , 9 
取 十 1 值 . 

在 图 8.1-9 和 图 8.1-6 的 情形 中 ,最 优 
开关 状态 的 制 冶 值 的 范围 可 能 都 是 有 限 
的 。 而 号 这 个 范 国 是 由 闭合 的 边 四 曲线 所 ，. 
限定 的 , R 88 28; ix Bi Шая JE ze m 19 | 
7—0 НЕНЕН, 每 一 个 者 表 示 相应 的 继 电 伺服 系统 的 一 个 周期 解 ， 但 
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是 ,也 可 以 明显 地 看 出 : 这 样 的 周期 解 是 不 稳定 的 , 即 是 微小 的 一 点 扰动 都 会 使 得 系统 的 
运动 明 离 开 这 个 周期 解 ,或 者 直 近 于 原点 或 者 无 限 地 发 散 出 去， 因此 ,实际 上 是 不 可 
能 有 周期 解 的 . 

在 上 述 最 优 开关 问题 的 各 种 解 中 ,我 们 可 以 看 出 一 个 共同 的 性 质 : 在 所 有 情形 中 ,最 
优 开关 函数 在 相 平面 的 第 一 象限 里 总 是 取 一 1 值 ， 在 第 三 象限 里 总 是 取 十 1 8. WA 
程 (8.1-3) 写 成 下 列 形状 : 

= AA (> 2) 

从 这 个 方程 可 以 很 容易 地 看 出 上 述 性 质 的 原因 。 我 们 的 设计 目的 就 是 要 求 在 尽 可 能 短 的 
时 间 内 使 系统 回 到 у 一 0 的 状态 (或 ， 轴 ) 上 去 。 当 y 和 dy/d 都 是 正 数 的 时 候 ,为 了 达 
到 设计 目的 ,我 们 就 使 2y/a R yO 的 曲率 为 一 个 数值 尽 可 能 大 的 负数 , 所 以 应 该 
是 一 1. 当 y 和 47/42 都 是 负数 的 时 候 ，zy/42 就 应 该 是 一 个 尽 可 能 大 的 正 数 , 所 以 9 
应 该 是 +1, 这 样 一 个 直观 的 推理 与 关于 最 优 开 关 函 数 的 严密 结果 是 一 致 的 。 当 y 与 
ay/dt 的 符号 不 相同 时 ,最 优 开关 函数 9 的 值 就 不 能 这 样 简单 地 确定 出 来 了 , 因为 这 时 系 
统 回 到 轴 的 速度 与 Яп 之 间 的 复杂 的 交互 作用 有 关 ; 布 绍 的 贡献 就 在 于 把 开关 函数 
9 在 这 一 部 分 ( 相 平面 的 第 二 象限 和 第 四 象限 ) 也 确定 出 来 了 。 但 是 ,从 以 上 讨论 中 ,我 们 
可 以 肯定 ,最 优 开关 曲线 c 一 定 在 第 二 象限 和 第 四 象限 里 . 

对 于 阶 数 更 高 的 系统 以 及 被 控制 量 的 个 数 大 于 一 的 系统 来 说 ， 就 不 能 再 用 相 平 面 来 
表示 运动 状态 了 ,对 于 这 些 情形 ,我 们 就 必须 用 多 维 的 相 空 间 来 表示 运动 状态 ， 因 而 布 绍 
的 方法 也 就 难以 应 用 了 ， 为 了 解决 更 复杂 的 问题 要 发 展 新 的 方法 ， 近 二 十 年 来 所 提供 的 
方法 ,从 理论 上 讲 ,对 任意 高 阶 系 统 和 多 个 控制 量 的 系统 都 能 找 出 最 优 开关 函数 ， 布 绍 的 
方法 虽然 只 限于 二 阶 系统 的 讨论 ， 但 它 的 普遍 意义 在 于 这 样 一 个 事实 : 当 控制 量 受 限 抽 
时 ,线性 系统 内 的 最 速 控制 必定 是 开关 式 函数 ,这 一 点 在 以 后 几 节 内 我 们 将 进行 详细 的 讨 
论 和 证 明 ,并 且 给 出 一 个 普遍 的 综合 方法 . 


8.2 最 速 控 навине 


设 受 控 对 象 的 运动 方程 为 


hx 二 Ba (8.2-1) 


式 中 为 常量 方 阵 ; x= G, o, z.) Аа 纵 相 空间 内 系统 的 状态 向 量 ; Ву пх, 
КЖЕ; а= Gas, ww,)，。 即 系统 具有 + 个 控制 量 ， 当 然 ， RODIA BEET 
一 个 高 阶 方程 所 描述 的 受 控 对 象 | 


т"... + a= u, | | (8.2-2) 
为 了 讨论 方便 ,我 们 假定 每 一 个 控制 量 u 所 受到 的 限制 均 为 


|a] < 1, #=1,2, 3, tsr, {8.2-За) 
或 
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jel<l = 《8.2-3b) 
《8.2-3a) 型 的 限制 条 件 的 物理 意义 已 为 大 家 所 熟悉 ,而 (8.2-3b) 型 的 限制 也 是 在 实际 
间 题 中 时 常 出 现 的 ， 例 如 , 设 火箭 的 飞行 路 线 靠 其 主 发 动机 的 摇摆 去 控制 ,或 者 在 火箭 尾 
部 装 有 专 为 控制 用 的 小 型 摇摆 发 动机 ， 此 时 和 欲 使 火箭 改变 飞行 路 线 ， 必 须 使 发 动机 的 推 
力 方向 偏转 ,从 而 使 其 产生 相应 的 弹道 弯曲 。 若 火箭 在 大 气 层 外 飞行 , 它 不 受 各 种 气动 力 

的 作用 ,速度 向 量 的 方向 与 火箭 纵 轴 重合 ,这 时 火箭 重心 的 运动 方程 是 

т de = P sina sin В — mtsin Ө, 
dt 
тоб = P cosa 一 mgcos0, 


f тоф == Р зіпасов В. 


趟 中 心 为 火 科 质量 ， 6 为 弹道 轨迹 角 ， ФЕЯ, a 和 8 分 别 为 推力 及 其 投影 与 y， 

z 轴 的 夹 角 。 如 果 火 箭 按 预定 轨道 飞行 ,而 控制 的 目的 是 微量 修正 的 话 , 那么 , 可 认为 上 
AAR а0 == 了，v = 8; 于 是 在 垂直 于 弹道 的 平面 上 ,上 列 第 二 ,三 两 式 可 改写 为 

Фу 

' dP 


= u 一 mgcos0, 


2y 
dz 一 cos В, 


dr . 
“上 式 可 在 引入 页 个 新 变数 后 改写 为 由 四 个 一 阶 方程 式 组 成 的 方程 组 ， 对 我 们 重要 的 
是 上 式 内 的 ws ww 集体 受 限制 。 因 为 m= Pcosa/m, m=Psina/m, 限制 条 件 是 发 动 
机 推力 IP] < Pss。 这 样 一 来 ,对 控制 量 的 限制 就 成 为 条 件 
lell = Им + u? < P... /т. 

这 无 论 在 数学 赣 义 上 或 在 实际 意义 上 均 与 限制 条 件 式 (32-5) 不 同 | 这 里 受 限制 的 是 控 
制 向 量 的 长 度 ， 而 限制 条 件 式 (8.2-3a) 是 分 别 独立 地 加 在 每 个 控制 分 量 上 的 。 本 蔬 内 我 
们 将 同时 讨论 具有 式 (8.2-3a) 和 《8.2-3b) 型 的 限制 条 件 时 最 速 控制 的 一 些 特点 。 由 于 它 
们 之 间 的 许多 共性 ,因而 我 们 在 本 节 内 统一 地 讨论 它们 ， 在 以 后 讨论 系统 综合 问题 时 ,再 
РЖАТЬ, 

式 (8.2-3) 内 和 | 可 的 最 大 值 假设 为 1 并 不 影响 问题 讨论 的 一 般 性 , Ransa 


式 《8.0-1) #1 (8.0-2) = йу M; 可 以 合并 到 每 项 的 系数 因 于 中 去 ， 例如 , 令 =- гэ # ш = 


Mi9: 代入 方程 式 (8.2-1) 后 ,其 新 系数 为 bp = м, 此 时 ， 当 9; = 1 时 и: вал М;. 
总 之 ; 式 48.2-37 的 限制 形式 仍然 具有 一 般 性 . 

—На@), -如果 每 一 个 分 量 在 整个 控制 过 程 中 都 满足 限制 条 件 式 (8. 2з), аа 
可 准 控制 。 不 等 式 (8.2~3a) 和 《8.2~3b) 可 以 看 成 是 在 7 о AENEA 
位 球 ,前 者 的 每 一 根 边 长 为 2( 以 原点 为 中 心 ), 后 者 的 半径 为 1( 以 原点 为 球 心 )， 这 一 个 
正方 体 和 单位 球 用 符号 UU 表示 .着 aG) 为 可 准 控制 ,我 们 将 简写 为 aG € U. 

设 系 统 的 初始 条 件 是 ж 一 《xs хи, …:，xo)， 如 果 有 一 个 可 准 控 制 и (e) 一 
Са (0) 5 775 а, (0)) 60, ЖЯ (82-1) А x 状态 以 最 短 时 间 归 零 , 那么 , 这 一 组 
控制 函数 将 称 之 为 最 速 控制 。 这 个 最 短 的 时 间 +, 称 为 最 速 过 渡 时 间 。 
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方程 式 (8.2-1) 的 通 解 可 写成 
xlt) = ебх + et | er Ba(z)dr, (8.2—4) 
AP е4 = (р; (0) AA (8.2-1) 的 齐 次 方程 式 的 基本 解 矩 阵 . 当 :一 0 时 显然 有 
х(0) 一 和， 初始 条 件 得 到 满足 ， 设 选 定 某 一 可 准 控制 aG) 后 , 在 上 一 了 时 系统 状态 
的 各 分 量 均 归 零 , 即 хСГ) 一 0， 此 时 有 
x, 一 -F e Ви(г)ат. l (8.2-5) 
比较 式 (8.2-42 和 (8.2-5) 可 知 , 在 工时 间 内 系统 式 《8.2-4) 归 零 这 一 事实 可 以 写成 另外 形 
式 。 因 为 受 控 对 象 方程 式 诸 系数 与 时 间 无 关 ,， 故 研究 式 (8.2-12 的 同时 ， 可 讨论 它 的 逆 运 
动 方程 式 : 


A = —Ay— Ва’, у(0) = @, ` (8.26) 
后 者 的 解 是 | 
Уф = —< É“ Í е“Ва'(:)4:, (8.2-7) 


式 中 а’) 与 式 (8.2-1) 内 的 або) КЖ aG) = w (T 0), гат. щ 
不 可 能 发 生 误会 对 ,以 后 和 w 的 上 标 略 而 不 写 ， 设 а Со) 使 初始 状态 为 在 时 间 工 内 引 
至 原点 ( 按 式 (8.2-4)), 则 аСТ — г) 必 使 y(z) 在 同一 时 间 内 按 式 (8.2-7) 自 原点 到 达 x, 
点 ， 且 一 切 式 (8.2-7) 所 能 到 达 的 点 ?CT), 式 《8.2-1) 都 能 用 同一 个 控制 在 同一 时 间 内 将 
其 引 至 原点 。 因 此 , 式 (8.2-1) 与 其 逆 运 动 方程 式 (8.2-6) 完 全 等 价 。 以 后 这 两 种 方程 式 都 
将 被 应 用 . l 

MRA x 至 原点 的 最 速 控制 已 经 找到 , 它 是 O, АПЕЕЕНИНАЯА. X 
此 假定 自 x 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 是 а. 现在 先 研究 一 下 在 n 时 间 内 式 (8.2-6) 内 的 
У) 都 可 能 是 些 什么 点 ， 任 意 取 一 个 可 难 榨 制 a 代 人 式 (8.2-6) 后 就 可 以 得 到 一 个 
yG), 变化 або) BF, уба) 也 随 之 而 变 ， 一 切 可 准 控制 (aG), 0 <; S а}, СП 
978501) ВЕНУ (yG) 用 ССа) RR. CEE а 时 间 内 式 C8.2-1) 所 能 引 至 原 
点 的 一 切 初始 点 的 集合 .显然 , 它 是 个 凸 性 区 域 ,并 且 对 原点 对 称 ， 事 实 上 ,从 式 (8.2-7》 
的 线性 形式 可 知 , 若 а (е) 使 УС) 在 4 时 间 内 到 达 y = xi 点 ,那么 ,一 u(r) ИУС) 
Я — = 一 x 也 就 是 说 若 x, € СС), 则 必 有 —x € GCh), 因此 GC) 对 原点 对 称 . 
其 次 , 若 x, 和 xz 都 属于 CO), 那么 ,这 两 个 点 的 连 线 上 的 一 切 点 z = дм 十 《1 一 1)x， 
0<2<1, ШТ Ca). 这 是 因为 : 若 u) 和 ш@ 分 别 使 y(z) 到 达 xw, 和 
x 那么 ,控制 uG) = мы) + 1 — Аа (0) 必 使 ?(9 到 达 z 点 ,事实 上 


z= -el еВ [ле Ст) + (1 — иг] ат 
= —¿ 4 |" ей Bu (тат — (1 — Neh f е“ Ва,(т)ат 
- 0 


= Àx, + (1 — VDE SS ` 
同时 ¿ar (г) + (1 — Др) 也 是 可 准 控制 ,因为 对 A 型 限制 ,任何 分 量 wi;(z) ВН 
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u; (г) = ди: (8) + (1 — Wu (z) > 
. [а (2) | Salus) + I lull <А + 1—2=1. 
对 B 型 限制 则 有 
lal) + (1 А) (s) || < Аа, СО | + GQ — деф < 1. 
于 是 ,在 二 时 间 内 式 (8.2-6) 所 能 到 达 的 一 切 点 的 集合 G) 是 一 个 三 性 区 域 , 它 称 之 为 


等 时 区 зб, чі 


‚ЖЖ аб) 是 将 x, залови, 那么 , х 点 必 在 等 时 区 GU) 的 边界 上 ， 
否则 40) 就 不 会 是 最 速 控制 了 ， 关 于 这 一 点 的 证 
明 以 后 将 给 出 。 由 于 G) 是 凸 性 区 域 ,那么 ,通过 
其 边界 上 任 一 点 均 可 做 一 个 超 平面 P, 使 ССА) 完 
全 位 于 此 平面 的 一 侧 ， 它 称 为 等 时 区 的 支 面 。 这 个 
平面 的 与 GO) 不 在 同 侧 的 法 向 量 称 为 P 的 外 法 向 
量 ,或 简称 为 Са) 的 外 法 向 量 , 后 者 用 Ф, ЖЖ. 
REXI GC4》 内 的 一 切 点 x 均 有 下 列 不 等 式 成 
立 (图 8.2-1), 


© Cho, x — ж) 一 > Фата — xa) < 0, 


或 者 改写 为 
№ 8.2-1 | K x) > (CON х). ü (8. .2-8) 
设 аб 和 aG) 是 分 别 对 应 于 х 和 .= 的 控制 ， y = х у= x HRC. 2-7) А, 
(8. 2-8) 化 简 后 得 到 不 等 式 : 
k (сф, вас)аг> |" Селф, Bu (a) Jdt, о в -9) 


式 中 $= — ub, A BA ВЕТ. 从 第 二 章 可 知 , 向 量 函数 ah 是 式 (8.2-67 
的 共 槐 方程 组 的 解 : 


Фф ФО) = $ еф, 2-10) 


由 于 起 (8 2-8) ж 和 其 相应 的 „(2 是 任意 的 ， 所 以 不 等 式 ( 8. OIRRE FARF 
才能 成立 — o | 
CEC), Bà G) = тах (ФС, ‚Ви. | Е (82-11) 
ВЕН, ЖЕ а) 在 任何 时 记者 使 式 (8 2-117 右 端 获得 极 大 值 ， 令 #00) 是 自 x, 
引 至 康 点 的 最 速 轨 线 ， 在 式 C8.2511) 的 两 端 分 别 加 以 ($$() ， ARC) 后 , 便 有 

' H = (P) , ARG) + BAO) = max(ó$(2), ARCO + Ва). (8.2-12) 
НЕЮ, ваенна 事 实 就 称 之 为 极 大 值 原 
goa, 

ЖЕ a 满足 极 大 值 条 件 式 (8. 2-11) 或 C8 2-12), 对 A 型 限制 便 有 
åC) = sign (B'A (22), 

式 中 1 B" ВВА ЕВЕ, 


D us inke — 
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或 者 将 上 式 展 开 
ë; (ғ) = sign (éG), b), | 
131,2, °°, r, (8.2-13а) 
хф Bb, 为 矩阵 8 的 第 i ЯН, $G) 是 式 (8.2-10) Ф(0) = —¿ nd, 为 初始 条 件 
的 解 。 对 B 型 限制 则 有 
В*ф (2) 
á (z) 一 ТУ ТОТ Ы (8.2-13b) 
内 为 只 有 如 的 方向 与 B'e 相同 时 , 态 才 能 获得 极 大 
А. 这 样 就 得 到 了 最 速 控制 的 一 个 重要 特性 : 如 果 
数量 积 (ФС, b) 在 任何 小 的 正 区 间 内 不 恒 为 零 ， 
则 受 A 型 限制 的 & (e) 的 每 一 个 分 量 š; (г) 都 是 开 
АХ, 而 受 B 型 限制 的 & G) 必 取 值 于 单位 球 的 
表面 。 此 时 最 速 控制 函数 为 共 斩 方 程式 (8.2-10) 的 
解 所 唯一 确定 . 
如 何 判别 (ФС), 6) RENERE? 这 只 需 将 
它 微分 = 一 1 次 后 找 出 各 阶 导数 不 为 零 的 条 件 : 


£ (ФС), b) = СА" саф, в), 


EOG), bi) = (Gate, Б), 
这 组 函数 不 同时 为 者 的 条 件 是 向 量 组 | 
b:, АБ, Ab;, ++, А", | (8.2-14) 
BRETX. WEHE i 一 1, 2,.…, +r， 上 列 向 量 组 均线 性 无 关 ， 则 称 系统 式 (8.2-1) 
为 非 赔 化 系统 , 或 者 说 该 系统 是 能 控 的 。 一切 非 赔 化 系统 的 受 A 型 限制 的 最 速 控 制 均 为 
开关 函数 ,而 且 为 式 (8.2-13) 所 单一 确定 。 容 易 检查 , 形 如 式 (8.2-2) 的 = 阶 系统 都 是 能 
控 的 ,因而 它 的 最 速 控制 一 定 是 开关 函数 或 取 值 于 单位 球 表 面 上 的 点 . f 
还 有 一 个 有 意思 的 事实 是 沿 最 速 轨迹 式 《8.2-12) 内 的 函数 H = const， 而 且 不 小 于 
零 . 函 数 玉 是 常数 可 以 用 直接 微分 的 方法 检查 ， 28 =0. EF H> 0 这 一 事实 下 面 我 


们 将 会 看 出 . 

对 于 等 时 区 CO) 的 特性 还 可 以 补充 两 点 首先 СО) 是 严格 凸 的 。 也 就 是 说 
Gt) 的 任何 支 面 P ,只 可 能 与 ССа) 的 边界 交 于 一 点 .假设 这 一 事实 不 成 立 ,那么 , GC4) 
的 边界 必 包 含 一 个 直线 线路 。 设 м 和 x, 不 为 同一 点 ， 而 且 两 者 的 连 线 均 位 于 СО) 的 
边界 上 ， 设 开关 函数 à (г) 和 al 分 别 为 自 两 点 引 至 原点 的 最 速 控 制 ， 到 达 边 界 点 
х= іх + (1 — 4)x, 的 控制 将 是 aG) = ?二 GD) + а — д), (г). ИХ x< хг, 0 
š, (2) = &,G). ВА а.) Ят а, (0) 总 取 值 于 正方 体 的 顶点 或 单位 球 的 边界 ， 
那么 , 必 有 一 个 时 间 间 隔 存 在 ,在 该 时 间 间 隔 里 ш (е) 的 取 值 ,不 在 顶点 或 不 在 球面 上 , 因 
此 чб) 不 是 到 达 边 界 点 的 控制 。 这 与 в 是 СО) 的 边界 点 相 矛 盾 。 由 此 可 知 GG) 
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的 边界 上 的 任何 两 个 点 的 连 线 除 端点 外 均 位 于 GG) 的 内 部 . 这 恰恰 是 Ca) 严格 凸 
的 定义 . 

当 原 点 是 系统 的 终点 时 ， 等 时 区 GC) 的 另 一 个 特性 是 它 GI a 单调 扩张 ， 或 者 说 
GC) BË л 的 增 大 而 连续 增 大 . Ж в >а, H) СС) 完全 位 于 СС) 的 内 部 ， Ф 
有 共同 的 边界 点 。 这 个 特性 几乎 是 “ 常 微 分 方程 的 解 连续 依赖 于 初始 条 件 * 这 个 众所周知 
定理 的 推论 ， 这 一 情况 可 以 用 简单 的 几何 事实 来 加 以 解释 ., Вх, 是 СО) 的 边界 点 ,以 
原点 为 中 心 做 一 个 小 球 S, (图 8.2-2), 如 果 用 x 对 应 的 控制 а, (© 代入 式 (8.2-7), 但 初 
始 条 件 取 小 球 5 内 的 任意 点 x。 那 么 ,， 当 # 一 x 时 小 球 S, 内 的 所 有 点 均 到 达 ,x 附近 的 
小 区 域 S, 内 ,县 x 点 是 它 的 内 点 。 另 一 方面 可 用 可 准 控制 使 原点 到 达 5, 内 的 任何 点 ， 
` S. 越 小 :到达 其 内 各 点 所 需 的 时 间 An 越 小 。 册 此 可 知 对 任何 ДА > 0， 均 有 一 相应 的 小 
球 SCA#)， 其 内 的 任何 点 均 可 用 z + An 的 时 间 自 原点 到 达 , 因此 5 内 的 一 切 点 均 属 
于 Glat Am。 也 就 是 说 CCO) 必 完 全 位 于 C + An) 的 内 部 ,因此 : GG) 是 严格 
扩张 的 。 这 一 事实 的 详细 证 明 请 参看 文献 [51， 了 由 于 这 个 特性 便 可 推 知 自 等 时 区 的 任 一 
边界 点 到 达 原 点 的 控制 式 (8.2-13) 是 最 速 控制 。 根 据 СС) 是 单调 扩张 这 一 事实 又 可 以 
推 知 : 方程 C8.2-1) В x, 到 达 原 点 的 最 速 控制 是 唯一 的 。 其 次 ,如果 可 以 用 某 一 种 控制 
al) 将 六 点 引 至 原点 , ВА, 必 存 在 一 个 (唯一 的 ) 最 速 控制 总 (z) ， 后 者 以 最 短 时 间 将 
х, 引 至 原点 。 这 样 ,我 们 就 得 到 了 关于 最 速 控制 的 存在 和 唯一 性 定理 . 

根据 GG) 的 单调 扩张 特性 也 可 以 推 知 式 (8.2- “12? 中 的 哈密 顿 函数 五 沿 最 速 轨 线 永 
远大 于 零 ， 这 从 几何 意义 来 看 是 十 分 明显 的 . | 

归纳 上 述 讨 论 ,最 速 控制 的 特性 可 简 述 如 下 .' 若 系统 式 (8.2-1) 为 能 控 的 ,最 速 控 制 如 
果 存 在 , 则 必 是 唯一 的 ,对 A 型 限制 它 是 开关 函数 ,对 В 型 限制 它 取 值 于 单位 球 的 表面 ,并 
由 最 速 过 渡 时 间 ”的 等 时 区 的 外 法 向 量 办 所 单一 确定 ;位 于 等 时 区 GO) 边界 上 的 任何 
点 只 能 用 最 速 控制 才能 在 л 时间 内 到 达 原 点 . 

A 型 最 优 控制 函数 每 个 分 量 的 开关 次 数 和 B 型 每 一 分 量 的 变 号 次 数 ,一 般 说 来 ， 与 初 
ВЕНЫ ФО 的 变化 规律 有 关 。 但是, 如果 受 控 对 象 运动 方程 式 内 的 矩阵 4 的 所 
有 特征 根 均 是 实数 ,这 时 它们 的 变 号 次 数 (对 A 型 是 开关 次 数 ) 可 以 确定 下 来 。 确 切 的 答 
案 是 变 号 次 数 不 大 于 п 一 1， 而 且 ， 对 几乎 所 有 的 初始 条 件 变 号 次 数 都 等 于 ”一 1， 变 
号 次 数 小 于 s 一 1 的 一 切 初始 点 的 总 和 在 n 维 空间 中 所 占 的 体 积 等 于 零 .这 一 事实 首 
先 在 文献 [5] 中 给 出 了 说 明 。 这 里 我 们 根据 前 面 的 讨论 来 证 明 。 将 式 (8.2-13a) 展 开 后 有 


Ble) = sign (5: Ф.а). = (82-15) 


EREA 的 所 有 特征 根 均 为 实数 单 根 : tis Ao 55 las ВА, $.) 必 为 下 列 形 式 : 
фа (z) = qia ce м + Ge + ++ В a, ebat, : 《8.2-16) 
Ah a an 均 为 常数 。 当 4 的 特征 根 为 2 时 , 则 :一 4 Eaa 的 特征 根 ,因为 行列 共 
|—4 + ¿E| = |-4+4Е| = (—1)*|Я — АЕ | = 0, 
将 式 (8.2-16) 代 人 式 (8.2-15) 后 有 


CD = >; Pal) bai = сист 4 cue’? + eee + c et, С8.2-17) 
. ' s=L Й ` 


p 
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其 中 сь 为 常量 。 上 式 右 端 每 一 项 都 是 + 的 单调 函数 ， 例 如 当 cy > 0， 一 2 > 0， 则 
cuh 单调 上 升 ; 若 cu > 0, 而 一 < 0， 则 cwe-* 单调 下 降 , 如 此 等 等 。 因 此 , 当 
式 (8.2-17) 之 右 端 只 有 一 项 时 ,4 (?) 不 会 变 号 , 故 加 (1) 也 不 会 变 号 。 当 式 (8.2-17) 之 
右 端 只 有 两 项 时 ， 廊 (z) 只 能 通过 零点 一 次 ; 着 只 有 三 项 , 则 2,00) 最 多 变 号 两 次 ; 以 此 
类 推 , 当 所 有 系数 均 不 为 零 时 ，hi(:) 最 多 变 号 > 一 1 次 , 即 z (0) 最 多 变 号 = 一 工 次 . 
在 上 面 的 讨论 中 曾 假定 us -tts 4。 都 是 单 根 ， 若 其 中 有 重 根 ， 上 述 讨论 依 然 有 效 ， 
因为 此 时 式 C8.2-16) 变 为 | | | 
Ф.С) = аР.) + аР.) 十 … + аР, (#) 3 (8.2-18) 


RIE а SARB PO) 一 《 T) ee 仍然 为 :的 单调 函数 (参看 第 2.7 节 ), 所 以 


前 面 的 讨论 继续 有 效 。 总 之 , 在 这 种 情况 下 ,一 般 来 讲 , 最 速 控制 函数 的 变 号 次 数 比 系统 
的 阶 数 少 1， 或 者 说 ， 最 速 控制 一 般 由 = 段 组 成 (图 8.2-3)， 这 一 事实 后 来 被 称 为 n 段 定 
W БР B 型 控制 也 有 效 . 

在 本 节 的 最 后 ,值得 指出 下 列 事实 : 当 控制 量 u 的 取 值 范 围 不 受 限制 时 , 最 速 控制 
就 完全 没有 意义 ， 此 时 任何 离 原 点 为 有 限 距 离 的 初始 点 x, 均 可 以 在 巨 穷 小 的 时 间 内 被 
引 至 原点 ， 这 从 下 列 事实 中 可 以 看 出 ， 对 a> 0， 等 时 区 GC) Æ ЖП, 519 
关系 式 (8.2-7), 设 只 有 一 个 控制 量 a, Hü ama е 6 = u. s= 0. ШН 


уба) = —< 4 f с“ Ст)ат, Í _ (8.2-7) 


*(t) 


图 8.2-3 
MRH, ARABER MO), м: 
uP — L (G), Б), iml, 2, ran, (8.2-19) 


AH gw G) 为 矩阵 с (фр, (г)) 的 第 i 行 向 量 , m 为 足够 大 的 正 数 , 使 |a) GO | 
<1. 将 式 (8.2-19) 代 人 式 (8.2-77 后 有 
Çe (OF b.) 


yla) 一 一 


sseaeees 


СФ, G) , b.) 
i= 1,2, ---, n. (8.2—20) 
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因为 假设 系统 为 能 控 的 , 故 = 个 函数 Сф:(0), >, i 一 1]，2。… n, REER., KWR 
存在 一 个 非 零 向量 с 使 
Ceb, о). == 0, 
` (Aetb, с) = 0, 
. . (Ab, с) = 6, 
$ :=0 Hj h, 4Ь,, s, Ab. 线性 相关 ,这 与 假定 不 符 . 


Sh) (р), Б), 0), hl = -f TOOLI 


将 „Со, уба), o у) 排 成 矩阵 ， 便 得 到 一 个 格拉 姆 (Стат) 行列 式 ， 从 代数 学 
中 我 们 知道 它 必 大 于 零 , 即 

yu 入 Ya | Chis А) + Кв, ha? 

ya yn °° Уж |— 1 № hò ... <ha „> >0. . \ 


Ув Ув °° yal Lhes №) + * ° Chas hn? , 

BET H s 个 式 (8.2-19) 的 控制 得 到 个 线性 不 相关 的 点 , 改 等 时 区 GG) жя Яу 
性 区 域 , 并 包含 着 原点 。 若 x 的 取 值 不 加 限制 ， GC4》 将 无 限制 地 扩展 , 当 [м | 一 оо 
№, са) 将 包含 整个 相 空间 内 可 控 区 域 的 有 限 部 分 。 由 于 a 是 任意 的 ; 令 a0, 但 
имо, || 一 co， 这 样 相 空 间 可 控 区 内 任何 点 yO 均 可 以 用 任 意 小 的 时 间 到 达 。 换 
” 言 之 ,系统 式 (8.2-1) 自 任意 可 控 点 出 发 ,总 能 以 任意 小 的 时 间 到 达 原 点 . 这 在 实际 问题 中 
是 没有 意义 的 。 这 样 的 讨论 告诉 我 们 ， 若 控 制 量 的 取 值 范围 不 委 限 制 则 所 谓 最 速 控制 既 
没有 实际 意义 ,也 没有 数学 上 的 意义 . 
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实际 工程 中 常 出 现 这 粮 一 类 问题 ， 系 统 的 初始 条 件 是 已 知 的 ， 即 系统 的 初始 误差 只 
能 取 若干 个 有 限 的 值 ， 后 者 在 系统 工作 开始 之 前 可 以 较为 准确 地 测量 出 来 。 这 种 例子 很 
多 ,例如 飞行 器 进入 轨道 的 问题 , 轨道 和 发 射 场地 都 是 预 上 尝 选 定 的 , 这 时 飞行 器 对 轨道 的 
初始 偏差 为 已 知 ， 在 这 类 问题 中 , 尚 初始 内 件 x, 为 已 知 时 , 要 隶 综 合 C 设 计 ) 出 一 个 特定 
的 最 速 控制 函数 志 (z) ,使 系统 的 误差 以 最 快速 度 归 零 . 这 一 节 的 目的 就 是 要 解决 这 
特定 的 最 速 控制 函数 的 设计 . 

在 解决 这 个 问题 之 前 ,让 我 们 先 计 论 另 一 个 与 此 有 密切 联系 的 问题 即 自 面 至 点 的 最 
速 控制 的 综合 . 设 在 相 空 间 内 有 一 个 通过 м 点 的 一 1 工 维 超 平面 P, ф, 是 它 的 外 法 
向 量 (图 8.3-1).， 平面 的 方程 式 是 . ° 


(Фи x, — ж) = > Фао 一 wo) : == 0, (8.3- 1) 


已 知 系统 的 初始 误差 在 平面 P L. _ 设 从 平面 上 的 每 一 个 点 到 达 原 点 都 对 应 自 己 的 最 速 控 
制 函数 。 要 求 找 出 平面 上 的 一 个 离 原点 “最 过 ”的 点 sx 自 此 点 到 达 原点 所 需 最 小 时 间 比 
此 平面 圭 所 有 其 他 点 到 达 原 点 所 需 的 最 小 时 间 还 要 短 ， 形 象 地 说 ， 就 是 要 找 出 自 平面 P 
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到 达 原点 的 “捷径 ”， 利 用 前 节 得 到 的 结果 解决 这 一 问题 是 极其 简单 的 。 

这 个 问题 表面 看 来 似乎 很 复杂 ,因为 这 里 是 “双重 ” 即 速 问题 , 既 要 从 所 有 最 速 控制 中 
找 出 一 个 时 间 最 短 者 。 但 是 ,不 难看 出 ,如 果 利 用 
方程 式 (8.2-6) 那 么 就 会 得 到 一 个 简单 的 等 价 命 
题 : 求 出 式 (8.2-6) 自 原点 至 平面 P 的 最 速 控制 .为 
了 解决 后 一 个 问题 我 们 已 经 有 了 足够 的 知识 .从 
前 节 中 我 们 知道 ,方程 式 (8.2-6) 的 等 时 区 G (7) 
是 单调 扩张 的 。 当 :不断 增 大 时 , G (2) 也 不 断 增 
大 , 必 存 在 这 样 一 个 时 刻 n E GG) 恰好 础 上 
平面 P. 由 于 GG) 是 严格 凸 的 ,所 以 此 时 它 与 
P 只 相遇 在 一 个 孤立 点 上 (图 8.3-1)。 此 时 平 
面 P 自 然 成 为 GO) 的 支 面 , 而 支 面 的 外 法 向 量 
为 已 知 , 它 就 是 如。 上 节 中 我 们 曾 指 出 , 最 速 控 
制 是 由 公式 (8.2-13) 所 单一 确定 的 ,而 式 C8.2-13) 内 的 WEA, ФС) ERDER 


аё = аф, ФОО) = —c 4 — (8.2-10) 


КЕ. змив PO) 所 完全 决定 . 而 这 个 初始 条 件 已 经 给 定 ， 这 就 是 平 
面 P 的 外 法 向 量 加 ， 于 是 式 (8.2-6) 的 自 原点 到 平面 了 的 最 速 控 制 必定 是 


# (фи, г) = sign Сее'ф,, bi), ХА Я, (8.3—2а) 
Š = Сел ЛА b. > _ 
CON г) TE еф, | > > X B 型 限制 ， 《8.3 2b) 


AP i= 1,2,-::, r, @ = eih, 

如 果 仔 细 察 看 上 式 便 会 发现， 这 里 还 有 一 个 未 知 数 一 一 最 速 过 渡 时 间 fi> ERa 
未 找到 之 前 问题 还 不 能 算 完全 解决 . 为 此 不 得 不 求助 于 原 方程 式 (8. 2-1) 和 (83. 2-4). 
x, 为 P 上 到 原点 的 “最 近 ” 点 , 自 x, ЖМЖ ° 


а(фь, г) = 一 sign B'S (г), ЧА, (8.3-За) 

å B$) . _ 
(é, > Га СУТ” 对 8 型 限制 。 (8.3-3b) 

式 中 óG) 是 式 C8.2-1) 的 共 罗 方 程 组 | 
4$ аф, $G) = é, C8.3-4) 


的 解 ， 这 里 的 初始 条 件 Ó, s 1 1 x, ЖЖ, 这 是 与 式 (8， 3-2) 的 一 大 差异 34 £= a 时 按 
式 (8.2-4) 有 


x(G) = ea + an | emt Bahs rdr = о, 
或 
x = -|* г“ Вё(фь» r)dr. (8.35) 
由 于 
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(Xo — Xis é) ==.0, 
й а 满足 方程 式 


(| ABaCh Dar, Ф.) + Сарф) 0, = (8.3-6) 


ВЖ, а 可 以 由 上 式 解 出 , 解 出 а Fi, x, 便 可 以 由 式 (8;3-5) 求 出 ， 这 样 , 自 平 面 了 至 原 
点 的 最 速 控制 函数 就 已 经 找到 了 ,同时 也 已 经 找到 了 自 平 面 P 至 原点 的 “捷径 ”. 

现在 我 们 开始 讨论 本 节 初 提出 的 找 自 给 定点 x。 至 原点 的 最 速 控 制 函数 ， 这 里 介绍 
的 是 一 种 逐步 逼近 法 名 ， 这 个 方法 的 机 理 很 简单 , 设 系统 的 初始 误差 为 已 经 给 定 , 方程 
式 (8.2-6) 自 原点 至 此 点 的 最 速 控制 是 á(dk, 0). 根据 前 节 的 讨论 可 知 , 必 存 在 一 个 非 零 
向 量 $ = 一 "d 使 这 个 最 速 控 制 为 式 (8. 372) 所 唯一 确定 . 未 步 表 近 法 的 目 的 就 是 
找到 这 个 向 量 Фе. 

设 是 自 原点 至 z 点 的 最 速 过 注 时 间 . 那 双 点 必 位 于 等 时 区 cd HARE é, 
是 Go) 的 过 xz 点 支 面 已 的 外 法 向 量 ， ВЕ ж AE GC) ИЖ, В P, 是 СС) 过 
х, 点 的 切面。 此 时 :和 由 于 等 时 区 的 严格 凸 性 , 过 x, 点 的 一 切 平面 , 除 P, 外 均 通 过 等 时 
区 的 内 部 . < Ф. 为 过 x, 点 的 任意 平面 Р, 的 外 法 向 量 ， 因 为 等 时 区 GG) 对 : 是 严 
格 扩张 的 ， 故 自 平面 P, 到 达 原 点 的 最 速 过 渡 时 间 а, ВЕ 


yG) = ~ema || “BC, Tdr, $. = еф, (8.3-7) 


анархия P, 的 最 速 过 渡 时 间 л 必 小 于 w. 或 者 说 由 于 - PB 是 任意 的 , 式 (8.3-7》 
内 之 xÇ) 自 原点 到 达 x, 的 最 速 过 渡 时 间 比 到 达 任何 其 它 Е. хо 的 平面 Р, 的 最 速 
RNA л 为 大 。 于 是 有 基本 关系 式 

n(x) = max баа, $), > | (8.3-8) 


LAZA xos $) 表示 由 向 量 多 类 定 的 过 x 点 的 平面 p, 到 达 不 点 的 最 速 过 渡 时 间 。 
关系 式 (8.3-8) 指 出 了 求 Ф 的 逐步 逼近 方法 。 
对 给 定 的 初始 状态 x, 构造 一 个 函数 [沿用 式 (8 3- 7) 中 的 符号 ]: 
| Е(х,ф) = (—x УФ, Ф) = (aa — y() , mg). (8.3-9) 
由 于 等 时 区 G (:) BERR HARC: 2-87 可 以 知道 Q (2); Ф) АРА, 且 随 
着 * 的 增 大 而 增 大 ,只 要 $ RERE Сх, ф) < 0. 那么 ,把 : 着 成 多 的 函数 CA) 或 
кф), ИЕН СФО 使 得 . 
Р(х $) =0. о | (8.3-10) 
逐步 逼近 法 的 程序 是 这 样 的: 对 于 给 定 的 ж EA hs 只 要 笠 合 条 件 С-х,ф) < 0 
根据 $, 确定 一 个 相应 的 时 间 АСФ) 使 式 (8.3-10) 成 立 , 同 时 也 得 到 了 yG) = 
， 如 果 这 样 找 到 的 y, 恰巧 等 于 .Xo 那么 问题 已 经 解决 ， 但 由 于 $. 猜测 的 成 份 很 大 ， 
一 最 说 来 这 种 情况 是 不 可 能 发 生 阳 这 时 候 把 a 国定 ;考虑 为 $ 的 函数 F(xo, ф), 
这 个 函数 当 $ = $, 时 其 值 为 0。 然 后 利用 第 二 章 所 述 的 最 速 下 降 法 求 记 的 极 小 ， 根 据 
П АОВ аго 


25 = у; ‘Ca, Ф) 一 хи. (8.311) 
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于 是 就 可 以 得 到 F 对 于 者 的 梯度 向 量 . 
令 

$: = ф, Kegrad F = ф, — KQ, — х0), 
或 

$: = $, — Кету, 一 х), (8.3-12) 
式 中 天 是 正 值 常数 或 者 是 多 的 正 值 函 数 。 对 于 固定 的 上， 只 要 适当 地 选取 久 ， 就 可 以 得 
到 

Еф.) < ЕСф,) = 0, 
因此 对 于 Ф, 就 可 以 确定 一 个 相应 的 时 间 СФ.) 使 Е = 0 成立, 而 且 
пф) < ($>. . 

换 句 话说 , A (8.3-9) 所 决定 的 新 的 法 线 方向 , 就 是 使 得 их, Ф) 的 值 上 升 的 方向 。 在 
式 (8.3-127) 中 ,将 л 看 为 Ф, 的 隐 函 数 ,利用 求 隐 函数 微 商 的 法 则 得 


BF _ (ec Ən, ) 
二 一 一 人 一 一 Øj хи + y; 一 0 
ag; da Әф 9) sa + и) = 0, 


i = 1, 2, +++ n. 
м (202, +) o 时 , 解 出 


ди х у) 


А а tr 
an (a, 4) 
这 里 天 值 的 选取 与 逐步 逼近 的 速度 关系 很 大 。 从 公式 〈8.3-127 中 可 以 看 出 , 如 KK 取得 很 
大 , 则 由 Ф, 所 决定 的 平面 P, 可 能 转 至 待 求 平面 P 的 另 一 侧 , 故 天 值 的 选取 应 该 适当 . 
$, 决定 后 ， 同 时 求 得 辟 ， 再 将 其 代入 式 (8.3-7) 中 得 到 уф 的 表达 式 ， 然 后 根据 式 
《8.3-10) 求 出 由 $: 决定 的 CUA 再 由 式 (8.3-7) 求 得 У: = y(n). 如 果 х, = ya H 
АРНЕ 
ф. = ф, — КО’, — м), 
或 者 | 
p; = ф— Ke (у, — жх). (8.3-12') 
以 此 类 推 , 便 可 逐步 求 出 各， 它 就 是 作为 等 时 区 边界 点 x 的 外 法 向 量 。 ТЯ. (8.2-6) 
自 原点 至 给 定点 x, 的 最 速 控制 便 是 
—івпСВ'е фо), ХА 31681), 
úl) = Вте ф, РАТЕ (8.33) 
Ç ет’ 对 了 型 限制 。 
上 面 所 述 求 家 的 方法 中 , 采用 了 道 运动 方程 48.2-6)。 这样 作 在 实际 中 可 能 不 太 方 
便 。 此 时 可 直接 采用 原 方程 式 (8.2-1) 和 (8.2-4). 首先 任意 给 定 d, ШЛЕ Ф, КАХ 
《8.3-3), 解 式 C8.2-1) 得 
X(t) = еж + е | е4 Ва(ф,, тат, (8.313) 


再 由 下 式 求 z КИ n: 


218 ЖЖ Венка 


(xw (z) iG) == 0. — | 《83-14》 
将 代入 式 (8.3-13) 求 出 xG = xt。 这 里 利用 了 下 列 事实 设 СО) 代表 一 切 以 t 
时 间 到 达 原 点 的 始点 的 集合 ，、 克 (2) BB x。 点 到 达 原 点 的 最 速 娄 线 ， 是 过 x, 点 对 
GCh) 的 支 面 的 外 法 向 量 ; 由 前 面 我 们 知道 ， H м 出 发 的 最 速 控制 由 向 量 加 单一 决定 。 
由 定义 可 推 知 , 当 O<; < М. #00) 点 必 也 位 于 G (0): ВЯ. <) 点 也 可 做 
-AE АЛЕНЕ ФО. 根据 前 节 的 讨论 ; ДЖЕЯ, ФС 与 Ф 的 关系 正 
是 Фо = “$, ПЕЖВА(8.2-П p EK 

АЁ 2 —а®, 40 = ó 
的 解 。 故常 称 上 式 为 伴随 方程 , 即 它 伴随 最 速 轨迹 处 处 是 G7(z) 上 过 点 #60) 的 支 面 
的 外 法 向 量 ， 现 任 取 一 向 量 . 办 , ЗЕН С8.3-ЗУЊ ИНИНИ ah г). 由 办 决定 的 平 
EE G (6) 的 过 点 x 的 支 面 ， 因 此 ahs) ЖН x, 点 至 原点 的 最 速 控 制 。 将 xE 
成 x, = х + (ж— x)， 代 入 式 (8.3-13) 后 有 
ХО) = etx + =“ [| Васф). + (m, — ж). 

у= п xC) = e^( 2—2). а Е 2.5 节 DACT, 


х(2)) 一 0， 这 就 是 上 面 式 (8.3-147) 的 由 来 。 显然 , 当 Ф, = ó, 时 , 式 (8.3-147 的 根 r 为 
BAE. Q с “$, = фи, xG) = хф, !)、 此 时 式 《8.3-14) 可 改写 成 


Е = (х(фь, t), ó) = 0.  (83-14) 

ЖЕЎ +: 的 偏 导数 

OF _ OF ðn , OF _ да | ах, ғ) 

84: = эһ Bp Эф’ ду’. — Әд, — 2, s в) t aG, a) = 0, 
出 此 得 i .. 
| Эа _ —xri(@:, t) 2 `ç 

9%; ( хбфл) $ s) 
dt ИС 

或 


grad 一 — pis), Фу ә 
dx) рү. | 
( 2ч ‚ Ф) xG). 


上 面 利用 了 关系 式 Č 2- (aC, P) $) = C). H $ 是 外 法 向 量 , К (200, +) 


<0,. FANZIN 应 取 
ф: = p + Кх(и), ` 
或 | 
ф, = ф, + КСхо — жи) = it Ке EOP | (8.3-15) 
AHK 为 某 一 正常 数 ， 需要 用 试探 法 确定 . | 
无 论 以 逆 运 动 方程 式 或 者 用 原始 运动 方程 式 为 基础 去 逐步 逼近 求解 最 速 控制 ， 都 可 
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以 用 数字 机 或 模拟 机 来 进行 。 只 要 在 程序 中 排出 系统 运动 方程 式 和 共 轿 方程 式 ， 最 优 控 
制 的 形成 规律 , 以 式 C8.3-10) 作 为 逐步 焉 近 的 根据 去 求 出 a， 然 后 改变 初始 条 件 办， 使 
п <, ЗА, 除 上 述 最 速 下 降 法 外 ,还 可 以 用 第 二 章 中 介绍 过 的 共 固 梯度 法 或 其 
CHENE, | 
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在 控制 技术 中 常 遇 到 另外 一 类 问题 , 即 系统 的 终点 状态 往往 不 是 原点 ,而 是 相 空 间 的 
某 一 个 区 域 ， 可 以 举 下 面 几 个 例子 来 说 明 这 类 问题 的 实际 音义。 如果 一 个 何 服 系统 允许 
有 终点 误差 ， 但 这 个 误差 不 能 大 于 某 个 值 s. 这 时 人 允许 的 终点 误差 范围 可 以 看 作 是 在 相 
空间 内 以 原点 为 中 心 而 半径 为 s 的 球体 ,如 图 8. 人 -1 所 示 . 此 时 对 控制 的 要 求 是 以 最 短 的 
时 间 自 初始 状态 x, 到 达 s 球 上 的 某 一 点 ， 

再 例如 ,在 某 一 设备 中 需要 用 四 个 电机 并 联 做 为 大 型 起 重 机 的 动力 ,控制 装置 要 求 保 
证 四 个 电机 的 转速 完全 相等 ,使 工件 不 至 于 因 电机 的 转速 不 同 而 翻转 ,并 且 保 证 四 个 电机 
的 功率 平均 分 配 ,如 果 o, oox оз 和 o, 是 四 个 电机 的 旋转 速度 ,上 述 要 求 就 是 o, 一 oz 一 
ws 一 ol。 此 外 还 可 能 要 求 它们 严格 同步 , 即 三 个 转角 恒 等 ， 如 果 每 个 电机 的 运动 方程 是 
三 阶 , ВА, 等 速 等 角 条 件 便 在 9 维 相 空间 内 决定 一 个 三 维 的 超 平面 ,控制 装置 的 任务 就 
是 将 任何 初始 速度 和 角度 偏差 引导 至 这 个 三 维 超 平面 上 去 上 

又 例如 探 空 火箭 的 控制 问题 。 假 如 要 求 火 箭 达 到 某 一 指定 高 度 时 获得 预定 的 速度 ， 
控制 量 是 发 动机 的 推力 ， 如 果 火 箭 的 运动 方程 式 是 = 阶 ,那么 ,上 述 条 件 便 在 相 空 间 内 确 
定 一 个 ”一 2 维 超 平面 ， 类 似 的 工程 技术 上 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 。 这 一 节 我 们 将 讨论 
自 点 至 区 域 的 最 速 控 制 问题 . | 

如 果 系统 预定 的 终端 状态 是 一 个 =” 一 1 维 超 平面 ， 自 给 定点 到 达 这 一 超 平面 的 最 束 
控制 的 求解 方法 在 前 节 内 已 经 讨论 过 ,这 里 不 再 重复 ,这 里 我 们 讨论 另外 一 种 较为 普遍 的 
情况 . 设 可 允许 的 系统 的 终点 状态 在 相 空 间 内 构成 一 个 凸 性 区 域 92， 它 的 边界 是 逐 段 光 
滑 的 ,而 且 ,一般 讲 来 , 它 不 一 定 包含 原点 。 区 域 8 由 下 列 一 组 不 等 式 所 确定 : 

Ель ма xs) = g(x) E01=1,2,..*,1,. (8.4-1) 

为 了 书写 方便 ,我 们 以 后 用 gCx) 和 0 这 个 不 等 式 来 代表 式 (8.4-1) 的 全 体 (图 8.4-2). 在 


X2 


Xo 


8.4-1 图 8.4-2 
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相 空间 内 给 定 一 个 点 x 它 是 系统 的 初始 误差 或 初始 状态 .要 求 找 出 一 个 控制 函数 
и), FERRE м 出 发 ， 以 最 短 时 间 到 达 区 域 02、 系统 的 运动 方程 式 依 然 是 式 
(8.2-1), 寻常 系数 线性 系统 。 对 控制 量 的 限制 条 件 可 以 是 前 面 讨论 过 的 两 种 情况 中 的 任 
一 种 。 这 两 种 情况 我 们 将 同时 研究 ,因为 从 分 析 理 论 来 看 它们 没有 本 质 上 的 差别 。 

做 为 最 速 控制 设计 的 理论 基础 ,我 们 将 利用 等 时 区 的 概念 5.4, 用 它 做 一 个 桥梁 ,导出 
需要 的 设计 方法 .一 切 用 可 准 榨 制 在 工时 间 内 能 够 到 达 终 点 区 域 2 的 初始 点 的 全 体 记 为 
С(@, Т), 称 为 2 的 等 时 区 。 如果 受 控 对 象 运动 的 方程 式 是 完全 能 控 的 ,重复 第 8.2 节 中 
.的 讨论 可 知 ,: GCO, Т) 是 一 个 凸 的 = 维 区 域 。 由 于 式 《8.2-17 的 通 解 的 线性 特点 , 若 两 个 
Я n х, ВИ GCQ, 7) ,那么 此 两 点 的 连 线 上 的 任 一 点 均 可 以 在 工 的 时 间 内 到 达 О. 
更 进一步 ;当归 为 目 性 区 域 时 ，C(@, T) 必 为 严格 凸 。 即 ССО, T) 的 表面 不 可 能 包含 
任何 长 度 大 于 零 的 直线 。 后 面 这 一 事实 可 用 王 列 方法 去 证 明 : 设 x, 为 等 时 区 G, T) 
的 边界 点 ;那么 : 必 有 TIÄ az Zo Zy 属于 的 边界 5,. 写 为 65, ”和 存在 一 个 控制 函数 
Wl)» 使 -.， | 


E = е4Тж, 十 ере a " - -(8.4-2)) 


因为 Go, T) 是 一 个 二 维 凸 性 区 域 ， 故 过 Xo 点 可 以 做 一 支 面 Р, 局 者 的 外 法 向 量 是 
$. 它 使 下 列 不 等 式 成 立 : 2. И 
(hos x); 之 Ф; х), i | . (8.4-3) 
式 中 x 为 68, Т) .内 的 任意 点 ， 将 上 式 展 开 后 有 o i 
-a (do е6 — f “Ваа ) > (+ = sary — í вико), 


Ah a AA RRRS z€ S. hF x 是 任意 的 , 故 也 是 任意 的 、 因此 ,上 
述 不 等 式 可 改写 为 


| (- -* J| ваша) 一 сеф, Bal) yde. | 
> (+. (= — в) 一 í “Вада, o 


ЖУРН ВЕ LRR E x, 至 z 的 控制 wO 应 清 足 条 件 [限制 条 件 式 (8.0-1)] 

`. ` G) = —sign (Bre 468), ` (8. 4-4a) 
或 者 [限制 条 件 式 (8.0-2)] Е 
B'e- iid 


wli = вр (8.4-4b) 
换言之 ,上 面 式 (8.4-4a) 对 应 4 型 限制 ,而 (8.4-4b) 对 应 了 型 限制 条 件 ， 这 里 我 们 得 到 了 
与 前 节 自 点 至 点 最 速 控制 的 类 似 形式 。 


AIh ССО. T) 的 单调 扩张 性 这 一 概念 对 我 们 很 重要 ， 因为 条 件 式 C8.4-3) 仅仅 是 
最 速 控 制 的 必要 条 件 ,因此 ,一 切 最 速 控 制 只 能 具有 式 (8.4-4a) 和 (C8.4-4b) 的 形式 .但 是 
一 般 说 来 ;一切 具有 此 种 形式 的 控制 却 不 一 定 都 是 最 速 控制 当然; 如 果 通 过 分 析 后 确信 
只 有 一 个 具有 式 (8.4-4) 形 式 的 将 x。 引 至 2 的 控制 ,那么 , 它 当然 是 最 速 控制 了 。 有 时 这 
种 控制 有 很 多 个 ,那么 ,就 需要 从 一 切 满足 条 件 式 (8.4-4) 的 控制 中 选 出 过 渡 时 间 最 短 者 . 
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这 样 问题 就 变 得 比较 复杂 。 只 有 在 等 时 区 С(0,Т) 是 单调 严格 扩张 时 (对 Т), 一 切 式 
(8.4-4) 形 的 控制 函数 都 是 将 G, Т) 的 边界 点 x。 引 至 8 的 控制 , 因此 它 必 是 最 速 控 
制 。 这 时 式 (8.4-4a) 和 (8.4-4b) 既 是 最 速 控制 的 必要 条 件 也 是 最 速 控 制 的 充分 条 件 。 由 
于 等 时 区 的 连续 性 和 凸 性 ,可 以 推 知 , 最 速 控 制 如 果 存 在 的 话 , 则 必 是 唯一 的 ， 于 是 , 当 等 
时 区 ССО, T) 单调 扩张 时 ,设计 问题 就 简单 得 多 了 .只 要 能 找到 一 个 满足 条 件 式 (8:4-4) 
的 控制 , 它 必 是 唯 -~ 的 , 且 一 定 是 最 速 控制 . | 
既然 等 时 区 的 单调 扩张 性 这 样 重要 ,这 里 需要 指出 等 时 区 单调 扩张 的 两 个 充分 条 件 . 
设 z 是 0 的 边界 S$ 上 的 任 一 点 ，grad g(z) Ei zA 5 的 支 面 的 外 法 向 量 ， ER S ERY 
每 一 点 z 均 能 找到 一 个 控制 向 量 we VU 《 它 不 取 值 于 的 边界 ), 使 下 列 两 式 之 一 成 立 ， 
(—grad #(2), Az + Ви) > 0, (8.4-5) 
Az + Ва = 0, (8.4-6) 
那么 ,等 时 区 G, Т) 对 了 单调 扩张 . 
条 件 式 (8.4-5) 和 《8.4-62 的 几何 意义 是 极其 明显 的 。 如 果 终 点 状态 0， 控制 量 值 域 
0 满足 条 件 式 (8.4-6), 那么 ,2 的 边界 3 上 的 任何 点 ,都 可 以 成 为 系统 的 平衡 点 .根据 第 
8.2 节 的 讨论 可 知 ,此 时 z 的 等 时 区 G(z, T) 是 单调 扩张 的 , 故 ССО, T) 对 了 单调 扩张 . 
另 一 方面 , 若 2 和 UU 满 足 条 件 式 (8.4-5), 则 2 内 必 有 系统 的 平衡 点 , 即 看 在 a), 使 xa) 
自 边界 s 上 的 任 一 点 出 发 ,将 永远 停留 在 旭 内 ,而 不 会 第 出 界外 .于 是 , 当 T,> T, 时 必 
有 ССО, Т)СС(0, T), Имя ССО, T) 的 边界 点 ， tw(t) ЕН х 至 2,60 的 某 
一 控制 ， 且 аСТ) = u 满足 条 件 式 (8.4-5)， 根 据 常 微分 方程 的 解 对 初始 条 件 的 连续 依 
МЕ, x, 附近 必 存 在 一 个 以 x, 为 中 心 的 小 球 ,其 中 的 每 一 点 都 可 以 用 aC) 51E z 附 
近 的 球体 SCze, 5) 之 中 , 5 为 小 球 的 半径 .再 根据 条 件 式 (8.4-57 可 知 ， 离 2 的 边界 3 足够 
近 的 点 均 能 用 某 一 控制 引 至 8， 这 是 因为 式 (8.4-5) 不 等 式 的 左 端 函数 对 z 和 -a 是 连续 : 
№. РЯ, x, 足够 近 的 一 切 点 都 能 用 某 一 控制 在 T + AT 的 时 间 内 引 至 О, 这 就 说 
明了 G(O, T) 对 工 是 单调 扩张 的 。 这 两 个 充分 条 忻 的 严格 证 明 可 参看 文献 [5]. 
介绍 了 单调 性 条 件 后 ,我 们 继续 研究 最 速 控制 规律 式 (8.4-4)， 下 面 的 讨论 总 是 假定 
等 时 区 是 单调 扩张 的 ， 当然 这 不 是 一 个 完全 必要 的 条 件 ， 在 这 个 条 件 不 满足 时 ， 下 面 所 介 
绍 的 计算 方法 仍然 可 以 使 用 ， 但 在 使 用 时 必须 要 做 其 他 辅助 狂 的 检验 计算 . 可 以 看 出 ， 式 
(8.4- -4) 的 右 端 eh, 是 式 (8.2-1) 的 共 恩 方程 式 


和 аф, 40-4, | x (8.4-7) 


的 解 。 由 此 可 知 , 自 GCO,T) 边界 上 的 任何 点 x, 在 工时 间 内 到 达 2 的 控制 (O 525 
вен аб), 

再 研究 z 与 ó, 的 关系 .我 们 知道 , 若 ó, 是 CO, T) 过 x, 点 的 支 面 的 外 法 向 
量 ,那么 , 式 (8.4-7) 的 解 Ф) 在 п 二 工时 刻 的 向 量 ФС) 是 等 时 区 GCQ,a) 过 aG), 
#0) = wn， 点 支 面 的 外 法 向 量 . М a= 0 BJ, ССО, 0) 一 2， 而 r, = ФСТ) 是 
ССО, 0) 即 2 过 z, = ЖТ) 点 支 面 的 外 法 向 量 ， 从 这 里 可 以 看 出 一 个 重要 事实 ， 若 在 


= 点 上 , R (8.4-1) 中 的 函数 gCz》 为 光滑 ,而 梯度 向 量 gradg (2) laen = (88，…， 
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1... Msia Wu 
' сф = =- -a grad rs f (8.4-8) 
式 中 < AR-ERR. 换言之 ,向 量 Ф зва grad gC) ， PEBE, B= €. 4-8) 
Fuad g. S | 
$, = веет grad а). o К 

Аа А НИ Cr) 的 终点 =, 所 唯一 确定 、 从 而 ， ial CD 也 为 
а АВЕ ЭЧЕ. 

ЖЁН =. Ж. = 的 最 束 控 制 为 式 (3. +42) RÈ (8. 4-4), 那么 。 ca, T) DA 为 严格 
mn. 读者 不 难 证 明 ， Æ x, Ж x, 位 于 С(0, T) 的 边界 ， 那么 ,二 者 连 线 上 的 任何 点 x, 均 
位 于 са, T) 的 内 部 ， 证 明 过 程 几乎 完全 重复 党 8.2 节 中 有 关 的 讨论 ， 

”现在 着 手 解决 本 节 初 提出 的 自给 定点 x 至 9 的 最 速 控制 问题 为 此 我 们 研究 式 
G. 2- ПЕН: 


Е 2 лува Е | | Е В (84-10) 
зажег | | а: 
хо сы EG 2) = —sign (Bre4" нн), 对 4 型 限制 ， . (8.4-112) 
Bre 4% _ : ч 
=, =): -- Пв" ОИ 5 зани. Се Све) 
манки пою о КИ 
E Cu эб) = eh "Вас ле. т ‚ (8.412). 


MOTE x 能 找到 一 个 点 z, № У, во 通过 х, 点 ， 那么 ， ,和 应 的 aC, z) E 
是 yG) ECET x 的 最 速 控制 。 | 
i ËXTKuñom : x ева, 我 们 还 采用 尿 步 通 逝 法， хв Р 
求 出 ,Bra 下 一 )。 做 为 式 (8.4-102 和 (8.4- вж, . 
l 7 FG, ж) = (а — УС, =), е“ № grad (=), о Q 4-13) 
Ф = 一 到。 并 设 所 选择 的 z. 使 (z 一 mo grad gG) > 0. ЖАК. 4-3) 不 难 证 
ВВ, FO) 是 单调 递减 函数 ,在 菜 一 ma 时 ，F 一 0， HAR (8. ay F 二 o RREA 
定 * 的 最 小 根 a. HT yG, z) 的 特有 性 质 ， 满足 (и) 一 0 的 y(4) 必 位 于 等 时 区 
Glo, 的 边界 上 ,而 向 量 ¿Zn grag(Ca》 是 过 Yn) 点 等 时 区 支 面 的 外 法 向 量 . 条件. 
人 ЕСА 31) == (an, 一 了 Ch =.) е“ grad. 8(F1)) =) 《8.4-147 
BUREEE х, — YC z:) 和 е grad g(z) EZ. 由 于 等 时 区 6(0, Т) Eh 
的 县 严格 扩张 的 ,只 有 当 Ó, = 2 grad g(a) = d, WA 为 等 时 区 GCO, Т) 过 xo К 
的 外 法 向 量 办 .时 , 式 (8. 4-14) + = 7 为 最 大 。 或 者 说 ;对 一 切 基于 $ 的 向 量 é. Вт 
确定 的 …: | o, 
F= ~ — Jis z)». é) = = 0 `, 
的 根 С вит т. 因此 ， 决定 最 速 控制 的 初始 点 265 ВЗА | 
Тож) 一 тах Кх 2), | (8:4-15)- 
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AP (хо, =) 为 方程 式 48.4-142 的 根 ,当然 它 也 是 x, 和 初始 点 z 的 连续 函数 。 

现在 我 们 用 逐步 逼近 法 求 式 (8.4-15) z 一 z К. 2006, ERAH zesS, WE 
函数 e(z) RH grad glz), RAA (8.4-4), 得 到 最 速 控 制 и, =). BK aG, z.) К 
A. (8.4-12) 解 出 yG, z); 然后 构成 函数 FC, z), REF = 0 WR (== ЖИ 
УС, z) = x, ВА, ЕН або 便 已 经 找到 了 。 如 果 Yh, 2) x, WERE 
他 的 点 z, E УС, 2) 更 通 近 于 x 点 。 z; 的 选择 可 按 下 列 方法 进行 : 记 ef^ grad 
#2) = ф., WE 

FCs, $.) = (х, 一 Cn $), $) > 0, | : (8.4-16) 

式 中 $, 为 等 时 区 С(0, л) 过 убал, 办) 点 的 外 法 向 量 ， 求 对 各 分 量 p 的 篇 导数 ， 
并 利用 关系 式 


5. (УС, Ф), $) = уба, ф,) 
则 得 到 | | 
grad д 一 (ee $o Ф) Ау (m — y(a, $D). C8.4-17) 


вт (Zé, ф,) > 0， 帮 上 式 内 向 量 gada 只 有 在 x= yG $) HAB. A 


此 ,做 为 第 二 步 逼 近 , 可 取 
$: = Ф 十 Kgrad f, = ë, + K(xo 一 AGE Ф), 
其 中 $, = e grad (в). ЕНЕ 46 后 有 


еф, = grad g(z,) = grad (21) + Куе (ж, — уба, Ф,)). (8.4-18) | 
上 式 右 端 第 二 项 为 已 知 向 量 ,而 第 一 项 中 的 z, 也 为 已 知 , 故 z, 可 从 下 式 内 求 出 : 
g(z) = 0, ака? — Ee + Khiln). (8.4-19) 


这 里 ka) 为 向 量 г" (ж, — уба, Ф)) 的 第 ;个 分 量 。 用 z, 和 grad (=) RAA 
《8.4-]0) 和 《8.4-11), 求 出 yG,z,) ,再 从 式 (8.4-14) 内 求 出 s. WP O 22) x xw, R 
者 | — УСь, zz) 仍 为 足够 大 时 ,上 述 程序 可 继续 进行 。 这 样 , 经 过 数 步 后 , 计算 过 程 
将 较为 迅速 地 向 z, 收敛 。 
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前 面 几 节 内 讨论 的 是 自给 定点 至 原点 或 至 给 定 区 域 的 最 速 控制 函数 的 求解 方法 ， 正 

如 前 面 曾 指 出 的 那样 ,这 种 设计 方法 只 适用 于 宰 始 决 态 为 已 知 的 一 次 使 用 的 控制 系统 .如 

果 系 统 的 初始 状态 是 任意 的 ,而 控制 装置 的 任务 是 要 对 系统 任意 的 初始 状态 x 自动 算出 
最 速 控 他 函数 uCx)。 若 将 这 一 函数 代入 式 (8.2-1)， 使 其 变 为 自治 系统 

SE = Ax + Bula), —_ | (8.5-1) 

无 论 初始 状态 为 何 , 式 (8.5-1) 的 解 总 是 自 初始 条 件 x 至 原点 或 给 4 定 终点 区 域 的 最 束 轨 

迹 ， 换 名 话说 ,设计 最 速 控制 装置 的 任务 是 找 出 一 个 * 维 向 量 函 数 a(x) 一 ala) 
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wx))， 并 在 技术 上 实现 它 ， а EER 
HEI 00,0800 а(х) 的 取 值 必须 满足 限制 条 件 ЕЦ. 
WEE, 本 章 第 一 节 内 介绍 过 的 布 绍 的 方法 正 是 解决 控制 装置 综合 的 方法 . 那里 借助 
相 平 面 的 图 解 工具 找 出 了 这 个 最 速 控制 函数 mCx)。 在 本 节 内 ,我 们 希望 建立 一 个 普遍 的 
方法 , 使 其 不 仅 适用 于 二 阶 系 绒 , 而 且 适 用 于 高 阶 系统 ,不 用 纯粹 图 解法 , 而 采用 解析 方 : 
法 ., 初 看 起 来 ;前面 几 节 内 的 讨论 似乎 可 以 应 用 到 控制 装置 综合 中 来 ,只 要 对 可 能 出 现 的 
各 种 初始 误差 x、 求 出 相应 的 最 速 控制 函数 就 可 以 了 。 其 实 , 回 题 完 全 不 是 这 样 . 首先 ， 
对 绝 大 多 数 系统 (特别 是 伺服 系统 ) 来 说 ,可 能 的 初始 条 件 不 是 几 个 或 几 十 个 ， 而 是 整个 
n 维 区 域 ,要 想 对 每 一 个 点 都 进行 计算 是 不 可 能 的 ， 退 一步 讲 ,即便 每 一 个 初始 状态 所 对 
应 的 最 速 控 制 函 数 都 已 经 找到 ,也 难以 在 一 个 简单 的 电 的 或 机 械 的 装置 里 实现 。 因 此 ,前 
几 节 内 的 方法 ， 不 太 适 合 于 解决 控制 装置 的 综合 间 题 . 设计 最 速 控制 装置 , 必须 另 找 出 路 . 
为 了 讨论 上 的 方便 ， 我 人 ] 假 定 受 控 系统 的 可 允许 的 终点 状态 不 是 一 个 点 ， 而 是 一 个 
区 域 9， 若 2 只 包含 一 个 孤立 点 ， 例 如 原点 ， 那 么 ， 就 变 为 至 原点 的 最 速 控制 了 .我 们 
还 假定 区 域 @ 和 控制 量 的 取 值 区 域 尽 满足 下 列 条 件 : a) 8 的 等 时 区 是 单调 扩张 的 ， 当 
тэ о 时 ,等 时 区 与 可 控 区 MM 重合 。 以 后 的 综合 问题 都 将 只 在 可 控 区 MM 内 讨论 ; @ 系 
统 是 非 焙 化 的 ;3) 榨 制 量 的 取 值 限 制 属于 4 型 ( 见 前 节 ), 即 |a | < 1, ;一 1， 2, 056". 
根据 式 (8.4-4a) 可 知 ,在 上 述 假定 下 最 速 控 制 函 数 的 每 一 个 分 量 u 在 每 ”个 时 t 
HE 十 1 或 一 1, 且 任 何 最 速 轨迹 不 可 能 有 自 交 点 、 因 此 ,最 速 控 制 的 综合 问题 可 以 归结 
хна ш 把 可 控 区 分 成 两 个 部 分 M7 和 Му, 使 ш Е М; 中 取 十 1, 在 Mpi 
. № М: 表示 Mi ММ; 的 公共 边界 。 下 面 将 看 到 ，M'I BRZA” 一 1 维 超 曲 
ета us 的 开关 曲面， 人 则 最 速 控制 的 综 
合 函数 可 以 写成 | 
І +1, # x€ M}, 
u(x) = { eM (8.5-2) 
在 最 速 轨道 上 控制 分 量 Wi(#) 的 变 号 时 刻 所 对 应 的 系统 状态 x 称 为 w, 的 开关 点 。 这 样 ， 
. 右 果 对 每 一 个 控制 分 量 的 上 述 取 值 区 域 都 划分 完 后 ， 最 速 控制 函数 的 综合 问题 也 就 得 到 
了 解决 ，、 
设 x 为 可 控 区 M 内 的 任意 点 , 且 x 不 属于 0, Hx 至 0 的 最 速 过 渡 时 间 为 Т, WB 
x 至 2 的 最 速 控制 是 (参看 式 (8.4-11a)3 
a(z) = sign (— Ве“ Пра g(2)), 
其 中 为 闪 的 边界 5 上 的 某 一 个 点 ， 当 上 一 0 时 有 
u(x) w —sign (B'e2"T grad g(2)), ` G$. 5-3) 
根据 前 节 的 讨论 可 知 ， x 点 是 等 时 区 GT) 的 边界 点 ,而 且 Ф = сәй (ж) 是 过 
x 点 的 GCO TIRANE. 5 b ЕВ: 列 向 量 , 当 外 法 向 量 与 b, 的 数量 积 
为 负 时 ，xe ME; 5 ó УЬ, 的 数量 积 为 正 时 xe Му; 数量 积 为 零 时 xe M°, 4 x 为 可 
控 区 内 任意 点 而 属于 开关 曲面 M° if, 则 x 必 满 足下 列 方程 组 : 


x= eiT (z + f e B sign (B'e 4“ grad #(=) 4:, ) 
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(grad g(2), Ч Э) 一 0， 
#(2) = 0. (8.5-4) 
现 让 了 在 [0, oo] 内 变化 , 则 可 以 找到 u 的 开关 曲面 的 参数 表达 式 为 


x = е7 (z + | еВ sign (Br e": grad 8(=)) ds) 


(grad #(2), e“b;) = 0, . 

Еж) = 0. (8.5-5) 
上 面 共有 # + 2 个 方程 式 ,独立 变数 只 有 # 一 1. 自 第 一 式 内 消 掉 两 个 自由 变量 后 , 它 
就 变 成 了 含有 一 工 个 自由 变量 的 开关 曲面 参数 表达 式 . 当 ” = 2 时 ， 即 受 控 对 象 的 方 
程式 是 二 阶 时 ,应 用 表达 式 (8.5-57 可 以 很 方便 地 求 出 开关 曲线 。 这样, 在 第 8.1 节 内 布 绍 
曾 研 究 过 的 一 些 特例 中 均 可 用 这 个 参数 表达 式 导出 开关 曲线 . 

若 终点 区 域 2 只 包含 一 个 点 x, F (x 可 以 不 是 原点 , 但 满足 等 时 区 单调 扩张 的 条 

件 ), 上 列 参 数 表达 式 可 写 为 


t 
x = (а + Í e“: B sign (B ep ds y, : 
0 : . 


Chs eb) = 0, | 
iel = 1, 0 < / < оо, | (8.5-6) 
于 是 ,我 们 就 得 到 了 求 开 关 曲 面 的 一 种 普遍 方法 ， 
现在 再 介绍 另 一 种 综合 方法 。 这 个 方法 是 以 等 时 区 的 一 些 几何 特性 为 依据 的 ， 设 可 
控 区 M 内 任 一 点 x ВА О 的 最 速 过 渡 时 间 是 T(x)、 由 于 最 速 控制 的 唯一 性 可 知 # 元 函 
数 T) 是 非 负 的 单 值 函数 , 它 只 在 8 上 等 于 零 .可 以 证 明 , 函 数 T) 在 可 控 区 内 除 在 
诸 开 关 了 曲面 Му, i 二 1, 2，…… ,+， 上 的 点 外 , 在 其 他 点 上 都 是 可 微 函数 外, 当 T, 为 大 于 ` 
零 的 常数 时 ,方程式 Т(х) = To 决定 一 个 4 一 1 维 的 封闭 曲面 , 它 正 是 等 时 区 GC, То) 
的 边界 曲面 。 因 此 grad Т(х)|т-т, 是 等 时 区 ССО, T) 的 过 边界 点 x 的 外 法 向 量 。 根 据 
式 (8,4-4a) 知 ,此 时 最 速 控制 必 为 
u(x) = —sign (Br grad Т(х)), . (8.5-7) 
А х 
u (x) = 一 Sign (grad Т (х), Б). (8.5-7') 
Не, ВЕЖ ННВ ТАЈА К 了 (xz)， 那 么 ， 最 速 控制 函数 的 综合 问题 就 按 式 
(8.5-7) 完全 解决 。 如 何 求 出 函数 T) 8? 从 物理 概念 可 以 推 知 , 如 果 T) 是 可 微 
函数 ,那么 ,了 对 时 间 z 的 全 导数 应 恒 等 于 一 41， 于 是 可 以 写 出 方程 式 
dT _ ҳу ӘТ 41 
d: fi Or: dt 
式 中 а 是 最 速 控制 函数 ,因此 , 它 的 每 个 分 量 只 取 +1, JEA (8.5-8) 是 关于 了 的 一 阶 
偏 微分 方程 , 它 的 边界 条 件 是 在 8 的 边界 S 上 为 零 , 即 
T(x)|s = 0. (8.5-9) 
方程 式 C8.5-8》 和 (8.5- ?联合 起 来 便 得 到 偏 和 分 方程 中 的 柯 西 问题 ， 它 的 求解 方法 可 按 
下 列 方法 进行 : 


= (grad T(x), Ax + Bë) = —1, (8.5-8) 
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欲 从 式 C8.5-8) 求 解 T(x) 必须 先 确定 а КЯЕ. 根据 最 可 控制 的 特点 ， 在 名 的 边界 
8 上 的 冀 的 值 可 以 完全 确定 , 即 


å = —sign (В: prad (z)); . г (8.s—-10)' 


式 中 = 5 ЕКА. НАЗ (grdz(a), b) 中 0, i 一 1,2，:…，f， 将 曲面 3 分 为 2 
个 不 相 重合 的 部 分 So So …， Sr。 在 每 一 个 S 上 ёбх) 的 值 由 式 C8.5-10) 完 全 确定 . 
于 是 柯 西 问题 ИН 
и (grad T (x), Ax + В sign (—grad g(z))) = —1, (8.5-11) 
Т(х) 15 = 0 | Е 
有 唯一 解 再 将 此 解 то) Н 5 沿 方 程 组 
dx 
z” — Ax 一 Bà f 
мн + 增加 的 方向 延 拓 ， РРР і, 使 -- 
(grad Т(х), b;) = 0 75. (8.512) 
为 止 , 然 后 以 Сатай T(x), b) = 0 所 确定 的 曲面 为 定 解 曲面 ,再 解 方程 式 
(grad T(x), Ах + B&,) = 一 1， 
其 中 а. 与 式 (8.5-11) 中 的 控制 只 差 第 ; 个 分 量 的 符号 . 式 (8.5-12) 所 确定 的 曲面 就 是 
FERE M》 的 一 部 分 .这 样 继续 进行 便 可 以 求 出 全 部 T). 
总 结 上 述 讨 论 ， 用 相 空 间 坐标 表示 的 最 速 控制 为 式 (8. =), 而 关于 жэзеата 
М 由 方程 式 i 


(раа 740), b) =O: W (05-13) 


Вне. EREE ТЕНИ» Е, хв, wakkwauaesnin 
нот Wix. 


‚нуу к ганына, ны 


po 85-1) 


图 8.5-1 


FOS и T (8.5-14) 


输入 作用 为 rE) 一 ре, 引入 座 标 y. у 52. -», „ко- Жо Ta = z; 38 
么 , 受 控 对象 的 误差 方程 组 可 写 为 | 
dx, = dx, = ГА z u _ 
. = э 4. и! | = 1. Ea . А (8.5 а» 


设 终点 状态 0 为 以 原点 为 中 心 ,以 P 为 半径 的 加 ， 它 由 不 等 式 


sar — тие лич 


= 一 m-re 
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gleron) = x: х2 — р 0 (8.5-16) 
所 确定 。 不 难 检验 , ЖА. 5-15 НН Е АНУ ТА, ОН НИКЕ faj — А x =] 
以 用 可 准 控制 引 至 2， 其 次 , 若 2 二 1 时 , 8 的 等 时 区 GC, T) 为 单调 扩张 。 因 为 此 时 
单调 性 条 件 式 (8.4~5) 得 到 满足 ， 因 此 不 等 式 

(grad р(х), Ах + фи) = 2х1х, + 2хи > 0 

总 可 以 成 立 ,注意 到 jal] < 1, RER 2r > 22x: 即 可 .由 于 grad g(x) = ож, 2х3), 
СТЕ E FIDEL ЕЕ и = 一 1， 在 下 半圆 周 上 и= +1, 将 此 值 代入 式 48.5-112 后 ， 
对 上 半 平 面 有 偏 微分 方程 | 


дх, ôx: 
ТС x2) | 1+1 -75 = 0, (8.5-17) 
解 上 述 柯 西 问题 得 


геа реза) 20-а 2) (8.518) 


ЕР ТАБАК. и 的 开关 曲面 为 方程 式 êT 一 0 所 确定 ,如 图 8.5-2 


所 示 . 于 是 ,整个 相 平面 被 两 个 斜 对 称 曲 线 M° 和 
圆 局 分 为 两 个 部 分 M+ 和 M, 最 速 控制 函数 可 
写 为 下 列 形式 : 
+1, # x€ Mt, 

ибх, х2) = у 若 x€ M`. (8.5-19) 
按 此 式 所 构成 的 最 速 控制 系统 的 方块 图 示 于 图 
8.5-1 rH. 车 中 的 最 速 控制 器 的 作用 是 实现 冰 数 
式 (8.5-19)。 这 个 系统 对 任何 200) = g, + gu 类 
型 的 输入 作用 ，g 和 g， 为 任意 常数 ,从 任何 初始 图 8.5-2 
状态 出 发 , 均 以 最 短 时 间 使 误差 x,, х, 趋向 贺 О. ЖЯ, що 一 0 时 ,表达 式 (8.5-18) 
就 变 为 自任 何 点 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 函 数 ， 由 此 求 出 的 最 速 控 制式 (8.5-19) 就 变 为 自 
任意 点 至 原点 的 最 速 控 制 了 。 
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前 面 几 节 内 的 讨论 中 ， 我 们 总 假定 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 线性 常 系数 的 ， 这 一 个 
假定 只 是 为 了 讨论 时 方便 ,而 不 是 问题 的 本 质 所 需要 的 ， 相 反 ,前 面 几 地 内 的 一 切 讨论 均 
适用 于 变 系数 系统 ,只 要 在 各 公式 中 做 适当 的 变化 就 行 了 20。 变 系数 系统 在 实际 工程 中 
十 分 常见 。 例 如 ,飞机 的 控制 ,火箭 弹道 的 控制 都 要 处 理 变 系数 方程 组 。 因 此， 我 们 在 本 
节 内 将 扼要 地 讨论 当 方 程式 是 变 系数 时 ,如 何 改变 前 面 几 节 内 的 讨论 ,使 之 适用 于 这 种 情 
8. 

研究 方程 式 
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al) EE t a) EOE +L... + адк = u, (8.6-1) 

А . | аг" аі" . 
或 者 方 程 组 

х = Alx + Ви. = (8.6-2) 


AR AG) 2Jn X МН, 其 元 素 a; G) 为 时 间 t 的 连续 函数 ; BC) Ha x r 阶 长 方 
IERE, 其 诸 元 素 b; CGO 也 是 时 间 z 的 连续 函数 、 象 过 去 曾 指出 过 的 那样 , 方程 式 C8.6-1》 
总 可 以 化 成 一 阶 方 程 组 《8.6-27。 所 以 我 们 以 后 只 4 研究 后 者 。 设 和 矩阵 ФС, 1) 是 方程 组 
《8.6-2) 的 齐 次 方程 的 解 

= 4000, Olis to) = E. (8.6-3) 
AH E ХНА. RII OC) 为 式 (8.6-37 的 基本 解 矩 阵 ， 利 用 8@， 式 (8.6-2) 的 
通 解 可 以 写成 


x(t) 一 Dli t) (= + Í Ф-Кь, r)BCr)aCe)ar J, (8.6-4) 


这 里 х 为 系统 的 初始 状态 ， 与 式 (3.2-4) 比 较 即 可 看 出 , 如 果 用 ФО, г) 代替 е“ 后 ， 
式 (8.6-47) 与 (8.2-42) 类 似 ， 唯 一 的 区 别 是 积分 下 界 不 同 , 这 是 变 系数 系统 的 重要 特点 , 即 
初始 运动 的 时 间 x 必须 给 定 , 否 则 初始 条 件 无 意义 。 f 

至 于 对 控制 量 а 的 限制 条 件 依然 假定 为 第 8.5 节 内 的 4 型 和 B 型 两 种 , 设 终点 状态 
为 原点 。 在 时 刻 开始 运动 ,在 十 T 时 刻 能 到 达 原 点 的 初始 点 的 全 体 称 为 关于 原点 
的 了 等 时 区 ,用 符号 G, (T) 表示 .如 果 系 统 式 《8.6-~27 为 完全 能 控 的 系统 , 那么 ,重复 第 
8.2 节 内 的 讨论 , 可 以 证 明 , 4 T> 0 时，Gi,《(T)》 为 # 维 凸 性 区 域 ， 系 统 的 完全 能 控 条 
件 这 里 变 为 每 组 向 量 : bO) = 6700 BPG), к= 2,3, +t, п, 在 任何 时 刻 为 线性 不 


6, BOG) = AGBP) 十 一 L BDG), 这 个 条 件 一 般 是 难以 检查 的 , 但 是 在 实践 


ао ИОН «(р 是 什么 函数 ,系统 都 
完全 能 控 的 ， 因 此 ,对 一 般 工 程 系统 这 个 条 件 总 是 能 满足 的 . 
对 于 满足 完全 能 控 条 件 的 系统 。 如 果 控制 量 受 4 型 限制 。 则 任何 最 速 控制 也 必 是 开 
关 深 制 .利用 第 8.2 节 内 的 证 明 方法 可 以 算出 自 x, 点 到 达 原点 的 最 速 控 制 为 
sign (B'O), F a E. 4 В, 
ål, ф) = 4 BOBU (8.6-5) 
577678 Жавзий, 
这 里 $4 是 下 列 方程 的 解 ; 
| Ф оф = Ф. (8.6-6) 


é 是 等 时 区 G, (T) ихата ж 的 支 面 的 外 法 向 量 ， 

”下 于 最 速 控制 是 式 (3.6-5) 型 函数 , 故 可 推 知 等 时 区 Gu(7) 是 严格 凸 的 并 且 对 了 单 
МУЖ. 自 它 的 任何 边界 点 x。 到 达 原 点 的 最 速 过 渡 时 间 是 7 ;最 速 控 制 按 式 (8.6-5) 由 
x, 点 的 外 法 向 量 加 单一 确定 ,因此 最 速 控制 是 唯一 的 ,这 些 性 质 可 以 用 类 似 于 第 8.2 节 
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的 方法 证 明 . 

设 系统 的 初始 条 件 是 x。， 初 始 运 动 时 刻 是 o WERE x, 至 原点 的 最 速 控 制 的 
逐步 逼近 公式 ， 过 x, 作 一 任意 平面 P。 其 外 法 向 量 是 办， 自 该 平面 到 达 原 点 的 最 速 
控制 必 为 式 (8.6-5), 其 中 Alr) = —ф, СИ 8.6-1). 15 x, 为 平面 P, 上 离 原点 的 “最 近 
点 ”, 且 自 此 点 至 原点 的 最 速 过 渡 时 间 为 a, WA, 在 x2 
t= x + + НИНА 

(æla), COCs h + А) фа) 


= (x(a), $0)) = 0. (8.6-7) . * 
”这 里 利用 了 这 样 一 个 事实 : (P 2) t ЕЛ хо N 
=, (8.6-6) ERRE, Мм d =d 时 , К "N, 
(8.6-7 ) ЖЖ НЕМ 
ф, = ф, + К ртайг, 0 x 
= ф, + КФ" Chs n + а)х(), (8.6-8) 图 8.6-1 


式 中 天 为 某 一 正常 数 。 将 一 加 做 为 式 (8.6-6) 的 新 的 初始 条 件 , 再 按 式 《8.6-5) 构成 新 的 
控制 函数 a(z, 罗 )， 并 代 人 式 (8.6~4) 解 出 运动 轨迹 为 


х(:, Ф) = PCtos t + ғ) [= + [о (а, т) Ва(т, dar), 


ВАЛА (8.6-7) 求 新 根 上 ， 依 此 类 推 ， 数 步 后 即 可 求 出 自 x, 到 达 原 点 的 最 速 控制 
ё(:, $). ` 
自给 定点 至 平面 或 自给 定点 至 区 域 8 的 逐步 求解 方法 与 第 8.5 节 内 的 讨论 基本 相 
同 , 只 须 将 各 式 中 的 基本 解 矩 阵 按 下 列 关 系 置 换 后 即 可 继续 使 用 : 
e” — Crs 2), 
eTA > D Ct, 2) = Ct, в), 
е» Chs t) 
et [Фе 22]! = Ct, to). 

对 变 系数 系统 最 速 控制 装置 的 综合 (设计 ) 要 比 前 节 所 述 方法 更 为 复杂 ， 但 原理 都 是 
一 样 的 。 变 系数 系统 的 最 速 控制 装置 综合 的 任务 是 找 出 一 个 4 + 1 元 函数 а, х), 
其 代入 式 C8.6-2) 后 , 方程 式 以 任何 初始 条 件 和 初始 时 刻 开始 运动 都 能 以 最 短 时 间 到 达 终 
点 状态 ， 最 速 控 制 系 统 的 运动 方程 式 将 为 


和 Alx + В(ра(ь, x), (8.6-9) 


AH àG, x) = GG, х), 5, 0,0, zx))， 它 的 每 一 个 分 量 均 满 足 给 定 的 限制 条 件 4 
ВВ. 
设 控制 量 受 4 型 限制 , 试 讨论 最 速 控制 函数 абе, x) 的 求解 方法 ， 系 统 的 终点 状态 
设 为 凸 性 区 域 2， 它 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 : 
gi(X) < 0. i= 1,2, 7 (8.6-10) 
g (x) =0, i= 1,2, >, т, 决定 8 的 边界 5. 假定 这 些 函 数 在 S 上 足够 光滑 ,梯度 向 
B grad gi:(x》 人 处 处 不 为 零 向 量 。 和 前 节 一 样 ,用 符号 8(х) 代表 gi:《x》 的 全 体 ， 用 G, 
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(9, T) 表示 了 时刻 开始 运动 而 在 а + T 时 能 到 达 2 的 一 切 初 始点 的 集合 。 称 为 工 等 时 
К. 与 常 系数 系统 类 似 ， 等 时 区 音调 扩张 的 完 分 条 梓 是 : 对 任何 ЖЁ5 和 2 存在 
"с. 后 者 不 在 U 的 顶点 取信 5 目 使 ` ` 
(gradg(z), 4 (2: + ве. < 0， | D 72 68.6-На) 
А( + дав) = 0. (8.6-11b) 
Жах ВЖЕ: n 十 1 维 空间 Rr 内 的 点 ; Ф МО) 是 以 n. 时 刻 出 起 并 能 到 达 
9 的 一 切 点 的 全 体 ， 我 们 称 它 为 关于 s 的 可 控 区 。 当 а, (9, T) AWP KH, G, 
(0, oo) MCA) 相 重 合 。 称 一 切 МО, 0 < 一 -ooy 的 总 和 为 蛮 系 数 系统 在 Ran 内 
的 可 控 区 , Ям жж. 按 定义 , 自 M 中 的 一 场 点 : Gs, x) 均 能 用 某 一 可 准 候 制 在 存 限时 间 
内 到 达 &，、 以 后 最 速 控制 函数 а, x) 的 综合 (设计 ) 将 在 M 内 进行 .重复 前 而 的 讨论 , 可 
以 证 明 , 一 切 自 "G.(9, T) 的 边界 点 CG, х) ATRAN O 的 控制 只 能 是 最 速 控 制 , 后 
者 的 每 一 个 分 量 必 是 开关 函数 (对 4 型 限制 )。 因此, 对 有 最速 控制 备 数 的 综 仿 冯 题 可 归结 
为 对 每 一 控制 分 量 ws， 在 Ren 内 的 可 控 区 汉中 分 为 两 个 部 分 M+ 和 Мг, 使 ` 
+1, Ж (x, D) € Mİ, 


aCe x) - Uu # (х) € MT (8.6-12) 

或 者 在 = 维 空间 中 的 M(D 内 | | 
| | .. У +1, Æ xe M (0), : авз) 
` и, x) Cr Ж хє М; (О. с 


在 Rai 内 MH 和 М; 的 共同 边界 是 一 个 = MERAT M, Э а, 的 开关 侧面 而 在 
к, 内 МНО 和 M7C) 的 共同 边界 MYz) EE n ~ 一 工 维 超 曲面 ,后 者 在 相 空 但 内 将 随时 
间 的 变化 而 连续 变动 . 这 是 与 党 系数 系统 的 开关 曲面 所 不 同 之 处 ， 在 那里 开关 曲面 是 与 
时 间 无 关 的 固定 超 曲面 . 
由 于 等 时 区 的 凸 性 和 单调 扩张 性 ,因此 自 久 内 的 任 一 点 (:, x) 到 达 Q 的 最 速 控制 是 
唯一 的 ， 它 由 下 式 所 确定 ; | | 
åk) = —sign СВ" + T, 1) grad &(=)), 6. 6-14) 
RETHA (а, х) 到 达 0 的 最 速 过 渡 时 间 ，z 396 Q b s БНА. ВИН 
是 初始 状态 和 初始 时 间 * 的 连续 函数 , 写 为 Ta). HEA TG, x) = T, В, 内 
所 确定 的 起 曲面 正 是 等 时 区 G, (0, T) 的 边界 S, (Q, т). BASC, T) 上 的 过 
点 < 的 外 法 向 量 与 bC) HARDEN, жє M7; 反之 。 当 外 法 向 量 与 Б.д) 的 内 
积 为 负 时 。xe MHO. М, s(e, т) 的 一 切 边界 点 上 , 最速 控制 可 以 确定 出 来: 
G, x) = {+ , в 4,0, bG) 一 0， 
> Æ (@(x, 1), bG > 0. 
Aih $l, х) 为 5,00, T) anaE WREN TG, x) 是 可 微 的 ， 那么 ,由 


等 时 区 的 音调 性 可 知 ,向 量 〈 2 工 ，3Z。.…，2Z) 的 方向 与 5(9, т) 的 外 法 向 量 óG, 
х) 方向 相同 , 即 


(8.6-15) 


©. Brada ТС, x) = alt, ж), . . (86-16) 
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式 中 a> 0, 为 一 常数 ， 再 根据 最 速 控 制 的 特性 式 《8.6-14) 知 ,每 一 个 向 量 $G, x) А 
对 应 如 的 边界 5 上 的 一 个 点 z, 使 . 

ФС, x) = O(t, £ + T(t, х)) grad (2). (8.6-17) 
TĒ, 6,98, Т) 的 边界 SQ, T) 可 用 下 列 参 数 方程 组 表达 出 来 : 


x= P+ T, D) Ё + | eG + T, SBC) sign (В*(5)Фт(5 £ 
+ T) grad z(z))a:] , g(z) = 0.. | (8.6-18) 


而 š 的 * 一 1 维 开 关 曲 面 的 参数 表达 式 为 
x= @G: + T, z+ Рес, 2)В Cs) sign (B*(s)0 Gs, £ + T) grad g(2))ds, 


(DCi, z + T) grad glz), bC) = 0, 
#02) = 0, 0 < T < eo, (8.6-19) 
当 2 只 含 一 个 孤立 点 加 时 , 式 (8.6-19) 变 为 


х 一 B+ T, tx, + ес, 1)В (з) sign (В"(5)Ф"(;, £ + Т)ф)а:, 


(@'G, z + T)é, Bl) = 0, Е м. 
Ibl =1, о<т<®. = | (8.6-20) 
前 述 式 《8.6-197 KRET mz х) 在 Mi 和 М; 内 的 值 , 而 在 开关 曲面 M}》 上 的 值 
尚未 确定 。 但 是 , 当 最 速 运动 轨 线 过 到 .MI 使 2 变 号 并 穿 过 开关 曲面 时 , 2 Æ M? 上 
的 取 值 无 需 单独 确定 。 不 能 排除 最 速 轨 线 的 一 段 或 全 部 位 于 М? 上 的 情况 ,这 时 o 在 
м} 上 的 取 值 就 必须 预先 求 出 .容易 证 明 这 时 š; 的 取 值 可 按 下 式 确定 : 
+1, 着 -F (Фое + T) grad g(z), БО), < 0, 


66 х) = d er , L TA. .. (8.6-21) 
一 1， 若 z CD(t, s + T) grad e(z), в (2) [=> 0. 


如 果 > (@rG,s + T) grad (2), в, <) |. = 0 时 ,可 继续 取 对 * 的 二 次 导数 ,而 z C, 


x) 的 取 值 规律 依然 可 以 按 式 (8.6-217 决 定 ， 因 此 ,利用 参数 式 \8.6-197 可 以 求 出 变 系数 
线性 系统 的 开关 曲面 МК». 
Я 设 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 


Se ‚+ (1+ е7), 
dt 


dr 

ағ. 
系统 的 终点 状态 设 为 原点 . 显然 ， 系统 是 完全 可 控 的 , 根据 式 (8 6-20), 在 相 平面 上 开关 
曲线 的 参数 表达 式 为 

х = | OCs, В ($) sign (B's) O's, t 十 т)ф)а:, 


(Plet Т)ф, Ь,(:)) = 0, . ... . 
jidi] = 1, 0 < T < оо, . , (8.6-23) . 


一 —x + (1 + e“), |u| <1, Jul < (8.6-22) 
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式 中 
cos (т — £) іа (т —' z) ) 
sin (r — £) cos(z г) /° ` 


PCr r) = (® 


解 式 (8.6-23) 之 第 二 式 有 i 
Ф, = +(cosT, — sin T), 
ф. = +(sin T, cos T). 
于 是 ,开关 曲线 上 的 点 由 下 列 参数 式 表示 : | 


x= Í (7 ы sin T) (signcosr )a + edr, 
° sin T cos Т! `—sign бат 


在 区 间 Z< T<? + Lx 内 积分 上 式 ， 


(= ta) cosas 


(2n + 1) + e~ 5 e 1+ sina — cosa — e 
х = . ‘9 l | | . (8.6-24) 
— et > eT + 1 — cosa — sine 一 ЕР) ina 
i=l 


式 中 右 端 之 gc 一 工 一 二 x。 将 式 (8.6-24) 画 在 相 平面 上 ， 便 得 到 图 8.6-2 所 示 之 开关 曲 


R. 开关 曲线 Мо m : ; 的 增加 而 连续 变化 。 а MXC0) 的 位 置 连续 变 至 Meo) 处 ,如 
虚线 所 示 。 设 系统 自 х0) 点 出 发 在 上 时 刻 与 МК) 上 之 4 点 相 届 ;于 是 и) 变 号 . 
然后 , 行 至 了 点 又 与 开关 曲线 MO 相遇 ，m(?) 又 变 号 ， 此 后 xG) 沿 最 速 轨 线 进 至 原 
”点 . BA uO 的 变 号 次 数 与 初始 条 件 有 关 , 这 与 第 8.1 节 内 的 常 系数 情况 相同 . 

再 讨论 另 一 个 综合 方法 НВА TG, xz: 的 方法 ， 按 式 (3.6-157 
和 《8.6-16) 所 示 之 关系 可 知 
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' +1, Æ (grad, T(t, х), ВК) < 0, 
260) = Lr 车 (grads Те, ж), b(2) > 0. 
现在 的 问题 是 如 何 求 出 函数 ，7(z，x7。 
设 xG) 是 式 (8.6-2) 的 某 一 解 ,由 恒等式 
ТОС + £), x(, + 0) = Та, x(&)) — t 
可 知 最 速 过 渡 时 间 函 数 满足 下 列 一 阶 线性 偏 微 分 方程 : 
+ (grade ТО, x), Ад + B(08G;, х)) = —1, (8.6-26) 
上 式 的 边界 条 件 是 ,在 人 的 边界 5 上 有 
TG, x)|s = 0, (8.6-27) 
这 里 又 得 到 一 个 柯 西 问题 ,求解 的 方法 完全 与 前 节 常 系数 的 情况 相同 ,只 是 变 元 增加 了 一 
个 :. 求解 的 次 序 依 然 是 将 曲面 5 分 成 区 域 5000), i= 1, 2,.……, 2'， 每 一 区 域 上 的 最 
速 控制 由 式 (8.6-25) 所 唯一 确定 ,而 S$ 上 的 梯度 向 量 grad, T | s = grad g(x). WAAMA 
PERE, 即 可 在 全 空间 内 求 出 T(x, 1). 于 是 最 速 控制 函数 а(х, г) 就 可 以 按 式 
(8.6-25) 完 全 确定 . 


(8.6-25) 


8.7” 非 线性 系统 综合 举例 


至 今 我 们 讨论 过 的 综合 问题 中 受 控 对 象 的 运动 方程 式 均 假 定 是 线性 的 ， 前 面 已 经 君 
到 ,利用 等 时 区 的 概念 可 以 顺利 地 解决 最 速 控制 的 综合 问题 ， 但 是 ,在 实际 问题 中 常常 会 
遇 到 一 些 典 型 的 非 线性 系统 , 即 受 控 对 象 的 运动 方程 式 不 是 式 (8.2-17 或 (8.6-2) 型 的 ,而 
控制 量 和 受 控 量 往往 以 非 线性 形式 出 现在 运动 方程 式 右 端 .一 般 可 写成 下 列 形 式 : 


dr = 1(х.› Xas `° 5 Xa} Uis °° 8.) 
dt 
d<, . 
Pr = Є X23 ` ` ° Xs) щу °° 5 tr) . (8.7-1) 
或 写成 向 量 方程 式 : 
ах = Ќа, а). 


ЕНЕ а ZAAR 型 限制 . 

对 非 线性 系统 的 分 析 和 综合 要 比 线性 系统 困难 得 多 。 但 是 对 某 些 接 近 线性 的 非 线性 
系统 ， 即 所 谓 拟 线性 系统 则 可 以 利用 线性 系统 所 使 用 的 办 法 去 综合 。 本 节 内 将 详细 讨论 
一 个 在 工程 问题 中 比较 典型 的 非 线性 系统 的 实例 。 通 过 对 这 一 系统 的 综合 来 看 看 应 如 何 
处 理 这 类 问题 . 

首先 让 我 们 研究 一 下 式 (8.7-1) 的 最 速 控 制 a) 应 该 满足 什么 条 件 2， 设 函数 F 对 
每 一 分 量 x, 具有 连续 一 阶 偏 导数 ，z(z) 和 а@ 分 别 为 自 初始 状态 x, 至 原点 的 最 速 


1) 以 下 的 讨论 是 极 大 值 原理 一 一 最 速 控制 必要 条 件 的 简要 说 朋 。 详 细 的 讨论 和 证 朋 请 参看 第 九 章 及 所 引文 献 . 
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轨迹 和 控制 函数 ， 令 控制 量 .zy 不 变 , 而 将 初始 条 件 x; 做 微小 变化 вуь € 为 一 小 的 正 
常数 ，e > 0，y。 УЖИНЕ. 利用 轨道 摄 动 法 可 以 求 出 以 x, 十 ey, 为 
起 点 ,以 iO 为 控制 的 方程 式 (8. 7-1) 的 解 的 主要 部 分 古 #0) + r 8000), 其 中 yG) 是 下 
列 摄 动 方程 式 的 解 : 


© = AY У(0) = yo; 
, 
40 = (LEO. 20) | (8.7-2) 


AH AO 是 n хз ИУ. АЖЕОЩЕМ &(0) 在 r= 处 做 微小 的 改动 ,用 以 观察 
жайа #G) -所 发 生 的 变化 ， 令 

. ë (z); # ¿< els . 

: 10 = `y aca, (8.7-3) 

PE s= a < ¿< + ИИА Я —ТНЕ ое U, 而 在 此 区 间 以 外 

的 一 切 时 间 上 最 速 控制 函数 不 做 任何 变化 ; 定义 式 《3.7-=3) 中 的 7 是 任 一 正常 数 , e 为 某 

一 足够 小 的 正 数 ， 显 然 , 在 <<, 一 el 区间 内 最 速 轨 线 *(#) 没有 变化 ,而 在 * el < 
三 :区间 内 轨 线 发 生 了 变化 ,这 个 变化 量 的 主要 部 分 是 ely. 


©, e ~ RG абд) = ely + обе), 


式 中 Yo SARC а) — FC), #5), HRE а) 的 每 一 个 分 最 在 论 个 小 区 间 内 是 
连续 的 . 令 а г) RACS. 7-2) 的 基本 解 矩阵 ， Pest) = Е. Р, wa) HARE 
了 的 轨 线 是 , | | 
х0) = po. 1<;— el, | 
żle) + #1) + 0(е), z > ç, 
式 中 
У = Ф(:, 1). 
由 于 УС) Я y, 的 线性 函数 ,而 x0) 又 是 es УС) 的 线性 函数 ， 不 难 理解 ; 当 ! 
固定 且 足够 小 时 , 一 切 式 《8.7-3) 型 的 榨 制 函数 所 对 应 的 雪线 终点 构成 一 个 凸 性 锥 体 ， 
而 且 过 aG) 点 可 以 做 一 个 支 面 P， 使 一 切 变动 了 的 轨 线 端点 x(x 位 于 此 支 面 的 
一 侧 , 设 é, 为 此 支 面 的 外 法 向 量 , 于 是 有 = t 
(h, r) < < 0, 
将 Ia) 之 表达 式 代 人 上 式 后 有 
- `` $, ФС, =) GEOP о) 一 Као), 00) < 0; 
R. 
P's, gs #0405), @6:))) => (Ф"(3; ъф. К), o) 
aT [@'(a, Эф, 68.7-2) А, 


олово (7) 


юм, ` RER B IT U KHE, s BEEE, 0<;< 4。 因 此 上 述 不 等 式 的 含义 为 
H = ($6), FRE), Ф600) = max ($), Е), e). ` (8.7-5) 
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AP H = (éG), f(x, и)), HARTMAN БЕДНА -DRRR RAE 
式 C8.7-4) 的 关系 显然 是 


OF _ 4х; _, 

90, дг fi(x, и), 
ЭН dag . 

дх; dt ` 


归纳 上 述 ,得 到 式 (8.7-1) 最 速 控制 的 必要 条 件 是 存在 一 个 非 零 连续 向 量 函数 900), 沿 最 
速 轨 线 上 的 每 一 时 刻 o 最 速 控制 або) 使 哈密 顿 函数 五 获 极 大 值 。 此 外 ,可 以 证 明 ,党 
最 速 轨 线 H > 0， 而 且 等 于 常数 ， 下 面 我 们 就 利用 这 个 定理 去 解决 一 个 非 线性 最 速 控 制 
系统 的 综合 问题 | | n 

现 讨论 带 有 电机 放大 器 的 电力 拖 动 j 
系统 c9， 如 图 8.7-1 所 示 。 图 内 左边 加 
到 电机 放大 器 控制 绕组 上 的 电压 w E 
对 拖 动 系统 的 主要 控制 量 ， 加 到 右边 直 


流 电机 激 磁 绕 阻 上 的 电压 w 可 以 看 成 | 
是 第 二 个 控制 量 。 通 常 在 这 类 系统 中 取 “A 


u 为 常 值 电 压 ， 实 际 上 , 若 将 激 磁 电压 х 
u 看 成 为 控制 量 , 而 在 控制 过 程 中 按 需 
要 去 变化 它 的 电 平 , 那 么 , 拖 动 系统 的 性 图 871 
能 可 以 提高 ， 这 一 点 通过 下 面 的 分 析 可 以 看 出 。 令 z 表示 电机 输 出 的 转角 , o 为 电机 旋 
R, e е 为 电视 放大 器 的 输出 电压 ，# 和 b A ESERLAR ALADE 00. 于 是 
受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 
dx 
de 
dw 


— = ahe + wi, 


dt 


= (0, 


de . i D° 
а. = — Ве + pis 
di, 
dt 
di 
dt 
式 中 e, В, y> s 均 为 正常 数 ,为 系统 结构 参数 所 确定 。 为 了 容易 掌握 综合 方法 的 实质 ,我 


们 假定 两 个 绕 阻 的 时 间 常 数 T= о T, = 二 和 电机 放大 器 的 时 间 常 数 Т, = — 均 很 


小 , 从 而 把 式 (8.7-67 的 五 个 方程 式 化 简 为 一 个 二 阶 系 统 。 于 是 综合 问题 即 可 以 在 相 平 面 
上 进行 . 
设 控制 系统 的 任务 是 位 置 随 动 ， 即 跟随 输入 作用 zG) = 4 = const, 引进 误差 座 标 


z, = Á —х, x; = а = — 005 м: == e, и == i, 后 ,方程 组 (8.7-6) 可 化 简 为 


= -yi 十 YU 


= — Ef, + Ez, | (8.7-6) 
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dx, 

dt 

可 以 看 到 这 是 一 个 非 线性 系统 . 因此 线性 综合 方法 这 里 不 能 应 用 ， 但 是 必要 条 件 式 

《8.7-5) 却 是 适用 的 .控制 量 w 受到 控制 电源 的 电压 限制 ,而 除 受到 电源 电压 限制 外 ， 

还 需 保 证 家 流 电 机 不 因 激 磁 电 流 太 小 而 发 生 “ 飞散" 现象 ， 即 转速 大 大 而 失去 控制 ， 因 而 
m 的 下 端 要 受到 限制 ， 这 些 限制 条 件 可 写成 (适当 选择 受 控 量 的 单位 ) 


一 — их, — вии, (8.7-7) 


|a] < 1, 0 < ¿L< u, < 1, . (8.7-8) 
АІЖ, НАМ НАС 7-7 А 
dh 0 
dt , | 
Mb 一 —Ф + иф. (8.7-9) 
г. аг 
然后 再 构成 哈密 顿 函 数 

HCx, ф, и) = фах, 十 hur 一 oum). (8.7-10) 


解 方程 组 C8.7-9) 有 


Е ple) = о == const, I . 
p (D = el | gn — | pye Ni az] . ` ` (8.7-11) 
° . | 


由 上 式 的 结构 可 以 看 出 ，w:(z) 右 端 的 两 项 都 是 上 的 单调 函数 , 故 ФС) 最 多 变 号 一 次 ， 
再 根据 极 值 条 件 式 (8.7-57 和 (8.7-10) 之 右 端 可 知 ,由 于 w; > 0， 所 以 最 速 控制 之 一 是 

m (z) 一 一 sign ple); (8.7-12) 
为 了 找到 另 一 个 最 速 控制 函数 ¿(O 的 形式 ,将 哈密 顿 函数 改写 成 下 列 形式 : 


Н(х, $, а) = pix: + h = (m r) + амі). 


4х: 
最 速 控制 2,00) 应 使 上 式 获 极 大 值 。 现 分 别 研究 两 种 情况 : 
C1) 设 $@ < 0, 此 时 太一 1。 在 上 半 平 面 内 х,>0, à 应 取 最 大 值 + 1. 在 
下 半 平 面 内 х < 0 处 ,最 速 控制 2, 的 表达 式 为 . 


1, 


> l, 
2х; = is 


~ (8.7-13) 


4, 


(2) +0 > 0, а = 一 I。 于 是 在 上 半 平 面 内 "x > 0 处 有 


1. ` # -= >l, 5 
І 2х, 3 
o g 
а= 0, ЖАЄ 2.61, 
2х3 2х. 
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lan #*# “<... (8.7-14) 


2х, 

在 下 半 平 面 内 rn < 0, 2, = 1, , 

显然 ,一 般 来 讲 , 每 一 个 a 均 由 两 段 组 成 , 因为 当 Фо 和 ww 不 均 为 零 时 9.0 
不 可 能 恒 为 零 , 故 (0) 必 为 开关 函数 . 另 一 个 控制 4,00) 一 般 是 由 四 段 组 成 ,在 其 中 的 
一 段 内 , 它 连 续 地 取 从 7 到 1 的 所 有 值 。 在 最 后 一 段 2,00) АЖ +1, 否则 在 最 速 轨 线 的 
终点 ,( 这 里 x 0, х, = 0) 险 密 顿 函 数 玉 [参看 式 (8.7~10)] 不 可 能 达 最 大 值 。 其 次 ,在 
原点 附近 只 有 两 条 可 能 的 最 速 控制 遂 向 原点 , 一 条 来 自 下 半 平 面 , 另 一 条 来 自 上 半 平 面 . 
在 图 8.7-3 中 用 L+ 和 L 表示 这 两 条 线 . 显然 ,在 L 上 asl 在 Lt E = 
+1; 在 这 些 线 上 办 均 取 极 大 值 ;而 这 些 线 上 的 每 一 点 必 同 时 为 QG) 的 开关 点 ， 

总 结 前 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 相 平 面 上 的 最 速 控制 函数 的 取 值 区 域 。 整个 相 平 面 被 开 
ЗЕНН L+ 和 工 ” 划 分 为 两 半 , 每 半 平 面 内 又 被 丙 条 直线 51, S, 和 S, S; 分 为 三 部 分 . 
以 左 半 平面 为 例 ， 在 直线 S, FE 4 = — l, 4 = +l; 在 5 和 S, 的 中 间 2 = —1, 


m= У 在 Lt Ta S, НМ à — —1, amh # Lt k aml, à= +L, 在 
右 半 面 上 的 最 速 控制 的 值 域 划分 完全 类 似 . 


设 系统 的 初始 误差 x, 点 位 于 第 一 象限 ， 则 最 速 过 程 和 最 速 控制 函 数 随时 间 的 变化 
规律 如 图 8.7-2 所 示 . 这样, 最 速 控制 函数 的 综合 问题 就 完全 解决 了 。 我 们 看 到 ,虽然 极 


图 8.7-2 图 8.7-3 


值 条 件 式 C8.7-5) 只 是 最 速 控制 的 必要 条 件 , 但 对 某 些 具体 非 线性 系统 则 可 以 提供 解决 综 
合 问题 的 是 够 知识 。 当 然 ,一 般 来 讲 ,这 个 条 件 是 不 够 的 . 
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前 面 我 们 详细 地 讨论 了 特定 最 速 控制 函数 的 求法 和 最 速 控制 系统 的 综合 方法 但 是 
系统 的 设计 工作 尚未 最 后 完成 .因为 设计 工作 要 求 技术 设计 者 按 求 得 的 函数 形式 做 成 控 
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制 装置 ; 用 机 械 的 , 电 的 方法 在 实际 系统 中 实现 这 些 控制 规律 ， 当然, 在 原理 上 它们 是 可 
以 实现 的 ， 因 为 现代 计算 技术 已 给 我 们 提供 了 充分 条 件 去 实现 任何 复杂 的 ， 已 知 的 函数 
形式 。 如 果 控 制 系统 是 一 次 作用 的 ,而 最 速 控制 函数 只 有 一 个 向 量 落 数 aG) 时 , 它 的 技 
末 实 现在 找 术 上 是 毫 无 困难 的 。 如 果 它 的 每 一 个 分 量 都 是 开关 函数 ,那么 ,可 用 时 间 程序 
闭 置 夫 实 殉 刍 次 开关 动作 ,或 者 用 7 ARR ERRET. | 

… 当 猴 制 系统 的 初始 误差 座 标 不 能 预先 测 出 时 ;就 需要 设计 出 一 个 自动 控制 装置 ,该 装 
午 根 据 每 一 解 闻 测 得 的 误差 座 标 ， 按 给 定 的 沙 数 规律 去 算出 最 束 控 制 函 数 的 取 值 ， 这 就 
涉 是 一 个 简单 的 程序 装置 或 者 简单 的 函数 产生 器 所 能 实现 了 的 事 ， 特 别 是 当 受 控 对 象 的 
运动 方程 式 的 价 次 较 高 时 , 欲 实现 r 个 = 元 函数 , 只 靠 计算 机 的 存 近 器 是 很 不 经 济 的 , 其 
至 现 有 的 大 型 计算 机 的 数据 存 贮 能 力 都 将 无 能 为 力 . 因此 必须 找 出 其 他 途径 来 完成 最 过 
控制 盘 数 的 技术 实现 . 
“一 个 普遍 可 行 的 办 法 是 用 简单 的 函数 去 逼近 最 速 控 制 规律 .实际 工程 问题 的 物理 特 
点 给 这 种 通 近 方 疙 提供 了 有 利 的 条 件 ， 每 一 个 受 控 系统 的 初始 误差 值 总 不 可 能 是 无 限 
№. .系统 中 每 一 个 物理 量 都 有 自己 的 最 大 工作 范围 因此， 实际 系统 的 工作 状态 不 可 能 
.是 相 空 间 的 任何 点 ， 而 是 终点 状态 附近 的 某 一 有 界 区 域 ， 区 域 的 边界 只 能 根据 每 一 实际 
问题 的 物理 特点 去 确定 。 我 们 称 这 个 区 域 为 系统 的 基本 工作 区 ,并 且 用 符号 DER. w 
浊 能 利用 简单 的 通 数 在 区 域 了 内 较 精确 地 允 近 韶 速 控制 夯 数 ， 和 而 前 者 在 技术 上 又 是 容易 
实现 的 函数 ， 那 么 ， 设 计 问题 所 过 到 的 困难 就 不 再 成 为 阻碍 地 运 的 是 这 种 方法 是 存在 
的 号 21 

Ще, =S, о ЖБИ a CO юж ла. МИЯ азан 
ИЕ. Hk Аа), А0) 575 B.G.) 为 一 串 单 变 元 函数 ,它们 按 下 列 意 义 在 区 域 D 
А «Са, t aO): 


СЫ? COREE ., 5) — аһа) blra)Jdo = min, (8.8-1) 


起 中 и ЖИВ, o XJ n ” 维 相 空 间 内 的 体积 元 素 , 这 一 下 函数 纺 果 能 找到 ， Ш Е ХХ 
名 小 ,那么 ,我 们 训 有 理由 用 本 下 | 
ei S,(x,, `" * > z.) == dah Ca Bx) ze) 、 1. (8.8-2) 
去 代替 最 速 控制 ulr `... ›х.). BAR 5, 尚 不 能 “足够 好 ”的 代表 Ms 可 对 差 函数 
s(x) 一 5) = RCx) 再 继续 用 第 二 次 逼近 ， 即 找 出 另 一 -PAR 26, 266), > 
el 使 
R, 一 人 С, e.e, 2a) — lgili) tets Eal xn) 24% = min, (8.8-3) 


当 R, 足够 小 时 就 可 以 用 | о 

$ = $:(х) + Slx) == hih Ca) Ы halaa) + А61): °. Balan) 
去 代替 控制 函数 ¿(x). ИЖЕ, $$. АП 
ВНЕ. 8-1), BORULAR В ВОЕН ЖЕ О, 


. 1) ЖТИ, У a= 2 时 已 有 证 明 , 当 s>2 时 尚 无 严格 证 明 , 见 文献 [22]， 
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设 这 一 申 最 优 臣 近 的 单元 函数 已 经 找到 ,那么 ,最 速 控 制 装置 的 技术 实现 就 没有 任何 
困难 了 .只 需 做 出 n 个 或 2” 个 单元 函数 产生 器 ,再 把 它们 连续 乘 起 来 即 可 。 而 单元 函数 
产生 器 和 乘法 器 的 线路 结构 即便 用 模拟 电路 也 是 比较 容易 实现 的 。 下 面 我 们 就 来 讨论 用 
什么 方法 求 出 满足 极 值 条 件 式 C8.8-1) 的 那 一 串 单元 函数 . | 

引进 希 尔 伯 特 空 间 L;CD)， 其 中 任 一 平方 可 积 的 函数 (x) 有 

Ди? 一 | [ulz ..., хо) 12409 一 и, u), 
RAKAR lel ЖЖ x(x) 的 范 数 。 于 是 
R, = |ш(х) — А-В = Cu — АВ 6 一 2 Ф.У. 
设 пя), i= 1,2, an, APEAREN ER 的 单元 函数 "，s; 为 一 串 足 够 小 的 常 
数 。 为 了 讨论 方便 ,我 们 假定 
|, GG) + вт (хр): = |k; + emil =1, 


Ap D, 是 函数 AO) WEKEL. K h + em 代入 式 C8.8-1), 根据 в 的 极 值 条 件 
可 知 ,在 5; == 0, i= 1, 2, `" "> n, 处 有 极 小 值 . 令 


RCh; + emi) = llu — А П (в; + ел |". 
Ж Е 对 = 的 导数 ,于 是 有 


| (e-a 
— = —2 — 4 has i 
Oe; 122-76 250 “ П 7 


П)», 
a*i ` 


或 . 
Í |o — 4 П (x) ) П в. (к. 7 (x;)de = 0. 


因为 wx》 是 任意 函数 ,所 以 上 式 只 有 在 方 括号 内 的 函数 积分 等 于 零 时 才能 成 立 。 于 是 
便 得 到 对 в, 的 下 列 积分 方程 组 : 


А (х:) 一 | и (хр тои» JAC) ВАС) Вн Сан)" вихрь i=1,2, ---т, 


(8.8-4) 
式 中 D; 和 do; 分 别 表 示 区 域 DD 在 不 含 第 i 分 量 的 z 一 1 维 空间 的 投影 及 此 空间 内 的 体 
积 元 素 ， 可 以 看 到 :方程 组 (8.8-4) 是 一 组 循环 积分 方程 , 其 中 的 核 函 数 u(x) 为 已 知 . 可 


以 证 明 ,此 组 方程 式 一 定 有 解 ,或 者 说 至 少 有 一 个 解 . 如 果 加 上 限制 条 件 | Гы) Рах; 


二 1， 则 4 称 为 方程 组 的 本 征 值 。 如 果 有 许多 解 , EKK И А0) 将 是 方 
程式 (8.8-1) 的 解 . 

求解 方程 组 C8.8-4) 的 方法 很 多 ,例如 过 步 台 近 法 ,最 速 下 降 法 等 均 可 以 使 用 . 也 可 以 
采用 数学 分 析 中 的 特征 函数 求解 方法 .这 里 不 再 装 述 ， 这 一 串 函数 求 出 后 ， 即 可 算出 式 


1) 实际 上 我 们 假定 u(x) 是 平方 可 积 的 = 元 函数 ， 于 是 d(x) M hC), (zi) 均 为 希 尔 伯 特 函数 空间 LCD) 
中 的 元 素 . . 
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《8.8-1) 内 的 А, 3 К, 的 值 还 相当 大 , 就 在 求 出 函数 u(x) 一 S(x) 以 后 , 把 它 当 做 新 
的 核 函数 ,再 一 次 求解 方程 组 (8.8-4), 这样 就 找到 了 SX(x)， 依 此 类 推 . 

实际 经 验 表明 ,这 个 方法 的 收敛 速度 很 快 。 当 s = 2 时 ,方程 组 的 求解 极其 简单 。 欲 
达到 1% 的 臣 近 精度 ,只 需 取 二 组 或 三 组 单元 函数 就 够 了 。 在 梁 用 这 个 方法 时 ,对 线性 系 
统 还 可 用 开关 曲面 函数 代替 最 速 控制 函数 x(x)， 这 时 函数 的 变 元 可 以 三 少 一 个 ， 例 如 ， 
对 三 阶 系统 可 以 只 处 理 二 元 函数 ,对 四 阶 系统 只 处 理 三 元 函数 等 等 当然 ,在 实际 中 可 以 
根据 实际 问题 的 特点 ， 利 用 其 他 类 型 的 近似 方法 去 处 理 计算 问题 。 上 面 介 绍 的 方法 虽 有 
普遍 意义 , 却 不 是 唯一 可 行 的 ,因为 对 每 一 个 系统 不 一 定 都 经 济 省 事 。 = 
上面 的 讨论 基于 一 个 没有 明确 提 到 的 假设 条 件 ， 即 系统 的 每 一 个 误差 座 标 都 必须 在 
每 一 阴间 完全 测 出 ， 否 则 上 述 > 元 的 最 速 控制 函数 的 瞬时 取 值 就 无 法 确定 了 。 为 了 测 出 
误差 座 标 ， 必 须 同时 测 出 受 控 对 象 的 一 切 座 标 取 值 和 输入 作用 的 一 切 座 标 。 如 果 受 控 对 
象 的 运动 方程 式 是 一 个 4 阶 线性 方程 式 ,为 了 确定 每 一 个 瞬间 最 速 控制 函数 的 取 值 ,必须 
连续 不 断 地 测 出 受 控 对 象 的 输出 量 及 其 各 次 导数 和 输入 作用 的 各 阶 导数 。 如 果 受 控 对 象 
的 运动 为 一 个 方程 组 所 描绘 , 则 可 不 必 测 出 输出 和 输入 的 各 阶 导数 ,只 需 测 出 各 座 标 就 够 
T. 尽管 如 此 ,和 欲 实 现 最 速 控制 装置 , 仍然 需要 大 量 的 测量 装置 , 这 在 实际 上 有 时 可 以 做 
到 ,有 时 也 很 困难 ， 当 某 些 座 标 原则 上 不 能 测量 时 ,最 速 控 制 系统 就 难以 实现 了 .很 多 实 
际 问题 中 的 情况 正 是 如 此 .在 这 种 情况 下 ,设计 师 们 便 只 得 采用 其 它 方法 ,利用 不 完全 的 
座 标 信息 去 设计 系统 。 但 是 ,即便 在 这 种 情况 下 ,最 速 控制 理论 依然 有 其 指导 意义 ， 利 用 
这 个 理论 可 求 出 理想 的 过 渡 过 程 ， 原 理 上 能 够 达到 的 最 短 过 渡 时 间 . 算出 这 些 极限 值 后 
就 可 以 用 此 来 评价 设计 出 来 的 系统 ,看 它 离 理 想 指标 差 多 少 ， 这 样 ,最 速 控制 理论 至 少 具 
有 认识 论 方面 的 意义 。 同 时 ,这 里 可 以 提出 一 个 重要 的 理论 问题 , 即 当 某 些 座 标 在 实际 上 
不 能 测量 时 (或 者 说 系统 没有 完全 能 观测 性 ,如 何 综合 系统 ,使 系统 的 过 渡 过 程 的 时 间 在 
某 一 种 意义 上 最 短 。 这 个 问题 也 可 称 为 非 全 信息 的 最 速 深 制 综合 问题 、 这 方面 的 研究 无 
疑 在 理论 土 和 实践 上 都 有 重大 的 意义 = 

在 应 用 最 速 控制 理论 设计 系统 时 ， 还 要 考虑 到 另 一 个 困难 . 由 于 线性 受 控 对 象 的 最 
速 控制 是 开关 函数 并 且 求 出 的 运动 方程 式 不 可 能 完全 精确 地 反映 实际 情况 ， 可 能 在 零点 
附近 发 生 自 振 现 象 ， 为 了 避免 这 种 现象 发 生 ,可 以 将 设计 工作 分 为 两 段 进行 ,在 误差 较 大 
时 用 最 速 控 制 函数 、 在 误差 足够 小 时 用 第 五 章 内 所 介绍 的 方法 去 设计 。 这 样 既 保证 了 运 
动 的 快速 性 ,又 保证 了 零点 的 稳定 性 。 当 运动 方程 足够 准确 时 ,可 以 不 为 零点 的 稳定 性 吏 
心 , 此 时 最 速 控制 装置 将 使 系统 具有 最 好 的 办 点 稳定 狂 ， 因为 前 节 内 求 出 的 函数 7 (x) 
就 是 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 它 满足 稳定 性 定理 规定 的 一 切 条 件 , 即 

Т(х) > 二 0, # x >< 0, 
dT(x) _ | 
4 

这 就 是 说 ,最 速 控制 系统 的 一 切 运动 都 将 是 稳定 的 。 | 

控制 系统 受到 随机 干 护 时 ， 最 过 控制 系统 显然 没有 良好 的 洪波 性 能 由 于 它 对 输 
入 作用 的 反应 太 快 ,输入 噪音 也 将 最 大 限度 地 在 输出 端 复 现 ， 从 这 一 意义 来 看 ,最 速 控制 
的 要 求 与 系统 对 “噪音 ”有 良好 的 过 渡 能 力 的 要 求 是 有 了 矛盾 的 。 只 有 当 确 信 系统 不 受 有 害 
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噪音 扰动 时 或 信 杂 比 很 高 时 ， 才 能 采用 本 章 内 讨论 的 方法 去 进行 设计 ， 关 于 如 何 设计 具 
有 良好 过 恋 “ 噪 音 ” 能 力 的 系统 ,将 在 以 后 详细 讨论 。 这 里 我 们 只 指出 ,在 有 随机 干扰 作用 
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设计 者 应 巧妙 地 对 各 种 指标 进行 综合 平衡 ， 在 各 种 铸 盾 中 寻求 技术 上 合理 的 设计 方 
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WAS 满足 指定 积分 指标 的 控制 系统 设计 


在 前 面 几 章 里 ， 我 们 主要 从 分 析 的 观点 去 讨论 控制 系统 的 设计 问题 ， 那 就 是 首先 候 
定 了 系统 的 结构 ,然后 找 出 系统 具有 什么 料 的 性 能 . 

在 上 面 一 春 里 ,我 们 第 一 次 引入 了 一 种 不 同 的 ,更 为 直接 的 观点 ;我 们 首先 指定 某 些 
性 能 ,然后 寻求 能 够 给 出 所 要 求 的 性 能 的 控制 系统 ， 本 章 内 ,我 们 将 把 这 一 原理 用 到 任意 
的 系统 上 去 。 在 这 种 控制 系统 中 ,被 清 足 的 性 能 准则 是 用 被 控制 量 的 积分 表示 的 ,因此 可 
以 得 到 一 个 非常 普遍 的 用 微分 方程 来 表示 的 系统 的 性 能 。 一 般 说 来 ， 这 是 一 个 非 线 性 的 
微分 方程 ， 按 这 种 原理 设计 成 功 的 控制 系统 通常 就 是 一 个 非 线性 系统 。 
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实际 上 ,第 八 章 内 曾 研 究 过 的 最 速 控制 系统 , 就 是 属于 具有 最 短 过 渡 时 间 的 系统 , 而 

”最 短 过 注 时 间 可 以 用 积分 公式 表达 出 来 ， 下 面 我 们 将 讨论 一 个 更 为 一 般 的 问题 ， 系 统 质 
量 指标 是 具有 更 为 普遍 的 积分 形式 : 设 受 控 对 象 的 运动 规律 为 下 列 一 ил REA 
MR | 


95 == Ск, х, eeey Zao Mis Urs © °H)» 
dx N J | 
L = hris Хау ` * ">b Xas Ш эу "> и,), 
dt Ех 
oe. 
ах | 
— = ACIE Хау ° 5 Xas Mis бу **t3 и,), (91-1) 


. dt . 
式 中 Ы 1 1,2, +++, т, 为 受 控 对 象 的 状态 座 标 分 量 ， His 2. ** -, м, ОНИ. ER 
也 可 以 写成 向 量 方程 式 , 令 x 一 Crs r tta t) М = СЕТЕ u), WE 


4 = fx, и), 2 Өл-1а) 
Ñ dz 
式 中 f= Chis hs --*› fa). | 
ев 
= | hlæ, д  — | ‚ (9.1-2) 


来 表示 ， 右边 积分 上 限 а 是 评价 运动 优 劣 的 时 间 区 间 ， 即 仅 在 【0, x] МАНЕ 
系统 的 运动 。 显 然 , 当 f = 1 时 ,我 们 便 得 到 = 4， 此 时 运动 到 达 终 端 所 需 的 时 间 就 是 
评价 受 控 运动 优 劣 的 指标 ， 这 一 问题 我 们 已 在 前 一 章 内 详细 地 讨论 过 了 ， 设 x 一 (ха, 
хаз t хо) 是 受 控 对 象 (9.1-1) 的 初始 状态 。 控 制 的 髓 的 是 使 受 控 对 象 由 此 点 出 发 到 
达 某 一 特定 状态 x, 或 某 一 状态 集合 D(C 状 态 空间 内 某 一 特定 区 域 )， = 

如 果 式 (9.1-2) 表示 控制 过 程 中 某 种 物理 量 的 耗损 , 如 能 量 或 燃料 消耗 等 等 , 则 希望 
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选择 控制 а) 使 
= | Ск), ut) dt = min, x(0) = x, f (91-9) 


有 时 又 希望 使 J 一 max， 这 时 只 需 将 函数 有 变 号 后 , 便 可 归结 为 条 件 式 (9.1- 3). 

设 x, 是 受 控 对 象 的 初始 状态 ,, 控制 的 目 和 的 是 使 受 控 对 象 到 达 某 一 状态 集合 :D (区 
8). А х 到 达 DD 且 满足 条 件 式 (9.1-3) 的 控制 函数 称 为 最 优 控制 不 难 想象 ,这 里 可 能 
有 四 种 情况 : 

(1) А x 点 用 任何 控制 aG) 都 不 可 能 到 达 区 域 D. 此 时 不 存在 任何 能 到 达 目 的 
地 的 控制 函数 ,当然 也 无 最 优 控制 可 言 ， 

О) В ж 点 只 有 一 个 控制 aG) 使 受 控 对 象 的 状态 到 达 D。 此 时 ， 到 达 终 端 状态 
的 控制 只 有 一 个 , 它 所 对 应 的 式 (9.1-3) 的 了 也 唯一 地 被 确定 ,对 于 这 种 情况 最 优 控制 也 
是 没有 意义 的 . 

(3) В x, 引 至 忆 的 控制 函数 有 多 个 《有 穷 多 个 或 无 穷 多 个 ).。 如 果 这 种 控制 为 有 穷 
多 个 , 那么 其 中 使 7 取 最 小 值 的 控制 便 是 要 求 的 最 优 控制 , 若 这 些 控制 所 对 应 的 J 相等 ， 
则 可 认为 其 中 任何 一 个 控制 都 是 最 优 的 。 如 果 自 x 引 到 人 D 的 控制 函数 有 无 穷 多 个 ,其 中 
有 一 个 或 数 个 控制 使 J 取 最 小 值 , 此 时 我 人 ] 说 最 优 控制 函数 存在 ， 控制 设计 的 任务 就 是 找 
出 这 个 最 优 控制 来 ， 

(4) В ж 点 引 到 了 D 的 控制 有 无 穷 多 个 ,但 其 中 没有 一 个 能 使 取 极 小 . 此 时 最 优 控 
制 依然 是 不 存在 的 . 

上 述 四 种 情况 中 的 第 四 种 ， 初 看 起 来 很 奇怪 ， 其 实 这 种 情况 是 常见 的 .试看 下 面 的 
例 于 。 设 在 水 平面 上 有 一 质量 为 mw 的 物 休 ， 在 :一 0 时 处 于 静止 状态 。 现 用 一 个 力 F, 
将 物体 推 至 <, 点 (图 9.1-1)， 和 忽略 空气 阻力 和 摩擦 力 , 物 体 运动 方程 式 为 


2 
dr EO, pO) > 0. 
22 т 


要 求 找到 一 种 控制 力 F(z)， 使 物体 到 过 n д, 且 消 耗 能 量 为 最 小 。 显 然 。 这 种 控制 力 


FC) =Z) : | 


0 = x 


9.1-1 


(函数 ) 有 无 穷 多 个 。 但 是 ,消耗 能 量 最 小 的 控制 力 却 不 存在 。 实际 上 ， 能 量 耗 损 由 下 式 
жж . 
| J = |? Feds = F Foe = 1. тов), 

式 中 HO = O, n 是 物体 到 达 n ДЮНА, ЕС) >0. 为 使 耗 能 减少 , ЕЛ 


оС), М об) 2 0 ВЕ J— 0, ц J = 0 FF, (д) = 0, ЩИ F(z) ве 0, 而 这 种 
控制 又 不 能 使 物体 到 达 х, 点 。 由 此 看 到 ,使 物体 到 达 .xj 点 的 控制 力 有 无 穷 多 个 ,其 中 却 
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没有 最 优 控 制 。 对 任何 使 v4) 足 够 小 的 F.C2), 还 可 找到 “更 小 的 ”Fs(#)， 使 G) 更 
小 ,在 极限 的 情况 下 ，J = 0, Tü F(z) =0 不 属于 可 准 控制 范围 , 所 以 , 在 这 种 情况 下 ， 
最 优 控制 并 不 存在 . 

由 这 样 一 个 简单 例子 就 可 以 看 到 , 并 不 是 所 有 的 情况 下 , 最 优 控 制 都 存在 ， 因 此 ,在 
进行 控制 设计 时 ， 首先 重要 的 是 捕 清 楚 最 优 控制 是 否 存在 ， 否则 ,寻求 最 优 控制 的 努力 可 
能 是 徒劳 的 

另 一 个 值得 提 及 的 概念 是 关于 对 控制 量 取 值 的 限制 有 时 , 若 控制 量 ae) 的 取 值 不 
. 受 限制 , 即 它 的 取 值 范围 可 以 是 整个 r 维 空间 ,这 时 最 优 控制 也 常常 没有 和 意义。 还 以 上 述 
例子 来 说 明 这 点 。 设 图 9.1-1 内 所 示 之 力 FO) 不 受 限 制 ,要 求 找 出 一 个 最 优 控制 使 物体 
: 自 零点 到 达 n 点 费时 最 短 ， 显 然 ，F(z) 在 起 始 时 刻 的 取 值 越 大 , 物体 的 运动 速度 也 越 
:大 ,如 果 对 FO 取 值 没 限制 , 当 FO 的 取 值 趋 于 无 穷 大 时 ,物体 到 达 x, 点 的 时 间 将 趋 
于 无 穷 小 ,这 在 实际 上 是 没有 意义 的 . 

由 此 可 见 ,做 最 优 控制 器 的 设计 时 ， 首先 要 关心 的 问题 是 最 优 控制 的 存在 性 ， 即 首先 
. 乔 清 签 达 到 的 终点 状态 实际 上 是 否 能 够 到 达 ， 对 控制 重 有 哪些 限制 条 件 ， 以 及 在 这 种 限 
: 制 条 件 下 最 好 的 控制 函数 是 否 存在 等 等 这些 问 题 往往 只 能 从 技术 问题 的 物理 概念 中 寻 
求解 答 .、 在 一 般 情 况 下 ， 最 优 控制 的 存在 性 难以 用 数学 方法 加 以 证 明 . 对 存在 性 问题 有 
了 肯定 的 答案 以 后 ,就 可 以 开始 最 优 控制 的 设计 ， 

当 最 优 控制 找到 以 后 ,在 某 些 闭 路 系统 中 ,设计 控制 装置 时 还 要 考虑 到 控制 系统 在 终 
点 状态 是 否 稳定 。 若 闭路 系统 不 能 保证 终点 状态 稳定 ， 那 么 有 时 它 就 不 能 作为 实际 装置 
.加 以 实现 。 稳 定性 的 要 求 是 一 种 特殊 的 准则 ,在 过 渡 过 程 里 , 主要 控制 系统 的 设计 , 常 不 
“考虑 这 一 特殊 准则 .这 种 情况 象 上 一 章 一 样 ， 人 因为 系统 满足 了 那些 指定 条 件 后 ， 整 个 系 
统 已 经 具有 了 合适 的 性 能 ， 设 计 完毕 后 ,如 果 系 统 在 终点 状态 上 是 稳定 的 ,自然 就 无 须 采 
取 特殊 措施 。 也 有 另外 一 种 可 能 , 即 满足 最 优 条 件 的 控制 装置 ,不 能 保证 闭路 系统 的 稳定 
性 ,此 时 必须 在 系统 里 另 加 一 个 稳定 装置 , 后 者 只 在 过 渡 过 程 完毕 后 才 发 生 作用 , 因此 它 
` 不 会 影 顺 控制 徐 统 已 经 设计 好 了 的 运转 性 能 :例如 ,对 一 个 二 阶 系 统 , 用? 表示 输出 ，y， 
表示 必须 保持 的 终点 状态 , 稳定 装置 应 保证 使 系统 在 y =y y 一 0 的 状态 上 稳定 。 对 
于 三 阶 系统 ,稳定 装置 应 保证 下 列 状态 稳定 = 

| у= y ў 05 ўа 0, 
当 这 样 的 一 个 装置 加 到 控制 系统 以 后 ， 控制 系统 有 两 种 运行 方式 ， 这 也 就 是 一 个 多 方式 
控制 系统 ， 在 过 渡 过 程 期 间 , 主要 控制 系统 按照 指定 的 性 能 运行 过渡 过 程 终止 时 ,再 换 
到 第 二 个 系统 进行 控制 这 时 候 将 保证 系统 最 后 处 于 稳定 状态 ， Жиры 
“运转 点 ， 

除了 对 控制 量 常常 存在 一 些 客观 限制 条 件 以 外 ， 还 可 能 存在 某 些 对 受 控 量 的 限制 ， 
这 种 限制 条 件 也 可 以 写成 积分 形式 .如 要 求 最 优 控制 满足 附加 条 件 - 


| = ва, adde < h,i = 1, 2, +++, m, 


式 中 g; 是 am (mis zs зх, ш ае (и, а 70050) 的 2 十 和 TERREIN 
-机 数 。 下 节 内 将 用 实例 加 以 说 明 ， ` 
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先 让 我 们 回忆 一 下 古典 变 分 法 中 的 一 个 例子 , 即 所 谓 贝 努 利 CBernoulli) 捷 线 问题 . 设 
和 欲 使 一 物体 依 重力 沿 某 曲线 自 0 点 下 滑 至 P 点 .需求 出 一 条 曲线 ， 物 体 沿 此 曲线 下 滑 时 
将 以 最 短 时 间 到 达 P 点 。 设 任 取 一 光滑 的 曲线 yG), o 


重力 加 速度 为 8. 若 忽略 摩擦 力 后 ,初始 为 静止 的 物体 = 
滑 至 уж) 点 时 的 速度 为 V2gy。 物 体 滑 过 缴 元 4: = 
м + ОС) ах 所 需 的 时 间 为 £ 
di = V1+ Об) dr 
2gy РС, y) 
于 是 , 当 曲 线 y(x) 已 给 定时 ,物体 自 0 AREPAN y А 
需 的 时 间 为 图 9.2-1 
“VT TO 
J = —— іх, (9.2-1) 
|. М 28y 


现 需 找 出 一 条 “最 好 的 ”曲线 站 x)， 使 时 间 7 为 最 小 。 从 控制 理论 的 观点 ,上 述 捷 线 问题 
可 以 改 为 下 列 等 价 问题 ， 设 有 一 “ 受 控 对 象 ”, 其 运动 方程 式 为 . 


dy 一 Us 'y(0) = 0; УС) = Yie (9.2-2) 
dx 
性 能 指标 为 
ити 
J= -一 一 dx。 (9.2-3 
| 2gy х . ) 


我 们 看 到 ,选择 一 条 捷 线 等 价 于 求 出 一 个 最 优 "控制 函数 ”2(z) 一 ŽE 和 相应 的 


满足 条 件 式 (9.2-2) 的 “系统 运动 >。 这 一 问题 的 解 早 在 1696 年 为 瑞士 数学 家 贝 努 利和 
牛顿 等 人 得 到 ,因而 开创 了 一 门 称 为 “ 变 分 法 ”的 数学 分 支 。 以 后 我 们 将 会 看 到 ,古典 变 分 
法 对 最 优 控制 系统 的 设计 是 极为 有 用 的 。 但 是 ,对 一 些 比较 复杂 的 问题 ,古典 变 分 法 中 的 
一 些 定理 和 计算 方法 不 能 完全 满足 控制 系统 设计 的 要 求 ， 为 此 必须 对 古典 变 分 法 的 理论 
加 以 扩充 . | 

为 了 说 明 最 优 控制 系统 的 命题 方法 ， 让 我 们 再 看 一 个 实例 ， 关 于 喷气 发 动机 工作 过 
程 的 控制 问题 ". 喷气 发 动机 的 主要 运转 状态 是 它 的 运转 速率 МС), 它 是 受 控 对 象 的 受 
BE. 4 NO) 的 变化 规律 被 确定 后 ,其 它 的 工作 特征 ,例如 发 动机 的 推力 也 就 被 决定 了 。 
在 发 动机 运转 时 对 它 的 限制 条 件 是 关于 超速 , 超 温 ,压缩 机 的 浪 涌 , 燃 烧 室 的 熄灭 等 ， 令 
М, 表示 指定 的 速度 。 工 表示 加 到 轮机 里 的 温度 ; P 表 示 压 缩 机 出 口 处 的 压力 。 于 是 可 以 
用 下 述 积分 表示 发 动机 的 性 能 准则 : 

| ACN — ма, Е 控制 速度 ， 


N ман, | аж. 
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|" аста, 温度 容许 的 上 限 和 下 限 ， 

аР Q, — EA 
s C 

fean, . l о RRK © = (9.2-4) 


这 些 被 积 函 数 的 性 质 和 如 图 9.2-2 所 示 , 量 Р 一 eN) 是 压缩 机 出 口 处 的 压力 超出 安全 压 
力 而 发 生 浪 涌 的 必 量 ，gCV) 表示 对 于 浪 涌 以 下 的 安全 值 ,是 每 一 个 发 动机 速度 所 对 应 的 
压缩 机 EH. 燃烧 室 殷 灭 的 情况 可 以 用 同样 方式 处 理 . 逢 起 的 时 间 是 系统 从 一 个 
主要 运行 状态 过 渡 到 另 一 状态 总 共 需 要 的 时 间 ,， i 


TOP- 0 了 г 


Щ 9,2-2 . 


这 里 和 第 6. PASIONARIA 线性 化 以 此 жзне 
示 如 下 : 
Т = aN + «в б 
Р = bN + cT, . | (9.2-5) 
Ёфт 是 发 动机 的 时 间 常 数 . 将 这 些 关系 式 代 到 方程 9 ORRA E, 我 们 看 到 它们 全 
都 有 下 面 的 形式 : ” — 
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(ем, коа, 


其 中 了 是 和 六 的 连续 函数 , N 是 时 间 z 的 连续 硝 数 ,关于 这 个 问题 ,在 第 9.5 节 内 还 要 
讨论 . 


9.3 古典 变 分 法 的 应 用 


古典 变 分 法 给 控制 系统 设计 提供 的 理论 和 方法 大 体 分 为 两 类 .一 类 是 不 考虑 受 控 对 
象 的 运动 方程 式 , 即 在 整个 运动 过 程 中 受 控 对 象 本 身 的 特性 并 不 重要 ,重要 的 是 运动 规律 
的 全 局 ， 例 如 , 求 探 空 火 第 的 最 优 弹道 问题 "1, 要 求 找 出 一 条 理想 弹道 , 在 相同 的 燃料 消 
耗 条 件 下 ,使 火箭 达到 的 高 度 最 大 .由 于 这 种 弹道 很 长 ,而 弹 体 上 控制 系统 的 动作 速度 相 
对 于 这 条 最 优 弹道 来 说 是 足够 大 的 ,因而 在 考虑 最 优 弹道 的 选择 时 ,可 把 弹 体 看 成 是 其 重 
心 (质点 ) 的 运动 ， 而 忽略 刚体 运动 及 弹 上 控制 设备 的 运动 规律 。 另 一 类 问题 是 当 积分 指 
标的 计算 时 间 间 隔 与 控制 系统 的 动作 速度 为 同一 数量 级 时 ， 受 控 对 象 本 身 的 运动 规律 必 
须 考 虑 在 内 ,甚至 成 为 决定 性 的 因素 . 

第 一 类 问题 可 叙述 如 下 : 设 x 一 (xu ta tta £a) 为 控制 系统 的 # 个 状态 座 标 。 对 
控制 系统 的 要 求 是 找 出 连接 两 个 给 定点 x。 和 а RAE 
线 运 动 时 积分 


f, . | 
J = | һб, Xis Хау ** 5 Хи Šis 41, 875 ż„)dt (9.3-1) 


取 极 小 值 。 上 式 内 s = SE, 11,2, 5-5, п. 如 果 引 进 向 量 符号 , 式 (9.3-17 可 改写 成 
= N hC, x, и), (9.3-2) 


= = u, и == (t> ts >*t, «.). . | (9.3-3) 


Ah а HAR x(z) 的 切线 向 量 , 要 求 找 出 函数 а(г) ,使 x(z) 由 固定 点 хо 引 到 zx， Htt 
式 (9.3-2) 取 极 小 值 . 这 类 问题 的 提 法 也 可 以 改 为 端点 不 固定 的 情况 ， 即 端点 x, f x, їй 
足 一 些 附加 条 件 
вх ж) = 0, #=1,2, +--, 1, (9.3-4) 
在 满足 这 些 条 件 的 点 中 , 找 出 最 好 的 初始 点 和 终点 . 
第 二 类 问题 与 上 述 问题 的 不 同 点 在 于 受 控 对 象 的 运动 方程 式 比 式 C9.3-3) 更 复杂 , 即 
RACS. 3-2) 和 式 (9.3-4) 外 ,运动 x(z) 必须 满足 条 件 式 (9.1-17) 


ao. = к, х, ч). 


тата апаю, 下 面 先 对 第 一 类 问题 当 * 一 1 FF, 
略 加 讨论 。 设 控制 指标 为 


Ј = № Е(у, y) dz = min (9.3-5) 
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其 中 yG) 为 受 控 对 象 的 一 个 唯一 输出 座 标 3 ў = Z, ЕЖУ M y КЕНИИ, i 


ЭНН уо = (如 ,而 受 榨 对 象 的 终点 状态 是 不 固定 的 , 且 积分 土 界 n +h 
是 不 固定 的 。 若 将 yG) 看 成 是 一 个 一 阶 系统 的 输出 


dy = > = н, (9.3-6) 
dt „>. 


则 指标 式 C9.3-5) 也 可 改写 为 
I | J= f ЕСу, «24: = min, З (9.3-5”) 


”如 果 我 们 认为 KOJ 是 一 个 最 优 解 ， 那 就 是 说 ， КО! 是 所 有 可 能 得 到 的 输出 里 的 革 个 
输出 ， ъв. 3-57 表 示 的 条 件 。 RUZE УФ 附近 的 一 SIE ya) + гв). 其 
中 öyG) 是 一 个 任意 的 函数 ， € 是 一 个 数值 很 小 的 参数 ， 如 果 yG) 满足 方程 (9. 3-5) 表 
TARA 那么 J 应 在 .= 一 0 处 达 极 小 值 ， 8. 


4 t tess, 
jaf F(y + 85у, $ + ея. = . 


Е .9 


я 


BF f ƏF | 
ОЁ gyde OF зуд +F 8t, = 9.3-7 
f By 874 + |, аў 89 2, «ау m0 (9.3-7). 


变 分 54 出 现 的 原因 在 于 : 方程 (9.3-5) 里 那个 积分 的 上 限 并 非 固定 ,而 是 在 图 9.3-1 sÉ 
孙 的 曲线 у 一 JG) 上 变动 . , 这 就 是 前 面 讨论 过 的 从 一 个 主要 变量 运行 状态 过 湾 到 另外 
一 个 状态 的 边界 条 件 . 用 部 分 积分 法 ,方程 (9.3-7) 变 成 | 


> Mia u A | yas + (2 э»), ву) 一 (as) ayC0) + Ро. 


ду 

Е ”由 地 终端 满足 的 条 件 ， 很 容易 计算 出 гуа) 
和 ён 之 间 的 关系 ， Вр 

ба) + дуба) = Кава. 

-然后 把 ву) я, p 因为 ё; ERED а 
: 们 得 到 


18 ни о оза) 


9.3-1 i DR ` — . 
| ито + (Š у), D= же} (8), вр. (93-9) 


如 果 在 方程 (9.3-5 ) 中 , 时 间 间 隔 7 被 考虑 为 系统 从 一 个 主要 运行 状态 过 渡 到 另 一 个 状 
态 的 时 间 ; 在 这 种 情况 下 ， 系 统 变数 y 从 一 个 销 定 值 变化 到 另 一 个 固定 值 。 那么 曲线 
y = Ко 必须 是 一 条 直线 ,这 条 直线 的 方程 是 FG) = const， 因 此 可 认为 .. 
ёу(0) = 0, 
| ба) =0. | (9.3-10) 
于 是 方程 (9.3-8) 和 方程 (9.3-9) 变 成 | 


А yts) 
yC) + 8у(:) _ 
= 
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% = Е (25) | (9.3-11) 
以 及 
如 果 (5 5, 是 有 限 数 ， F) =) (22 А (9.3-12) 


因为 5y(0) = 0,54 1 二 0 时 ,并 不 一 定 要 求 方程 (9.3- пут, 的 条 件 是 : :一 0 时 
《BF/8y) 是 有 限 数 ,而 且 y 连续 变化 .一 个 新 的 过 渡 过 程 开 始 时 ，y，F， (BF/3y)， 和 
(98/09) 可 以 不 连续 。 因 为 方程 (9.3-11) 的 缘故 ,在 其 它 点 (0 < < а), 0Е/0у 将 是 
连续 的 ， 
' ”方程 (9.3-11) 表 示 满 足 方程 (9.3-5) 那个 条 件 的 变量 y(z) 的 微分 方程 ， 通 常 把 方程 
《9.3-11) 叫做 变 分 问题 的 尤 拉 - 拉 格 朗 日 《Euler-Lagrange》 方 程 。 这 里 所 考虑 的 问题 中 ， 
函数 不 明显 地 包含 时 间 变数 :， 于 是 我 们 可 以 立刻 得 到 方程 (9.3-11) 的 一 个 第 一 积分 . 
方程 (9.3-11) 的 第 一 积分 中 ,满足 边界 条 件 方程 (9.3-12》) 的 第 一 积分 具有 下 述 形式 : 
Flys y) = y а. (9:3-13) 
把 这 个 方程 对 时 间 : 微分 ,我 们 得 到 
a tyor mg ÂE ay (00), 
既然 在 那些 y，9F /8y， 等 连续 的 地 方 ,下 面 公式 成 立 ， 
A ~。 
那么 ,或 者 y 一 0, 或 者 满足 方程 (9.3-11)， 但 是 通常 在 过 渡 过 程 中 y 不 会 等 于 零 C 也 即 
无 论 在 任何 时 间 间 隔 内 不 恒 等 于 零 ), 于 是 由 方程 (9.3-11) 和 方程 (9.3-12) 所 描述 的 y(#) 
的 两 个 必须 满足 的 条 件 , 可 以 用 单独 一 个 方程 (9.3-13) RE. 
这 样 ,我 们 称 方程 式 (9.3-11) 为 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 。 引 进 式 (9.3-6) 内 的 
符号 ,这 个 必要 条 件 又 可 以 写 为 
ОЕ __ d OF 


FOC), ue)) — ula) (22), =o. (9.3-14) 
由 上 列 三 个 方程 式 可 求 出 两 个 未 知 函数 u, уб) 和 一 个 未 知 量 i。 这 三 个 条 件 中 的 
前 两 个 实际 上 与 终端 条 件 固定 与 否 无 关 , 只 有 第 三 个 条 件 才 是 由 5 变 分 而 得 到 的， 因而 
前 两 个 条 件 具有 普遍 性 ， 
再 来 研究 一 个 普遍 的 情况 。 设 受 控 对 象 的 输出 座 标 不 是 一 个 ， 而 是 2 个。 此 时 指标 
泛 函 式 (9.3-5 ) 将 变 为 


J = r Fly, Уз» ya ° 5 yo Jis * "5 Jadi, (9.3-15) 


或 者 写成 


250 第 九 章 ЖЕНЕВУ ЕКЕШ 


t . Е 
Ј = f ЕСу,, у ** "> У»; His Ha> 57, м, Е, 
99 = fjs i: = 1, 2, s n. . (9. 3-16) 


重复 前 述 讨论 ， ани 冬 端 条 件 是 否 已 经 给 定 ， 都 可 以 得 到 相应 于 式 (9. 3-14) 中 ,. 
的 前 两 个 必要 条 件 : 
OF а OF 


= 0,1 =з 1, 2, ---, я; 


ду; 4: ди; 
su = up i=l, 2, -4n (9.3-17) 


如 果 初 始 条 件 和 终端 条 件 已 经 给 定 ,那么 这 两 组 方程 式 中 含有 2" АЖ у (0, ---, 
PE); za( 们 ，.…，ws(9。 如 果 初 始 条 御 和 终点 条 件 是 不 固定 的 ， 风 与 式 《93-17) 同时 还 
会 出 现 两 个 附加 条 件 , 有 如 条 件 式 (9.3-9) 或 (9.3-12) 那 样 ， 

下 面 再 来 研究 一 类 更 为 复杂 一 些 的 泛 函 指标 : ` 


ti 
J= | ЕСу, у, 9; z, £, ва = min, (9.3-18) . 


AH y Ж = 是 受 控 对 象 的 两 个 主要 输出 座 标 。 如果 引进 新 的 符号 y= y, y= y, p= m; 
= = уз $= y. Ë = u; 则 式 C9.3-18) 可 写成 | 


站 S | А 
J= || ВО yp.yo ya ts ud, (9.3-19) 


AY и. | ` (9.3-20) 


由 此 看 到 ,这 相当 于 由 两 个 二 阶 方 程 描述 的 受 控 对 象 ，w 和 и, 是 两 个 独立 的 控制 量 . 
设 受 控 对 象 在 :一 0 时 刻 的 状态 为 固定 ,而 终点 时 刻 a 是 待 求 的 , 但 终点 状态 是 给 
Te Е yG) 和 zG) 是 两 个 最 优 的 受 控 运 动 ， 它 们 都 具有 二 次 连续 导数 。 Ф yG) 
和 zG) 分 别 获得 微小 增 熏 ( 变 分 )》s6y(z) 和 =8=(:), НН sy(z) 和 5z(1) 为 二 阶 连续 
可 微 的 固定 苑 数 , s 为 任意 小 的 常数 。 于 是 ох 和 ‚= A (9. 3-18) 或 式 (9， 3-19) 
极 值 , 即 当 е = 0 时 有 
⁄ 4 Wa Е(у + eBy, 9 + 689, у + ед9, 
de Jo : ' ， _. 
z + =бз, # + 658, E + ба = 0. (9.3—21) ' 
方程 (9.3-18) 中 积分 的 时 间 间 隔 由 一 个 固定 时 刻 G = 0) 开始 ， 可 是 不 是 在 某 个 固定 时 
刻 终止 ,而 是 终止 在 曲线 у = (20), ў = (0), z = pG), 以 及 二 gf) Е. бу М бх 
是 任意 的 函数 ,自然 是 时 间 的 互相 无 关 的 函数 . ` 
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我 们 把 方程 (9.3-21) 的 微分 运算 写 出 来 : | 
“дЕ OF OF ÔF + ÎE gg 4 2E „, a 
f [922 r+ oy + ау ду + = ва + ĈE aa + 2E at] dt + FCiD54 == 0. 


经 过 部 分 积分 以 后 ,我 们 得 到 


№ 
о 10у dt \ду d? дӱ 


+ | а Z (2E | ва 
Oz Oz Oz 
BF OF BF\ ]* 
ду ду 一 £ By 1821, + FO 
BF OF -2 (2E) | 
+ öz sz| = 9.3-22 
[52 ТУН az) 7h 79 (9.3-22) 


和 前 面 的 讨论 相 类 似 ， 积 分 中 被 积 函 数 以 及 边界 条 件 必 须 分 别 等 于 零 。 从 给 出 的 终端 条 
件 , 我 们 得 到 
Syl) = [AG 一 Ia) leh 
ёў) = [ЬСА) — PCa) J]6n, 
6z(11) = TAG?) — #01) löt 
| Stl) = [eCa — Ce) laz. (9.3-23) 
从 方程 (9.3-222 得 到 的 三 个 条 件 可 以 写成 两 个 联 立 的 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


әр d (Е) + £ (ағ 
ду й “Әу d? \ Oy > 
oF _ 4 (Š . T (92 2) о 9.3-24 
Oz dt E) > 一 с ) 
以 及 . 
дЕ | дЕ OF ,OF (=) _, 2 5] 
— + — < [— -一 一 六 一 一 十 世人 一 一 
[е 7 67 | > (5) = yay “2 а: Әв B8 1, 


+ j.G) ғ. 一 所 а (55) а + ВОО ‘> SF). _ T вор [2 - AN 


+a (E) „рвы + в) = 一 工 D + 89C0) (52) 
+ 00 [25 一 £ 4 (5=)| + 5#(0) (ғ SF). = 0, (9.3-25) 


方程 (9.3-24) 表示 两 个 微分 方程 的 系统 ， 这 个 系统 满足 方程 ©. 3-18) 原来 给 出 的 准则 。 
这 种 问题 的 物理 解答 必须 满足 方程 (9.3-18)7, 除 此 以 外 还 要 满足 方程 649.3-257 的 那些 边界 
А. 但 是 ， 因 为 不 明显 地 包含 变数 :, 这 一 系列 的 条 件 可 以 加 以 修改 : 如 果 把 方程 
(9.3-24) 中 第 一 个 方程 乘 以 y, 第 二 个 方程 乘 以 如 然后 加 起 来 ,就 得 到 一 个 全 微分 , BJ 
积分 就 是 : l 

F + (2E) — э 25 - š 5 + #4. 2 (28) а: = С (9.326 
因为 了 是 y> 和? 的 一 个 函数 ，8F/6y 和 9Е/ду ЖАР, ƏF/6y 也 不 一 定 是 时 
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间 的 党 数 函数 ,于 是 5 £ (ау) TETTE атрада, 
所 以 在 式 C9. уфа .. | | 
8y(0) = 8900) = Са) = (и) = 0, : 
变量 z 也 有 类 似 的 情形 。 于 是 得 到 一 系列 边界 条 件 如 十 : : 

5y(0) 一 0， Абл) = 0, | 

5700) = 0, fi) = 0, 

52(0) = 0, (и) = 0, 

52(0) = 0, #04) = 0. ' (9.3-27) 
这 些 边界 条 件 也 是 与 变量 y, у, z М Я ВМА ЕАУ КАЗЕИН 
E i 可 以 变化 ， 由 方程 (9.3-27) 的 边界 条 件 , 方程 C9:3-25) 指 出 方程 (9.3-26) 右 端的 
那个 常数 < 必须 等 于 零 、 方程 (9.3-18) 的 最 后 解答 如 下 : 


F 一 ?9F + y (ӘР) _ OF 98,4 4 (8E) - Eo, (9.3-28) 


ду 99) ° ð дғ д: д 
并 有 请 足下 面 丙 个 方程 中 的 一 个 : — 
I YI. 
аз. _ ина 21092) = o. он! 9929) 


方程 (9.3-28) #1 (9. ззат влиза y 和 z SAAE 它们 是 控制 方程 ， 
也 是 设计 计算 机 所 用 的 方程. . 
+: 边界 条 件 式 (9.3-27) 确定 系统 由 一 个 主要 运行 状态 过 滤 到 另 一 状态 的 过 流 过 程 的 初 
始 和 终点 条 件 。 这样, 如果 方 程式 C9. 3-27) 所 表示 的 条 件 都 成 立 ,系统 便 由 一 组 固定 的 у, 
J, z, š 过 渡 到 另 一 组 固定 的 y, p, z, z. УЖ (9.3-28) 是 一 个 三 阶 微分 方程 ， 方程 
《9.3-29) 是 一 个 四 阶 微分 方程 。 于 是 除了 у. 3，z 和 # 的 四 个 初始 值 而 外 ,还 可 以 假设 一 
组 与 最 后 的 ? НМ ЛА У, 2, 和 z， 那 就 是 ， 当 уу, 时 ; 了 一 0，x 一 xs， 以 及 
š = 0, 还 必须 在 系统 里 加 入 一 个 稳定 装置 ， 使 得 在 终止 点 ,满足 
p= 0 以 及 2 = 0. 

我 们 看 到 ， ВИНЫ иаи 但 是 完全 可 以 用 间 样 的 办 法 
ж. 

从 此 例 中 我 们 又 看 到 ， 实 定 最 优 控制 的 天 个 条 件 中 ， хо 3-29) 是 一 个 普遍 的 必要 条 
任 ; 它 与 初始 状态 和 终点 状态 无 关 ; 条 件 式 (9.3-28) 是 由 终点 时 刻 +, 的 不 固定 得 到 的 。 车 
引进 式 (9.3-19) 和 和 式 《9. 3-20? 内 曾 用 过 的 符号 ， 则 可 将 上 述 三 个 条 件 改写 为 

OF а ӘБ, 0 OF 


一 0 
д, ду de Ow > 
BF а дБ, 4 OF 
| . Әу, _ dt Әу, dt? да, | | | у ( ) 
OF d OF OF OF d OF OF 
F 一 s + 4 S” а — — < IE S =0 C(9.3-31 
n д», уз dr Ôu, а ди, АЕ: By Уа ди, “a да, K ) 
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уц | (9.3-32) 
дг : ' 


НЕК И, ЗНАЛЖНЬАЖИ-ЛАЖЯИИ: yG, укр, ys(2), yG), mC) 
nG) 和 a。 对 方程 组 (9.3-30) 和 (9.3-32) 积分 后 将 出 现 八 个 积分 常数 ， 后 者 将 由 四 个 
初始 状态 和 四 个 终点 状态 决定 ,它们 是 К), КО, COs IO; би, эа) и, 
yi)， 方 程式 (9.3-31) 就 变 为 一 个 代数 等 式 ,由 它 可 解 出 4. 

在 讨论 了 几 种 类 型 的 系统 之 后 ， 我 们 再 来 回顾 一 下 这 些 间 题 的 解 中 包括 的 一 些 重要 
假设 . 在 推导 尤 拉 - 拉 烙 朗 日 必要 条 件 时 , 我 们 只 是 做 了 形式 上 的 推导 。 却 故意 没有 提 到 
两 点 重要 的 假设 。 首 先 , 在 推导 时 , 我 们 先 假定 最 优 控 制 函 数 ¿(O 是 存在 的 。 得 到 的 结 
果 是 ,如 果 它 们 存在 的 话 、 必 满足 尤 拉 - 拉 格 朗 中 方程 及 相应 的 决定 为 的 条 件 ， 在 实际 问 
题 中 ,任意 给 定 泛 函 指标 式 (9.3-5)，(9.3-15) 或 (9.3r19) 后 是 否 一 定 存在 最 优 控制 函数 
о 从 上 述 讨 论 中 是 得 不 到 答案 的 ， 而 且 象 第 一 节 那 种 不 存在 最 优 控 制 的 情况 是 完全 可 
EREK. MBA E K FIE EE ВИН BRT ZA AOAIE DI RR — IEOH 
究 在 数学 上 是 一 个 困难 的 问题 

其 次 ,在 推导 过 程 中 ， 我 们 对 yG) 的 增 量 8y(z) 未 做 任何 限制 ,只 4 说 它 是 任意 固定 
的 足够 光滑 的 函数 . 这 意味 对 控制 晤 .<(9 的 取 值 不 做 任何 限制 ,如 果 最 优 控制 存在 的 话 ， 
那么 欲 满足 条 件 式 (9.3-14) 或 (9.3-30)，x(z) 可 以 在 实 轴 上 的 任何 处 取 值 。 这 种 情况 有 
时 在 丢 术 问题 中 是 可 以 允许 的 ;有 时 郑 是 不 能 允许 的 .: 当 Сг) 受 限制 时 ,例如 ,在 实际 间 
题 中 如 果 要 求 u] <M, 则 克拉 - 拉 格 朗 日 方程 就 未 必 有 解 。 当 然 ， 如 果 求 出 的 最 优 
控制 函数 满足 限制 条 件 的 话 ,事情 就 简单 了 。 否 则 ,前 述 古典 变 分 法 所 提供 的 方法 就 将 无 
能 为 力 了 ，。 此 时 必须 建立 新 的 理论 ,以 适应 这 种 实际 楼 求 ， 这 将 在 以 后 详细 讨论 ， 
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.前 节 内 我 们 讨论 了 古典 变 分 法 中 的 几 种 特殊 情况 。 那 里 受 控 对 象 的 运动 方程 式 实际 
上 是 多 个 一 阶 或 二 阶 环节 的 联合 。 前 面 曾 提 到 过 另外 一 种 普遍 性 问题 ， 即 系统 的 受 控 运 
动 方程 式 已 给 定 , 须 求 出 满足 给 定 积分 指标 的 最 优 控制 函数 。 为 了 清楚 起 见 ,我 们 再 将 问 
题 的 数学 内 容 叙述 如 下 。 设 受 控 对 象 的 运动 由 下 列 方程 组 所 找 述 : | 

ан. | нии 

7 = fx 0 зн 098) | | 
i= 1, 2, -**, ns r < n, | и (9.4-1) 
受 控 运动 的 质量 指标 是 Е 

= Ñ ВО `. z 3 Uis e. и,)аг, (9.4-2) 
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AP f, В 均 为 诸 自 变 量 的 连续 可 微 函数 ,而 且 不 明显 依赖 于 2 积分 上 限 ARRIR 
由 某 一 初始 状态 到 达 指 定 的 终点 状态 所 需 时 间 。 

设 жх, == (хи, хх, `` хо) 为 受 控 对 象 的 初始 状态 ， X, = (tus Хи» t° "5 ха) 为 终 
点 状态 。 须 求 出 一 个 向 量 控制 函数 ао) = a), 55, 各 (1)), 使 受 控 对 象 自 x, 点 到 达 
х д, НЮ 200 和 а) 的 积分 7 取 极 小 值 , 即 


а 一 | КСВ -а ) de = піп, (9.4-3) 


必须 指 志 该 问题 的 几 个 特点 '. 
Ту 爱 控 对 象 的 两 个 端点 都 假设 为 回填 的 所 谓 最 优 控制 (O 是 指 一 切 将 x, 引 至 
x, 的 控制 三 数 中 ;使 其 在 式 (9.4-3) 意 义 上 是 最 好 的 。 — 

О) Æ :一 0 时 刻 , 受 控 对 象 自 x 出 发 ,到 达 x, 的 时 刻 .2 并 不 固定 。 — 

. (35 BB «(о -的 每 个 分 量 и) 3939 + ОЛЕНИ, 每 一 全 и) 在 每 一 时 
м: ый 只 要 有 界 即 可 ， пажата й, 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 
Ж. 

нче, аот АР. 下 面 的 证 明 方法 不 同 
ЗЕЕ ОУ, 而 杂 用 文献 [22] 中 的 思想 , 用 更 为 直观 的 几何 证 明 .、 
这 种 元 何方 法 还 将 在 下 节 内 应 用 ， 那里 将 讨论 at) зион F AIRE MATETE O 
MR | 
研究 方程 组 9-4 全 17 的 同时 ， Taman 92, HT чо вя 
Apasa 


а ° Sa sans .. =>. | - Е 7 | > (94-4) 


WR ODM (9.4-4》 合 并 后 就 得 到 一 个 由 е 十 1 попаз. певт 
"+ 1848 Схожа ссох), 式 (9.4-1) 和 (9， 4 人 可 隘 合 写成 个 向 量 方程 式 


一 = F (z, a), o= x = ` O, Хо» “°° 2), т. (9. 4-5) 


式 中 Z= Co, xo tto z); Ë = otote ., 12. 最 优 控制 àla) 所 对 应 的 最 优 运动 
和 可 以 合并 为 #, HERE 
2+1 维 空间 的 一 条 有 曲线， 这 条 曲线 自 号 点 出 
， 19: ИА FARK я 点 ,并 使 Ка) БОЁ ME 
с (4-ю. _ 

-应 用 几何 概念 ; 求 最 优 控制 的 问 晒 可 以 转达 
成 如 下 问题 。 对 方程 式 (9.4-5》 须 求 出 一 个 控制 
або) ,使 系统 自 始点 出 发 ,在 某 一 时 刻 =n, 
到 达 平 行 于 x 轴 且 通过 (0, х) AWER LE. 

” 使 交点 я: 的 第 一 个 分 量 x。 达 极 小 值 . 
为 了 寻求 最 优 控制 函数 的 特点 , 现 将 (0) 做 
он. 取 一 个 异 于 а) 的 控制 函数 


图 9.4-1 
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u(i) = {20 + šu, 5 — ебі < t< +< а, (9.4-6) 
lt), 0 < <: Ebt, s За, 

EAN є 为 一 足够 小 的 正 数 ，6 为 任意 正常 数 ,，* 为 小 于 А 的 任意 固定 时 记 ， ѕа ЖЕ 
意 r 维 常 向 量 , 我 们 看 到 ,新 的 ае) 除 在 小 区 间 U — ess] 上 有 了 变化 外 ,在 其 余 时 
刻 均 与 абе) 的 取 值 相 同 。 因 此, 受 控 系统 式 (94-5) 在 . * 一 së: 了 时刻 以 前 的 运动 依然 是 
最 优 的 ,只 在 s— esr 时 刻 开始 偏离 最 优 运动 轨 线 。 当 8 足够 小 时 ,在 这 一 小 区 间 内 系统 
运动 的 偏离 量 可 用 下 列 公 式 算出 : 


人 Fa (0,40) + sa > FEO, 400014 


= | (> oF bua) dz + б,(е, ёа) 
а= 1 а . 


= gôt (> ЕС AGD) ёи, ) + Ole, ди). .. (9.4-7) 
上 式 右 端 之 第 一 项 由 于 用 # RET 20) 所 产生 的 误差 对 e 来 说 将 是 高 阶 无 穷 小 , 并 于 
Dle, и) 内 . 不 难 证 明 。 当 e—0 时 ，lim -0 (2.88) Oce, за) E м jaa|— 0 时 


Осе, ёш) 0, 
Cw 
最 优 运动 轨 线 在 。 s 时 刻 已 经 发 生 了 偏差 。 在。 以 后 ， манна, + 
ZOCOR ë + pa)— EOR Giat ONN “(9.4-8) 
在 “时刻 的 轨 线 偏离 是 e383C:)， 从 微分 方程 的 理论 中 我 们 知道 ， 由 于 小 的 初始 偏差 引起 
ИА ЗЕЕ ЗЕ АБЫ ТАС, ШЕ << а KEA 4900) = в (0 可 
由 下 列 线 性 化 方程 组 求 出 : 


e: — < pB pino, 1, т; $ < < n> | (9.4-9) 
或 写成 向 量 方程 式 
s = 4009, | (9.4-10) 
此 处 
Эл Əh ... 0 
дх, Әх, Әх, 
AG) = | ` w... ....... .... | > 
Ес f, Əla Əl 
Oxo Әх, Ôx, 
其 中 各 系数 是 沿 最 优 轨 线 求 出 的 , 即 - 
ôl: _ да), IO) 
дх. O x, . 


故 它 们 均 为 已 知 的 时 间 z 的 函数 . | 
式 (9.4-9) 或 《9.4-10) 是 一 个 线性 方程 组 , 设 Фа, s) 是 它 的 基本 解 矩 阵 . ВА, Е 


256 第 九 章 . 浇 是 指定 积分 指标 的 控制 系统 设计 


的 解 将 是 . | .. Ë | | 
| 900) =Фа, ONE JE- (9.4-11) 
-现在 研究 在 t 一 去 时 刻 轨 道 偏离 的 情况 .. ВАМ ал 时 有 
SR) = eplan y= OCh sC). o (9.4-12) 
TERRO. ТЖ yG) 的 定义 ,我 们 有 Е 
JCs) == 0:В()би, ` `` А С9.4-13) 


ERIH ВО) XY s x + MERE, ие 
ИН 1 9 „.. 9 | 


BCs) = ыы N | (9.4-14) 


арлат: ,时刻 算出 的 , 即 


Әһ... ЭВ, 5G2) ` 
а; А ди; 


搂 式 (9.4-13) fu (94-12), E e 为 足够 小 的 正 数 。， 为 国定 时 刻 , 于 是 每 一 个 特定 的 
ва 使 对 应 一 个 了)7， 进 而 有 一 个 га). МИ би 在 > "азназар 
JC) 和 га) 也 将 在 z, 点 周围 改变 其 方向 及 大 小 。 一 切 可 能 的 《6aj ER 9-12) 
和 (9.4-43) 梅 成 的 所 有 {5241)} 将 是 一 个 线性 隆 空 间 反 (把 基 夏 成 它们 的 益 标 原点 )。 子 
ОКК Е r. HF ERRED ADREF < НН Г 不 可 能 
МАРЕК. БАЕК 4-630353k3S або) 加 以 改变 , 受 控 标 统 式 (9.4-5) 有 可 
EE БНА s L. ЕЊЕ «СЛ БИКА, ИНН асо 为 最 优 控制 的 扔 定 相 矛 
盾 ; 故 是 不 可 能 的 ， 由 此 可 知 , 当 " 一 ”时 ,天 的 维 数 不 可 能 大 于 = 一 1， 否 则 沿线 了 上 将 
包含 于 其 内 。 

县 然 天 的 维 数 椒 大 于 > Ci r 一 a 时 不 大 于 一 1), 则 存在 一 个 通过 名 点 的 = 一 1 
维 超 平面 P， 它 能 将 玉 和 以 x, 为 始点 的 向 量 z = (—1,0, --., 0) ZARR. Ф, 0 
P 的 与 向 量 z 位 于 同 侧 的 法 向 量 , 称 之 为 P 的 外 法 向 量 ,此 时 不 等 式 
CORNER: (9.4-15) 
对 任何 KO HRU. BBS s > 0，6: > 0， 根 据 式 (9.4-8), 上 式 可 写 为 ü 
CON SCO, Ф) < 0, 
其 中 Z. = Choas Фи» Фи» `` фи 为 非 零 向 量 ， В: Po S, 0. 由 于 内 积 的 特性 有 
(Daa ӯ), фу = (yC), Фа, Әф). (9.4-16) 
再 研究 线性 化 方程 组 (9.4- ЕН: 


ооо оффе в ох ось 


44. -_5) Dhe pa | | I P C9.4-17) 
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或 者 写成 向 量 的 方程 式 


4$ = ET KOLA . (9.4-18) 
dt 


Ф FG, ғ) 是 式 (9.4-18) 的 基本 解 矩 阵 ，F(r, r) 一 .不 难 证 明 , РС, ғ) = СФ, 5)" 
这 个 关系 式 总 成 立 。 这 是 因为 


афф _ dð- Ф + gst аф = 0; 
d a 
故 
“< = —Ф-А()ФФ- = фә Ce). 
将 上 式 两 端 转 置 后 有 


< 一 — A'O, (9.4-19) 
XMT (OUD 是 式 (9.4-18) 的 基本 解 矩 阵 . > dG) 是 式 (9.4-18) 的 一 个 特 
解 , 且 о | 
ФС) = ф, (9.4-20) ` 
此 处 $, 是 前 述 之 外 法 向 量 。 于 是 | 
$, = (P(t, 2$). 
将 上 式 代 和 人 式 (9.4-16) 后 便 有 
CFC), Br, NPE = FCs), PD < 0. 
再 由 式 (9.4-8) 将 УС) 之 值 代 入 上 式 , 便 得 到 最 后 不 等 式 
(FECS), аб) + ва) 一 РСС), BO) BO) < 0, 


或 者 
(РО, ах, BO)) > (РОК, а + ва), $C). (9.4-21) 
еси . 
НС&, $, и) = > „фо. o (9.4-22) 
а=0 р 
”不 难 直接 检查 此 基数 互 与 方程 组 (9.4-57 及 (9.4-187) 的 关系 是 
OH _ dx; . 
= 0,1, ть 
Өф; dt 
OH а, ату 1 _ 
x, = 4; ° t 0,1, s n. (9.4-23) 


函数 互 与 分 析 力 学 中 的 哈密 顿 函 数 的 结构 形式 很 类 似 ， 故 常 称 为 哈密 顿 函 数 。 通 过 函数 
互 可 知 条 件 式 (9.4-21) 等 价 于 下 列 等 式 : | 

НС), ФС), &( D) = etH(š, ФС), (ғ) + ёа). ^ (9.4-24) 
这 就 是 说 ,在 受 控 系 统 的 最 优 运动 轨 线 上 ,在 $ 时 刻 对 任意 足够 小 的 Sa， 最 优 控制 а) 
НЕ. ВЕ, s 是 任意 的 ，0-< < n, 故 条 件 式 (9.4-24) 对 最 优 轨 线 上 除 两 
个 端点 外 的 一 切 点 均 成 立 . 着 函数 LG, 四 对 的 每 个 分 量 каиа, И 
《9.4~24) 还 可 以 写成 | 
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0 ной, Фа), ш) = 0, 
ди; =. 


i= 1,2, r, 0 < < а. (9.4-25) 
上述 讨 论 中 ,我 们 均 假 定 系 统 到 达 终 点 的 时 间 4 已 经 给 定 ,因此 在 推导 上 述 条 件 时 ， 
对 未 做 变化 。 实 际 上 由 于 到 达 端 点 的 人 时间 也 可 以 变化 ,由 变化 还 可 以 求 出 另外 一 个 
最 优 控制 必须 满足 的 必要 条 件 。 现 设 到 达 终 点 的 时 间 不 是 4 而 是 x + Дл, Arn 是 任意 
足够 小 的 正 数 或 负数 。 在 区 间 [0, и + As] 定义 控制 函数 为 
Ål), 0 < :< n, _ 
«0 = G), ни + ДА, . (9420) 
由 于 终端 时 刻 的 变化 而 产生 的 增 量 оС) 同样 应 满足 条 件 式 (9.4- 1598p 
GEOFF &(z,)2)Az,, 4) < < 0, | 
HF- An 是 任意 的 ,其 符号 可 正 可 负 , 故 上 式 只 有 在 左 端 为 零 时 才能 成 立 .。 因此 , 可 以 断 
言 在 n 时刻 有 . | о Е 
| на), Фа), ва) = FG), аа), Фа) = 0. (9.4-27) 
但 是 ， 根据 关系 式 (9. 4-22) 可 以 算出 当 总 (z) 为 固定 时 


ан (47,3) + (®, №) 
- ( & $) +, аф) 


=, 1009) F, аф) 
= 0, 
此 处 AG) 为 式 (9.4-10) 中 的 方 阵 . енисе ваа Вн ВН, 
н(е), $), @(0)) = cont, 0 < £ А, 
由 式 (g4- 27381 H) =-0, МАЯ 
на), $G), a) =o, 0 < < x. (9.4-27”) 
| 这 样 我 们 就 得 到 了 一 套 完整 的 最 优 控制 应 该 满足 的 必要 条 件 . 现 将 这 些 条 件 集中 写 
出 


TEIGA i ль itga 
5(0) = (0, х, Xp `" "5 ха), 
xC) = (жи янь "5 х.з 


40. – > А. Pas чь 0,1, etn 


ён 

Ba 9° 15 з 2, `°, r; _ | . 

H=0 ` (9.4-28) 
“az meta «ВИННИ, H x, 点 至 х ХОШИМИ Е, В 

А-З ФК»), 57, akz)， 后 者 是 式 (%.428) 中 第 二 组 方程 式 的 解 , 使 哈 


密 顿 函数 五 在 每 一 时 刻 对 变量 а КВИП НЕКИЕ НТ, 


“su sana ananas ananaw anasu asss - 


5 а Tri 


rm 
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现 分 析 一 下 必要 条 件 式 (9.4-28) 的 结构 。 首 先 ,由 于 各 f; 中 不 含 x0, 故 
do 
< = 0, фо == const, фо < 0. 

这 里 的 第 三 个 条 件 是 由 于 一 切 ам) 所 构成 的 子 空间 玉 不 包含 向 量 = = (—1,0,- …， 
0)。 其 次 , 式 (9.4-28) 内 共 含 有 21 + r + 2 个 未 知 函 数 和 一 个 未 知 数 л, МН 22 十 
r + 3 个 未 知 因素 ， 而 恰恰 有 22 + r + 3 个 方程 式 , 若 最 优 控制 存在 的 话 , 可 以 由 式 
(9.4-28) 求 出 。 式 (9.4-28) 内 包括 了 22 十 2 个 微分 方程 式 ， 其 它 + 十 1 个 方程 式 是 代 
数 方程 。 为 了 解 两 组 微分 方程 式 必须 有 -2xn 十 2 个 边界 条 件 。 实 际 上 我 们 只 有 20 +1 
个 边界 条 件 , 因 为 (+) 的 终点 值 (最 优 值 ) 是 未 知 的 。 看 起 来 ,似乎 还 缺少 一 个 条 件 。 事 
实 上 ,由 于 对 多 的 方程 组 是 线性 齐 次 的 ,初始 条 件 只 能 准确 到 某 一 常数 公 因 子 , 故 对 它 的 
求解 只 需要 有 ”个 初始 条 件 就 够 了 .此 外 , 还 有 一 个 初始 条 件 应 由 式 (9.4-2727 在 上 一 0 
时 确定 ,所 以 实际 上 只 须 有 2 个 初始 条 件 就 能 求 出 两 组 微分 方程 的 解 。 剩 下 的 一 个 边界 
条 件 恰好 留 给 a。 因 此 , 式 (9.4-287 中 不 仅 方程 式 的 个 数 是 足够 的 ,而 且 边 界 条 件 也 恰 满 
足 需要 . 正 由 于 这 个 理由 ,我 们 说 式 (9.4-28) 给 出 了 求 最 优 控制 所 必须 的 完整 条 件 . IN 
此 ,我 们 称 式 (9.4-28) 为 决定 最 优 控制 的 标准 方程 组 . 

但 是 ,还 应 该 注意 到 ， 如果 式 《9.4-28) 只 有 一 个 孤立 的 解 , 它 连 接 x, 和 和 所 ,那么 它 就 
是 唯一 的 最 优 运 动 和 最 优 控 制 。 如 果 满 足 式 (9.4-28 ) 的 控制 和 运动 不 只 一 个 , 而 有 很 多 
个 , 则 在 这 些 运动 中 仍 有 必要 加 以 选择 .这 就 是 说 , 条 件 式 (9.4-28) 仅 仅 是 最 优 控制 和 最 
优 运动 的 必要 条 件 .。 满足 式 (9.4-28) 的 控制 函数 不 能 保证 都 是 最 优 的 。 还 有 一 种 情况 可 
能 是 不 存在 式 C9.4-28) 能 够 使 受 控 系 统 自 хо 点 出 发 到 达 和 点 的 解 , 此 时 最 优 控制 将 不 存 
在 。 如 果 满 足 式 (9.4-28) 的 解 有 很 多 个 ,每 一 个 都 使 xe = J = min, 这 时 最 优 控制 将 不 唯 
一 > 在 设计 实际 系统 时 可 任 选 其 中 的 一 个 加 以 实现 . 
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在 实际 问题 中 , 除 预 先 给 定 控制 过 程 的 积分 指标 外 ,还 可 能 提出 某 些 关于 受 控 对 象 输 
出 座 标 的 限制 条 件 。 例 如 第 9.2 节 中 喷气 发 动机 的 工作 过 程 中 , 常 要 求 对 发 动机 温度 进 
行 限 制 。 这 种 限制 也 往往 是 以 积分 形式 给 定 的 ,例如 要 求 控制 过 程 满足 条 件 


J = F #(х, и): <}, . | (9.5-1) 
А . 


Hh: 为 某 一 给 定常 数 。 这 样 必须 在 使 受 控 对 象 式 (9.4-1) НУ ж 引 至 x, HAE 
条 件 《9.5-1) 的 一 切 控制 中 寻求 使 式 C9.4~-2) 达 极 小 值 的 控制 函数 一 一 条 件 最 优 控 制 函 数 
uG). ° 

如 果 设 计 控 制 系统 时 先 不 考虑 式 (9.5-1) 的 限制 条 件 ,而 直接 解 方 程 组 (9.4-28), 这 样 
求 出 的 a) 和 x(z)， 必 须 再 代入 (9.5-1), 检查 该 条 件 是 否 被 满足 。 自 然 , 这 时 有 两 种 
可 能 : 由 式 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控 制 满足 条 件 式 (9.5-1), 此 时 限制 条 件 式 (9.5-1) 不 改变 
前 述 的 设计 结果 ; 另 一 种 可 能 是 由 式 (9.4-28? 求 出 的 最 优 控制 不 满足 条 件 式 (9.5-17;, 此 时 
就 不 能 按 原来 的 计算 进行 设计 了 ，, 而 要 寻求 满足 式 (9.5-17 的 新 的 条 件 最 优 控 制 . БР 
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种 情况 中 ,对 设计 者 有 意义 的 是 第 二 种 ,因此 当 由 式 694-28) 求 出 的 最 优 控制 不 满足 式 
(9.5-1) 时 ,我 们 有 理由 在 式 (9.5-1) 内 取 等 号 ,即将 式 (9.5-1) 改 写成 条 件 


Л = 人 glx, mdt = l, | (9.5-2) 


用 类 似 前 节 的 方法 可 以 证 明 中 如 果 AO 和 O 是 满足 条 件 式 C9.5-2) 的 自 x 点 
JE x, 点 的 最 优 控 制 , 如果 它们 不 是 J 的 极 值 函 数 , 则 必 存 在 一 个 常数 4, 使 AO 和 
20) 成 为 满足 下 列 积分 泛 函 指标 的 最 优 控制 : | 


= |" Табе, a+ gx s) z = min, (9.5-3) 


以 新 的 积分 指标 式 C9.5-3) 代 替 原 积分 式 (9.4-2) 后 , 依然 可 以 利用 标准 方程 组 C9.4-28) 求 
出 条 件 最 优 控制 。 此 时 又 多 了 一 个 未 知 常数 2. 但是。 为 了 求 我 们 却 又 多 了 一 个 条 件 
式 (9.5-2)。 于 是 ,如 果 条 件 最 优 控制 函数 存在 的 话 ， 由 式 (9.4-28);(9.5-2)。(9.5-37 有 和 希 
望 将 它 求 出 . 

作为 例子 ,我 们 继续 研究 第 9.2 节 中 曾经 介绍 过 的 喷气 发 动机 的 过 程控 制 问 题 ,并 对 
发 动机 输入 至 轮机 的 工作 物体 的 温度 加 以 限制 .根据 式 (9.2-4) 和 (9.2~5), 当 控 制 速度 
时 , 若 只 把 旋转 速度 误差 看 作 是 最 重要 的 因素 ,控制 准则 就 变 成 

| f КМ — N,)dt = min, (9.5-4) 
于 是 ,由 方程 (9. 3-13) 的 控制 条 件 可 以 简单 地 给 出 等 式 

АСМ — N) = 0, 
由 于 f, 的 性 质 ,我 人 及 一 N,， 这 个 结果 表示 : 在 发 动机 的 性 能 没有 要 到 其 它 它 限制 条 
НЯ, анча назе, 然而 只 有 允许 温度 无 限 升 高 , 才 可 
能 实际 达到 上 述 要求 。 这 个 结果 和 前 面 的 方程 (9.3-13) 前 后 不 一 致 ,在 那个 方程 里 ，Y 并 
不 是 一 个 时 间 的 不 连续 的 函数 。 这 个 例子 是 一 般 问 题 的 一 种 显然 情形 . 但 是 这 个 结果 指 

出 必须 附带 有 另外 的 准则 才能 给 出 实际 上 有 意义 的 系统 ， 

设 工 表示 发 动机 工作 温度 的 瞬时 值 , 根据 式 (9.2-4) 内 的 温度 限制 表达 式 ,对 温度 的 
限制 条 件 可 写成 
| л f Һс). = (9.5-5) 


现在 假设 在 速度 控制 问题 中 把 条 件 式 《9.5-4) 和 C9.5-5) 合并 考虑 ， 根 据 本 节 内 前 面 
的 讨论 可 以 写成 一 个 类 似 式 (9 5-3) 的 积分 指标 : 


x= f АСМ — N.) + Ta = min, | (9.5-6) 


所 以 Е = (М — N) 十 WA《T)。 由 于 利用 了 方程 (9.2-5), 方 程 (9.3-13) 变 成 
MCN — N,),+ АВСТ) = дат МЬСТ). (9.5-7) 
这 是 过 渡 过 程 的 控制 方程 。 当 过 渡 过 程 终 止 时 ,理想 的 稳定 装置 发 生 作 用 ,所 以 就 有 
N »= N,, | . 
| № = 0. : (9.5-8) 
方程 (9.5-77 和 (9.5-3) 描 写 出 整个 控制 系统 的 性 质 。 我 们 可 以 设想 ;有 一 架 计 算 机 安装 在 
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系统 里 , 它 由 测量 机 构 获得 有 关 N 和 了 的 资料 ,贮藏 有 1， ea, 和 r 的 资料 ,以 及 燃料 速度 和 
N, T 之 间 的 联系 ,然后 根据 方程 (9.5-7), 产 生 适 当 的 燃料 喷射 率 的 信号 ， 当 和 即将 到 达 
М, 时 ,稳定 机 构 参 与 作用 ,所 以 过 渡 过 程 终止 时 方程 (9.5-8) 自 然 满足 ， 一 般 说 来 ,控制 方 
程 (9.5-7) 是 非 线性 方程 ,计算 机 不 可 能 是 线性 元 件 ,不 像 简 单 的 电阻 电容 线路 那样 . 

作为 一 个 例子 ,考虑 下 述 情 况 , 当 T > L, hF, PCT) = СТ — Г", 4 T < L, Н, 
PCT) = (L, — Т)", 通常 ,次 数 # 必须 大 于 И, 因为 如 果 a< 1, T 可 以 是 无 限 大 ,这 样 
即使 积分 


[са 


是 有 限 的 ,将 使 N 不 连续 ,这 不 符合 实际 情况 .在 讨论 中 , 令 # = 2, 并 且 令 AN 一 М) 
(N 一 NJ)。 所 以 我 们 又 以 对 于 给 定 值 所 发 生 的 平均 平方 误差 作为 误差 的 量度 ,于 是 方程 
(9.5-7) 变 成 

N= №2 + (L — ам» = ачаа, (9.5-9) 
在 这 个 式 子 里 : 对 加 速度 的 情形 , 即 当 N < М, 时 ， 

№ >0, L= Lz; 
对 减速 度 的 情形 , 即 当 N > N, 时 有 
Ñ<0, L= L,. 

此 时 ,控制 系统 的 方块 图 可 用 图 9.5-1 表示 如 下 : 


图 9.5-1 


N, 是 真正 的 发 动机 速度 ,假定 我 们 考虑 减速 度 的 情况 ，N 之 N.。 ЭЗЕН, М.—Л, 
是 正 的 ,所 以 计算 机 和 发 动机 伺服 系统 之 间 的 开关 闭合 ,计算 机 发 出 信号 .计算 机 根据 方 
程 (9.5~9) 产生 信号 arN。 在 图 9.5-1 中 用 一 个 直角 三 角形 边 长 的 关系 描写 信号 之 间 的 
联系 .发 动机 伺服 控制 系统 要 设计 得 使 发 动机 尽 可 能 服从 计算 机 所 发 出 的 信号 azrN。 这 
只 要 利用 图 中 所 表示 的 放大 系数 很 高 的 线路 就 可 以 达到 目的 。 当 速度 误差 的 值 变 得 非常 
小 的 时 候 ,计算 机 就 停止 发 出 信号 ,于 是 系统 的 稳定 装置 将 保证 系统 保持 指定 速度 N,, 而 
处 于 稳定 状态 ,于 是 系统 满足 方程 (9.5-8) 的 条 件 . 

控制 系统 里 有 一 个 可 调整 的 参数 1。 对 于 任意 一 个 给 定 的 2 和 得 到 的 超 温 积 分 来 
说 ,这 个 系统 将 会 使 速率 误差 平方 的 积分 取 极 小 值 . 2 的 值 确定 超 温 积分 的 值 式 (9.5-6)， 
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RER «№, = L 这 一 特殊 情况 , 那 就 是 , 与 温度 的 限制 相 适应 的 加 速度 或 减速 度 是 服 
从 方程 (9.2-5) 的 ， 有 兴趣 地 注意 到 ,在 这 个 特殊 例子 里 ,根据 方程 69.5-92 的 控制 条 件 , 当 
N = М, 时 , 太一 0， 所 以 并 不 需要 一 个 额外 的 稳定 装置 ,图 (9.5~1) 中 控制 系 绕 里 的 开光 
CTEM. 在 这 一 特殊 情况 下 ,方程 (9.5-9) 变 成 线性 的 ,可 以 写成 


E(L — aN) = а, | С9.5-10) 

其 中 
1 2 а 
Е = -ti + 7. (9.5-119 


更 在 那些 积分 可 以 很 容易 的 计算 出 来 ， 例如 ， 温度 积分 是 
i N CT- Lya ~ N GN — Би 
= (E — ID: f (L — муа 
= (E — 1)? Ñ (N, — NYdt 
= aš — 2 Ns — |, AN 
a(E — 1) |. см, — №4 


sp ту (№ (N, = муам 
Е — 1) k Ез(М, =N) 


> (№ 了 TND | 


- 5 ер (L амф, 


E- — 11 


= agar ~ 一 一 -一 


于 是 得 到 
工人 GZ 一 也 7 (Е — 13 ' _ 
! т |. (LO ND Е 2 `: (9.5-12) 
其 中 N, залалдан. нта 


SP гта) 47: (9.5-13) 
Т шах — == — = 
Е | Й | Бан. Е 1. | (9.5-14) 
从 方程 (9$-10? 我 们 有 | 
с Ев(М, — №) = ат М. 
4 `. 
| занижения г* ЖЖ, 
МА _ (9.5-15) 


Е ; ' 
这 些 方程 的 左 端 已 经 化 成 无 量 纲 的 形式 了 。 最 高 湿度 :Tue 是 过 渡 过 程 开始 时 的 温度 . 
- 当 E = YG = оо) 时 ,这 时候 温度 不 超出 ,这 与 我 们 前 画 的 叙述 相符 : 28 A — oo 
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时 ,表示 超 温 的 积分 等 于 零 . 速率 积分 等 于 0.5， 并 且 т = 2, ШЕМА СА Ж 
小 ), 温 度 积分 和 最 高 温度 增 大 ,而 速度 积分 和 时 闻 常 数 碱 小 .可 以 取 V 2 为 E 的 一 个 折 
ЗН, 或 者 a = 1， 只 要 把 E 或 者 4 的 值 给 定 , 控制 计算 机 的 程序 也 就 确定 了 , 于 是 可 
以 进行 控制 系统 的 设计 工作 . 

对 于 方程 (9.5-9) 的 普遍 情形 ,积分 值 计算 起 来 非常 麻烦 ,但 是 可 以 采用 同样 的 步骤 
А ие 那 就 是 求 出 * 的 函数 
Nia. 但 是 我 们 在 这 里 对 于 控制 系统 的 设计 并 不 着 重 在 求 得 这 种 解 . 控制 系统 的 全 部 资料 
由 方程 (9.5-10) 本 身 给 出 , 因为 这 个 方程 已 经 告诉 我 们 应 该 如 何 构造 控制 计算 机 ， 如 果 
根据 那些 条 件 做 出 计算 机 ， 于 是 就 能 保证 得 到 希望 的 性 能 ，N 对 于 时 间 的 具体 变化 情况 
倒 并 不 重要 . 因此 我 们 的 设计 方法 与 其 说 是 根据 假设 的 方程 的 解 去 进行 设计 ， 倒 不 如 说 
是 “设计 ” 非 线性 方程 本 身 . 
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前 面 数 节 内 所 讨论 的 最 优 控制 问题 都 基于 一 个 重要 假定 :控制 函数 u) 的 取 值 范 
围 事先 不 受 任何 限制 . 按 方程 组 (9.4-28) 求 出 的 最 优 控制 函数 Со) = ae), ---, а) 
可 以 在 r 维 空间 的 任何 地 方 取 值 。 我 们 曾经 指出 过 ， 控 制 量 a 的 取 值 在 绝 大 多 数 情况 下 
总 是 受 限制 的 。 控 制 量 的 变化 只 能 在 预先 确定 的 范围 内 取 值 。 而 古典 变 分 法 的 理论 中 其 
主要 方法 的 证 明和 主要 结论 实质 上 都 没有 充分 地 ， 或 完全 没有 考虑 这 种 限制 条 件 。 为 了 
确切 地 反映 这 一 基本 事实 ， 古 典 变 分 法 的 理论 和 方法 就 难于 直接 采用 。 这 里 需要 有 另外 
一 种 研究 方法 ,以 使 古典 变 分 法 的 应 用 范围 得 以 改进 ,使 之 更 适合 于 实际 控制 问题 的 基本 
特点 . 

值得 指出 的 是 ， 这 种 附加 的 控制 系统 特有 的 限制 条 件 。 匹 论 在 实际 技术 问题 中 或 在 
理论 上 都 使 得 最 优 问题 与 古典 变 分 法 内 所 研究 的 问题 具有 本 质 上 的 不 同 。 例 如 在 古典 变 
分 法 的 意义 上 并 不 存在 最 优 解 的 时 候 ,考虑 了 限制 条 件 后 , 最 优 解 就 不 仅 存在 , 而 且 还 具 
有 重要 的 实际 意义 。 举 例 来 说 , Ех, у 平面 上 有 一 条 光滑 曲线 у 一 Hz) ， 如 果 此 曲线 
在 全 平面 内 确实 有 极 小 值 存在 ,那么 用 求 极 值 的 古典 方法 可 以 求 出 极 值 及 其 对 应 的 横 座 
标 x。 但 是 , 当 * 的 取 值 范围 受 限 制 时 ,如 a < x < >, 该 函数 f(x) 在 此 区 间 内 可 能 没有 
极 值 ， 而 最 小 值 却 总 是 存在 的 。 此 时 古典 方法 就 完全 无 能 为 力 了 。 本 章 初 我 们 曾 讨论 过 
的 物体 运动 一 例 中 , 按 古 典 变 分 法 的 提 法 ( 即 图 9.1-1 中 FG) 不 受 限 制 的 情况 ) 最 速 控制 
是 不 存在 的 ， 但 当 作用 力 F(z) 的 取 值 受 限制 时 , 如 0 < ¿< РС < 4， 最 优 控 制 就 丰 
在 了 。 这 一 点 读者 不 难 从 简单 的 物理 概念 中 推 知 。 

总 之 ， 本 节 内 我 们 将 介绍 控制 量 受 限制 时 的 最 优 控 制 的 设计 问题 ， 设 受 控 对 象 的 运 
动 方程 依然 为 式 (9.4-1), 性 能 指标 为 式 (%.4-2) 型 的 积分 泛 函 .控制 量 a 的 取 值 范围 假定 
为 > 维 空间 的 某 一 点 集 U, 后 者 可 能 是 一 个 区 域 ,例如 由 下 列 不 等 式 组 所 确定 

gilt, ust, и.) 530, 1=1,2, m, (9.6-1) 
ВЕЕРА; | . 
j| SM, i= 1,2, +++, r; (9.6-2) 
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或 者 只 包含 几 个 孤立 点 和 线 。 例 如 , 若 控制 器 是 由 数 个 双 极 继电器 组 成 的 ,那么 控制 量 的 
每 个 分 量 w 只 可 能 取 值 十 M ， 此 时 点 集 忆 只 含有 ЛИГА. 54 r 一 工时 , 控制 量 只 
ERAMA: +M 或 一 M ，M 为 某 一 给 定 的 正 数 ， 

在 这 种 特定 条 件 下 讨论 的 最 优 控制 问题 是 由 庞 特 里 亚 金 СПонтрягин) 及 其 学 生 们 
完成 的 外。 这 里 仅 限于 令 述 他 们 的 基本 方法 和 此 方法 的 几何 意义 。 最 后 我 们 将 指出 这 种 
方法 与 前 述 古 典 变 分 法 之 间 的 联系 . 

如 果 控 制 函数 aG) 在 任何 时 刻 均 取 值 于 ,而 且 它 的 每 一 分 量 ul), = 1, 2 
.…。r，. 都 是 逐 息 连 续 的 函数 ,在 任何 有 限时 间 内 只 可 能 有 有 限 个 第 一 类 断 续 点 , 则 称 这 
-类 а) 为 可 准 控制 0"， 控 制 量 的 取 秆 域 忆 是 r 维 空间 的 任意 点 集 ， 它 也 可 以 是 全 空间 ， 
此 时 间 题 将 与 古典 变 分 法 的 命题 一 致 ， 以 局 我 们 将 假定 控制 量 的 值 域 U 已 被 给 定 . 

与 前 节 类 似 ,对 受 控 对 象 式 (9.4-1) 引 进 一 个 新 的 座 标 xo xG == ЈС), Mi 

fi = јуху диз Mis 5 Bp). 
于 是 式 (9.4-1) 和 (9. кузаи леа n 十 1 个 一 阶 方程 式 的 方程 组 ,将 它 写成 向 
最 形式 


= f (g, u), x(0) 一 <, x). ©. 6-3) 


AH f= Chos ho eey fa)s 3 == (zo xu .. “> ta). 设 受 控 对 象 的 终 点 条 件 x=, хаз 
za xuw) 已 经 给 定 . 所 谓 最 优 控制 是 指 在 一 切 可 淮 控制 中 寻求 使 受 控 对 象 自 x 到 达 
x 并 便 为 达 极 小 值 的 控制 函数 这 一 问题 的 几何 意义 如 图 9.4-1 ВЕ. 这 与 前 节 内 的 古 
典 网 题 的 提 法 不 同 点 在 于 ， 这 里 的 控制 函数 必须 在 可 准 函 数 的 范围 内 园 取 ， й а(г) 的 取 
值 不 能 是 任意 的 . 

为 了 叙述 最 优 控 制 所 应 满足 的 (必要 ) 条 件 , 与 前 节 的 讨论 类 似 ， 引进 一 组 ” 十 1 维 向 
E= LOL: CIOTEN O TEET TOE 假定 它们 是 下 列 方程 组 的 解 ; 


r -2 а Pas i=0, 1, 2, e (9 6-4) 
muwkwqawan H, | . | я 
нафа) = @, Рае, в) = £ oj (9.6-5) 
上 式 内 用 (я, Ëy) ВТ = + 1 纹 向 量 的 数量 各 +E, 式 (9. 6-3) 和 (9 6-4) 可 以 通过 
函数 球 号 成 哈密 顿 方程 组 : 
d ӘН ; Fee | .6- 
Р Әф” 0,1,2, л, | (9:6 6) 
dhi OH j m | - 
и! 0, 1,2, epa, 《9.6-7) 


WF aG) 已 经 给 定 , 则 #(z) 可 从 式 (9. 6-3) 中 求 出 ， FERO. 6-47 的 谱系 数 就 成 为 已 知 


D 在 文献 2 中 作者 研究 了 更 为 广泛 的 可 准 控制 关 , 即 aG) ЖИ. ТЗ БИ, ZERRE 
ЕН. | 
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的 时 间 函 数 了 ，$(:) 将 是 这 个 线性 方程 组 的 解 . 

文献 [22] 证 明了 下 列 事实 : 设 а) 和 # 分 别 是 式 (9.6-3) 的 最 优 控制 和 最 优 运动 ， 
r 是 最 优 运动 自 я, 点 到 达 x, 点 的 时 间 , 则 ас) 必 满 足下 列 条 件 : 即 存在 式 (9.6-4) 的 
FE фс, E FARRER: 

С) 哈密 顿 函 数 态 沿 最 优 运动 轨迹 AO EEN A а 取 极 大 值 , 即 

HÈ), $0), #8) 一 тах (ФО, РСФ, ш)), 
OE а, (9.6-8) 
(2) 沿 最 优 运动 的 轨 线 上 pG) = const <0, H 
НОК), ÈC), #00) = 0,0 <; < а. (9.6-9) 

这 就 是 著名 的 关于 最 优 控制 的 极 大 值 原理 . 

表面 上 看 来 ,上 述 两 个 条 件 与 前 节 的 古典 问题 的 必要 条 件 式 (9.4-28) 郑 为 类 似 , 差别 
仅 在 于 式 (9.4-24) 是 “ 极 值 条 件 ”, 式 (9.6-8) 则 是 “条 件 最 大 值 ”， 换 言 之 , A (9.4-24) 中 
HH 在 一 切 ви 中 取 极 值 ， 而 式 (9.6-8) 中 三 在 ue U 中 取 最 大 值 ， 这 一 点 绝 不 仅 是 字面 上 
的 差别 ,而 反映 了 一 种 深刻 的 质 的 变化 . 

关于 极 大 值 原理 的 详细 证 明 读者 可 参阅 专著 [22]， 这 里 我 们 仅 指出 它 与 前 节 的 讨论 
中 有 本 质 性 差别 的 地 方 。 前 节 内 我 们 证 明 极 值 条 件 式 (9.4-24) 时 , 利用 了 一 个 基本 事实 ， 
即 由 于 ša 的 各 种 变化 所 引起 的 最 优 执 线 构成 一 个 线性 子 空间 К. 后 者 的 线性 是 由 于 最 
优 控制 的 变化 да 所 引起 的 最 优 轨 线 的 末端 变化 C) 对 ди 是 线性 关系 。 由 于 对 га 
无 任何 限制 , 故 G) 构成 一 个 线性 集合 ， 而 在 sa 受 限制 的 情况 下 , 如 果 最 优 控制 函 
№ або) 的 取 值 完 全 位 于 忌 的 内 部 , 则 前 节 内 所 述 之 证 明 方法 在 这 里 依然 可 以 采用 ,此 时 
条 件 式 (9.6-8) 和 (9.4-24) 将 完全 重合 ， 但 是 , 当 最 优 控制 а 的 取 值 位 于 局 的 边界 时 ， 
前 述 的 证 明 方法 就 完全 无 效 了 ,因为 此 时 ja 不 能 任意 取 值 , 否 则 (2) + да 可 能 超出 U 
的 限制 范围 , 变 成 为 不 可 准许 的 控制 函数 了 .文献 [22] 的 作者 们 .利用 一 种 独特 型 的 变 
分 方法 构造 了 一 种 关于 k) 的 变 分 集合 ， 并 证 明了 由 于 这 种 特殊 的 变 分 所 造成 的 最 优 
轨 线 的 末端 偏离 T) 的 全 体 构 成 的 集合 是 一 个 凸 锥 体 K， 而 不 是 一 个 线性 子 空间 . 
以 ж ЖЕНИ == (1,0, ...,0) 必然 处 于 此 凸 锥 体 的 外 部 。 这 样 , 就 可 以 建 
立 一 个 超 平面 ,使 向 量 z 与 凸 锥 体 玉 位 于 此 超 平面 的 两 侧 , $ 是 此 超 平面 的 外 法 向 量 , 即 
它 与 天 不 在 超 平面 的 同 侧 。 除 此 而 外 的 其 它 证 明 过 程 与 前 节 所 述 的 基本 思想 是 相同 的 . 

以 后 我 们 还 将 利用 极 大 值 原 理 去 解决 一 类 具体 问题. 
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前 面 几 节 讨 论 的 问题 都 是 关于 受 控 对 象 自 某 一 给 定 初始 状态 到 达 另 外 一 个 固定 的 端 
点 状态 的 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 ， 我 们 曾经 指出 ,无 论 控 制 量 а) 的 取 值 是 否 受 
到 限制 ,在 最 优 控制 确实 存在 的 情况 下 ,只 要 方程 (9.4-28) 和 (C9.6-8) 给 出 足够 的 方程 式 个 . 
数 ,就 可 以 求 出 最 优 运 动 的 一 切 未 知 变 量 和 未 知 常量 . 

在 实际 技术 问题 中 常 有 另外 一 种 情况 ,就 是 运动 的 端点 并 不 完全 固定 ,而 仅 需 满足 某 
些 较为 “不 严 ” 的 限制 条 件 。 例 如 ， 对 受 控 对 象 的 终点 状态 只 有 局 部 限制 : 某 几 个 座 标 分 
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量 的 状态 为 给 定 , 而 另 一 种 分 座 标 则 是 任意 的 。、 用 多 维 空 间 的 几何 术语 来 讲 ,终点 状态 不 
是 相 空 间 内 的 某 一 个 固定 点 ,而 是 一 个 维 数 小 于 * ДОА НАТЕ, 终点 状态 , РЕНН 
В; 应 该 位 于 此 超 曲 面 上 ， 此 时 前 面 得 到 的 最 优 控 制 所 应 满足 的 条 件 就 不 能 充分 决 
定 最 优 控制 函数 了 ,因为 这 超 曲 上 的 点 有 无 穷 多 个 ,究竟 这 些 点 中 那 一 个 点 从 损耗 最 小 的 
意义 上 来 看 是 系统 理想 的 终端 状态 昵 ? КЖ ЕЕК ТИХ 
要 求 位 于 某 一 超 曲 面 上 、 总 之 ， 这 奖 问 题 可 以 叙述 如 下 .- 在 * 维 相 空间 内 给 定 两 个 维 数 
ЖЖ в 一 1 维 的 超 曲 面 S 和 s,, 它们 互 不 相交 . 要 求 找 出 S, 和 s, ЕК же S, 
和 x€ S, 使 自 х 至 x, 点 的 最 优 控制 就 是 自 超 曲面 ,3: 至 超 曲 面 5; 的 最 优 控制 .这 
里 实际 上 包含 了 三 个 问题 。 求 出 S, ЕЮ х, EARRA 5, 的 最 优 控制 比 自 S: 上 
任何 其 它 点 到 达 S, 的 最 优 控制 还 要 好 ， 也 就 是 在 很 多 最 优 控制 中 求 更 优 者 :其次 要 求 出 
а АТАНА s, 的 最 优 控制 函数 ;最 后 还 须 求 出 8: ав, 
设 受 控 对 象 的 运动 方程 依然 是 式 (9 4-г), 


dzi ть 5 x 2.5 t> ** и) 


4 
i=l, 25 ` п. 


受挫 运动 的 质量 指标 是 式 (9 4-2), 


- о. z = = Ñ Cas x29 ' Fes wis neeg uydi, Е р 

系统 的 初始 状态 位 于 初 者 起 曲面 5, 上 :后 者 由 方程 式 

| С Иль тж, = ` Хх Е 97-1) 

этих. „ЖАЙ зант 5, 上 , 它 由 方程 式 。 ‘ ` 
Є ЕЭ; 一 0 《9. 7-2) 


决定 . кА S, Ж s, вн АНИ Же S, 和 xie 5, KHÉ 
x Ех 的 最 优 控 制 ,然后 再 抽出 最 好 的 给 点 和 终点 这 样 便 得 到 一 个 三 重 最 优 问 是 tij 
写成 | 
| хо = J == min min =. Жк. 


х,65, мых, а 


Wat.ikSiktammamisaqsa. е 
”在 未 开始 讨论 这 些 附加 条 件 以 前 ， Н FPI 加 果 理想 的 六 点 ъй 4 
已 经 找到 ， 那 么 最 优 控 制 问题 就 变 为 前 面 已 经 详细 讨论 过 的 自 固定 点 至 固定 点 的 最 优 控 
制 问题 .在 受 控 量 不 受 限制 时 最 优 控 制 函数 必须 满足 条 件 式 ,(9.4-28)， 而 在 控制 量 受 限 
制 时 则 应 满足 条 件 式 (9.6-8)。 因此, 前 节 内 得 到 的 结果 依然 适用 于 本 节 初 提出 的 问题 . 
为 了 讨论 简单 ,我 们 假定 决定 起 曲面 5, 和 S, 的 方程 式 (9.7-1) 和 《9.7-2) 中 的 函数 
Сә), аба) 为 连续 可 微 函数 , 即 它们 所 消 定 的 超 曲 面 是 光滑 的 . 在 其 上 的 每 一 点 都 有 一 
次 偏 导 数 存在 ， 且 梯 度 向 量 


вайн) = (5, ðk ... h 


Әх”. дх, ° ” Bx, 
75 = (96, 51 ах” .... ёе) > 0. 


jso 
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换言之 , 梯度 向 量 处 处 不 为 零 向 量 , 即 曲面 上 没有 奇 点 . 此 外 还 假定 超 曲 面 St 和 5; 都 是 
n 一 工 维 的 .关于 维 数 的 假定 并 不 是 完全 必要 的 ,只 是 为 了 讨论 方便 而 已 。 

先 讨 论 控制 量 不 受 限 制 的 情况 ， 现 假定 S. 上 的 № 已 经 找到 ,来 研究 s, 上 的 理想 端 
点 名 应 该 满足 什么 条 件 。 从 第 9.5 节 中 我 们 已 经 知道 , 如 果 а ЖН № 点 到 达 2, 
的 最 优 控制 ,在 最 优 运动 的 中 间 任 一 时 刻 т, 0 < т < 已 对 最 优 控制 函数 а 做 一 系列 
的 微小 变化 (8а), ЛЕВИН +O) 所 产生 的 偏离 (SzG)) 的 全 体 构成 一 个 线 
性 子 空间 天 ， 它 的 维 数 不 超 过 *。 在 ”十 1 维 空间 内 通过 2 点 所 做 的 平行 于 хь 轴 的 
直线 L (图 9.4-1) 绝 不 会 包含 在 于 空间 K 的 内 部 ， n 维 相 空 间 内 超 曲 面 S; #E n + 1 # 
Наа 5, ERZ 是 此 柱 面 的 一 条 基线 ， 从 几何 结 构 上 可 以 推 知 ， 车 过 
š, 点 做 此 柱 面 的 切 平面 P， 它 的 方程 式 应 该 是 


удз — (Фи — xi) = (grd g), А — Ж) = 0, (9.7-3) 
i=0 ОХ; 
式 中 ` 
эко = (s A oo BL, 


是 切 平面 P 的 法 向 量 ， 由 于 š EH $ 到 达 s, 的 最 优 端点 。 故 切 平面 以 + 为 中 心 的 
邻 域 不 可 能 包含 于 子 空间 K 的 内 部 ,否则 将 存在 一 种 式 (9.4-6) 形 的 控制 , 使 轨 线 端点 的 
第 一 个 座 标 小 于 知 。 这 与 最 优 的 假定 相 矛 盾 。 于 是 ,过 己 上 垂直 于 zx 轴 的 直线 可 做 一 个 
超 平 面 P， 使 S 的 下 半 部 与 完全 隔 开 ， 因 而 P 的 法 向 量 必然 是 {Jo, gada). E 
复 前 面 的 讨论 ,可 以 得 到 如 下 结论 : 决定 最 优 控 制 的 向 量 函数 ФСО 在 轨 线 末端 应 与 P' E 
É. но, Фо) 在 末端 的 方向 应 有 下 列 形式 : 


$G) = (ee да... 92) 


дх, ° x, 
此 式 就 是 古典 变 分 法 中 的 横 蕉 条 件 . 
由 于 受 控 对 象 的 运动 方程 式 (9.4-1) 之 右 端 不 明 甩 包含 时 间 变 量 r, 用 地 运动 的 方法 ， 
对 最 优 执 线 的 始点 也 可 以 得 到 同样 的 结果 , 即 在 :一 0 时 , 和 (0》 应 具有 下 面 形式 : 
= OF ... Əh _ 
| фо) = (о, аЬ, Vl 5.) (9.7-5) 
这 样 一 来 ,决定 最 优 控制 的 标准 方程 组 (9.4-28) 将 变 成 下 列 新 的 形式 ， 
dai А0), C), i = 0, 1, 2, +++ n3 
dt . 
C0) € Si Е Sz; 


(9.7-4) 


° 
=). 


abi ~ 一 fey,, i 0, 1,2, ss 

d: Z Ôx; . 

$o) = (o 2 -3h 9 otte’ D > 

¿Go = (e 2 5%? 0... ГУЯ 2) 

HÈG), $0), #4) = ex ($G), РО а) = 0; 
ðH | 


SRo ishor, (9.7-6) 
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ЯВ, FEDEA (9.7-6) 提供 了 足够 的 条 件 解 .2 十 2' 个 一 阶 常 微分 方程 
式 . 于 是 最 优 控 制 国 数 及 最 优 雪线 的 两 个 端点 ， 如 果 它们 存 站 的 话 ， 就 可 以 从 方 各 级 
《9:7-6) 中 求 出 . 

上 面 讨论 的 入 然 是 受 控 量 不 受 限 制 的 情况 ， “SUR = насын, MAC. 7-6) 
中 的 最 后 一 个 条 件 将 改 为 " 

| ТОВ А0) — wa О, Ко a= т G. 1-7) 


这 与 端点 完全 固定 的 情况 是 一 样 的 . 对 后 一 种 情 况 更 严格 的 数学 证 明 这 自 不 得 主 还 ， 读 
ZIBER]. Ih MEEA 5, ЖЕ 9 = 一 1 维 超 曲面 也 不 是 必要 的 ; 当 它 
们 的 维 数 小 于 一 1 时 ,限制 条 件 式 C9. 7-0 和 (9 72, аазга, 例如 ， 假定 
S; 由 = 个 等 式 所 确定 ， | 


ах) = 0, 1=1,2, es т. ` 2. (9.7-8) 
同时 满足 这 个 方程 式 的 一 切 点 构成 一 个 有 – =й Sa; 此 时 下 列 向 量 : 
grad 4.Сх)»' grad qi Xx), +, grad gm(X) (9.7-9) 
对 于 S, 上 的 一 切 点 ， 都 是 线性 无 关 的 ， 也 就 是 说 下 列 Пхи: 
Pp 94:6) 5 OgnCx) | ' 
дх .. Әх ` го On . К > 
94:(ж) OgqAX) s. qp) 55 L л 
К т. о Әх, р ОГ (9.7-19) 
Өх, La 


对 一 切 x€ S, 均 有 最 大 秩 m. 
式 C9.7-8) 中 的 每 一 个 等 式 决定 一 个 2 一 1 жаши, пы P, 的 
法 向 量 是 gadal). 在 任意 点 x€ S; ЕВЕ m NEFT, | 


- ва #699), =>) 22 a =.) 0" 
i= 1,2, .. -> m, : $, (9.7-11) 


的 交 , 称 为 5, ЛЕ ж АИ P, рая п 一 -如 。 不 淮 理 解 ; 卫 的 法 向 景 可 由 式 
(9. 7-9) 诸 向量 的 线性 组 合 表示 , 即 


п(х) = > Ha gadge). Е o (9.7-12) 


在 这 种 情况 下 , 式 (9.7-67 中 确定 多 的 边界 条 件 的 关系 式 将 改 为 

ФС0) = Cos т), ,no CRY | el, | 

ŠG) = (bo PEE)», аль [на a (9.7-13) 
我 们 看 到 ,在 式 (9.7-12) 中 又 引进 了 普 个 常数 m. ma，……，pm* 它 们 是 未 知 的 .但 是 比 前 面 
的 讨论 中 又 多 了 m 一 1 个 约束 方程 式 UOH 0; i 一 23 mm。 这 样 总 的 未 知 数 和 已 
知 条 件 依然 相互 平衡 故 决定 最 优 控制 函数 与 最 优 疯 点 的 标准 方程 组 式 〈9.7-6) 在 新 的 
条 件 下 依然 是 完备 的 ， 如 果 这 种 问题 有 解 的 话 , 那么 式 (9.7-6) 就 提供 了 求解 的 必 妥 条 
件 . 
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作为 前 节 所 述 理论 的 应 用 , 现 研究 线性 系统 内 的 最 优 控制 函数 的 综合 问题 , 设 受 控 对 
象 的 运动 方程 是 线性 方程 组 


= = Ах + Вы, (9.8-1) 
t 


和 过 去 的 符号 一 样 , AE n x * 阶 常量 和 矩阵, B 是” x r 阶 常量 矩阵 > п (и, utt th) 
是 7 个 控制 量 . 假定 控制 量 的 取 值 是 受 限制 的 ,例如 

|| 1, i= 1,2,- 7, (9.8-2) 
令 @ 表 示 系 统 要 求 的 终点 状态 区 域 ， 即 无 论 受 控 系统 的 初始 条 件 如 何 , 经 一 段 时 间 后 , 受 
控 对 象 式 (9.8-1) 应 该 以 Q 内 的 任意 点 做 为 终点 状态 ， 我 们 假定 Q 是 一 个 凸 面体 , 或 者 是 
一 个 凸 性 区 域 , 它 由 mw 个 不 等 式 

gi(x) < 0; i= 1,2, -**, m | (9.8-3) 
所 确定 ,例如 ; 它 可 能 是 以 原点 为 中 心 以 2 为 半径 的 小 球体 ,此 时 


(к) = Уук, 
p 为 某 一 给 定 的 常数 . 
过 渡 过 程 的 质量 指标 是 一 个 二 次 型 的 积分 式 : 
Jla) = N [ (Ох, x) + (Pu, и) Jaz. (9.8-4) 


上 式 内 2 为 非 负 定 方 阵 , 即 对 任何 x 总 有 - 
(Ох, ж) 20. . 
为 了 讨论 简单 ,假设 P 是 一 个 非 负 的 对 角 知 阵 , 即 
Ка W = 0, # 1+}, 
ВЛ, 着 ;zx 
这 样 , 式 C9.8-4) 可 以 写成 f 
Ји) = Ñ (> qijxix; + > palud) dt. (9.8-5) 


所 谓 综合 问题 就 是 控制 装置 的 设计 问题 ,要 求 求 出 一 组 # ЗА Crt ox) i= 
l, 2，-……，7， 若 将 其 代入 式 C9.8-1) 后 所 得 到 的 自治 系统 


= = Ах + Ва(х), (9.8-6) 
t 


对 任何 初始 条 件 x。， 均 能 自动 地 将 受 控 对 象 引 至 Q 上 的 某 一 点 ， 且 使 沿 此 轨 线 所 算出 的 
J 值 取 极 值 ， 这 样 求 出 的 函数 wlr tt xo)，i 一 1, 2，***，+， 正 是 待 求 的 控制 装置 
必须 实现 的 控制 规律 

` 现 用 第 9.6 节 内 所 述 的 原理 进行 控制 装置 的 设计 .首先 引进 新 坐标 хо = J， 它 应 满 
EJEA 
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s= = (Ox, x) + (Pa, a) = P quy + 之 Pitt, (9.8-7) 


此 式 与 式 (9. ау капана п +1 толеуге, 不 难 直接 检查 ， 它们 
ЗИ _ 


ieo, | т 
дг К 7 А І 
4 — = 一 人。 一 gx (9.8-8) 
нањвная | | | 
> H(x, $, a) = pl (Qx, x) + а, 四 ] +. Ф, Ах + ва), (9.8-9) 
WERT ВУ ЯТА, р O) 是 最 优 控制 , 它 应 使 也 取 极 大 值 : ， . 四 
RG), d(O), 400) 一 max [ФСРи, a) + ‹%, Ва) FOL (9.8-10) 


ERA 20, $O 分 别 为 最 优 运动 轨 线 和 其 所 对 应 的 式 (9.8-8) 的 某 一 兰 解 : U 为 由 式 
《9.4#-.2) 所 确定 的 一 个 > EERE: v) 一 0260; 260) + (ФС), AO) 是 一 个 不 
ФЙ або е 的 函数 。 条件 式 C9.8-10) 等 价 于 下 列 条 件 * .… 

PCE) 一 Фа(Ра(г), C) + ($6), BEaG)) 一 ‚швах [duCPa， оф, Ви)]. 


BÈ ри 0, 71,2, 5-5,5 34 š > ра = 0, А hasp уна 
后 ,可 以 得 到 | 
– "= OOD + + 
о-ва [S («+546 Уу $s bw. vo], 


: 6 «= +1 


这 里 oG) УЖ а ВН] * на А, : 当 фи #0 时 ， 考虑 到 go < 0, 
唯一 的 最 优 控制 函数 20) 应 具有 下 列 形式 : = 


сь, BE) . 

-1, 

1, Вори. 2фьрп < 
ас) =) 1, в Ф001, 


2фури | 
_ 6. 9$) ж — < Gb dO) 41, 
. 2фори 


2фори 
i=1,2,--. 1. > ары (9.8-11) 
对 应 于 p. 一 0. 的 那些 控制 量 应 为 
2,00) = sign (bis Ф000), a =l +1, + | ' (9.8-12) 


‚Бе sign 后 的 函数 只 在 一 此 孤立 点 上 才 为 志 ， 那么 à, 将 唯一 地 为 式 
“C9.8-12) 所 确定 ,否则 w 的 最 优 控制 2.0) 畦 不 能 用 这 个 办 法 求 出 . 

ROR. ME OG) 和 ,都 为 已 知 函 数 和 已 知 数 时 ,最 优 控制 函数 AO) 将 有 和 希 
‚ 户 按 式 (9.8-11) 和 C9.8-12) 所 唯一 地 被 求 出 。 这 样 , 求 最 优 控制 函数 的 问题 就 转化 为 求 相 
应 的 do 和 $Ct)， 再 回来 观察 式 (9.8-8)。 为 了 求 出 这 些 函数 ,必须 求 出 式 (9.8-8) 的 初 
ЗЕЕ: фса), 而 这 是 一 件 十 分 困难 的 事 ， 为 此 ,我 们 必须 利用 前 节 内 关于 不 定 端点 的 横 
戎 条 件 . 利 用 这 个 条 件 可 以 写 出 最 优 轨 线 在 到 达 2 时 的 终端 条 件 . 设 л 是 受 控 对 象 自 x 


ee -re 
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点 到 达 8 所 需 的 时 间 ; 显然 ， 我 们 有 理由 断定 最 优 执 线 在 г = а 时 刻 所 到 达 的 点 z 一 
#00) 必 位 于 @ 的 边界 ,而 且 在 z 点 上 有 
Ф) = — grad gCx) |... ` (9.813) 
而 未 知 数 do RER 
max [POZ Z) + ф(Ри, ш) + (—Brad g(x) аз AZ + Bu)] = 0. (9.8-14) 


这 样 , 当 终点 ZHEN $C) 和 d 便 可 以 从 式 C9.8-13) 和 《9.8-14) 求 出 。 这 是 问题 的 
第 二 次 转化 ,把 求 最 优 深 制 函数 а 又 转化 为 求 终点 z， 因 为 终点 和 也 是 未 知 量 ,表面 
看 来 这 种 转化 依然 是 徒劳 的 ， 其 实 不 然 ,经 两 次 转化 后 ,我 们 已 经 接近 于 最 后 解决 本 节 初 
提出 的 综合 问题 了 . | 
为 此 ,我 们 研究 原始 方程 (9.8-1) 的 逆转 运动 方程 ,因为 它 的 右 端 不 含 :， 这 种 方法 极 
易 实现 ,用 一 上 代替 * 后 ,方程 组 (9.8-1) 和 (9.8-8) 可 写成 
ах 
„>“ — 4х — Ви, х(0) = z; 
dh 
åt 
因为 我 们 要 解决 的 是 综合 问题 , 即 求 出 一 切 到 达 2 的 最 优 控 制 函数 ,所 以 2 的 边界 上 的 任 
一 个 点 z 都 可 能 成 为 某 一 最 优 轨 线 的 终点 ,或 者 说 任 一 个 z 都 可 能 是 式 (9.8-15) 的 始点 ， 
于 是 9 边界 上 的 每 一 个 始点 z 都 决定 一 条 最 优 轨 线 。 这样， 当 лја O 的 表面 以 后 ， 就 
可 求 出 一 切 最 优 轨 线 了 ， 任 取 9 边界 上 的 一 点 z, 即 可 按 式 (9.8-15) 求 出 (0), MER 
《9.8-14) 求 出 生来 .由 于 Ф 沿 最 优 轨 线 是 常量 ， 故 和 只 依赖 于 z 点 的 位 置 ， 再 由 于 式 
C9.8-15) 是 关于 x 和 ф 的 线性 方程 组 ， 有 可 能 在 它 的 通 解 中 消 掉 ао) 或 者 ФФ, 使 
éG) 表达 为 xl) 的 函数 . | 
完成 上 述 计算 后 ，x 的 相 空间 对 每 一 个 u 将 分 为 三 类 控制 区 域 ， 第 一 类 区 域 
#(х) 三 1; 第 二 类 区 域 2 = 一 1; 第 三 类 区 域 | 
at = —Ф 00) СЬ, ФС) 
2фори 2фори | 
这 些 区 域 找到 后 , 就 得 到 函数 改 x)。 这 就 是 待 求 的 最 优 控制 函数 ， 应 指出 的 是 , 用 纯 分 
析 方 法 去 设计 控制 装置 ,一 般 看 来 ,是 十 分 复杂 的 事 , 但 是 ,如 果 借助 于 高 速度 数字 计算 机 
或 模拟 计算 装置 这 种 设计 程序 就 变 得 轻而易举 了 .。 ` | 
还 有 一 种 情况 的 最 优 设计 问题 有 希望 直接 求 出 控制 器 即 反馈 信号 的 具体 形式 ， 设 给 
定 的 受 控 对 象 的 初始 状态 为 x 控制 作用 从 * = 0 开始 ,于 给 定 的 时 间 a 结束 ;对 控制 
作用 а 没有 约束 。 受 控 对 象 的 运动 方程 是 式 (9.8-1), 而 指标 泛 函 改写 成 更 方便 的 形式 


Ja) 一 > | [(Ох, ж) + (Ри, и) ] 4+, (9.8-16) 
式 中 2 和 刁 均 假定 为 正定 方 阵 。 今 要 求 设 计 最 优 线性 反馈 控制 ,使 系统 在 上 一 0 时 刻 开 
始 , 在 [0, n] 的 时 间 间 隔 内 。 从 任意 点 x, 出 发 向 任何 方向 运动 ( 即 端点 不 国定 7? 指标 泛 
函 式 (9.8-167 取 极 小 值 
重复 本 节 前 面 的 讨论 可 知 ,最 优 控制 应 从 下 列 方程 组 中 求 出 [ 见 式 (9.8-87]: 


= A" + 2,QOx, ФСО) = grad (ж) | xez Фо < 0; (9.8-15) 
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| 5х = Ax + Ви, х(0) = x; 


æ = — A$ — £$ 9x; 


НС, ФО), 400) = max |20040 t 62: + ($, 4# + Ba) 


‚ (9.8-17) 
下 于 续 江 状态 可 以 是 任意 的 ， 根据 前 节 内 极 大 信和 原理 的 证 明 ， TRA o, R é 的 终端 条 件 
一 定 是 
b= —1, $=0. ` (9.8-18) 
-前面 已 经 讨论 过 ,如 果 9 MP RERE, 险 密 顿 函数 有 是 аа, 因而 
的 极 大 值 一 定 是 极 值 , 即 对 а Еи aH = 0 在 整个 最 优 轨迹 上 成 立 . 
不 难 算出 ,由 这 个 极 值 条 件 可 得 到 向 量 等 式 


a = Pa + 8ф = 0, 
Ou 


或 者 


a) = Р'В. | (9.8-19)) 
我 们 希望 把 最 优 反馈 控制 表示 成 下 列 线性 形式 : ИН | 
ål) = —K OCON | | ` (9.8-20) 


去 中 KO) 是 某 一 随时 间 * 变化 的 r x n КЕ. ЯНА ФО) ARR HO 的 
线性 函数 ， 然后 依 式 (9.8- -19) 即 可 得 到 线性 反馈 式 (9.8- 20. 
. + | 
P) = -В@) =, | x (98-20) 
并 和 起 (9. 8-19) 一 起 代 信 式 (9. 8-17), 注 意 到 = 一 1， 可 立即 得 到 下 列 恒等式 : 
$O = —RG)x G) 一 RG) = 60000) 一 ROAX + Ba) 
= A*"R(x(z) + Оха), _ 

注意 到 式 (9. 8-19), 则 上 式 等 价 于 一 个 矩阵 微分 方程 : I 

， . —R(z) = = 0 十 «Е 一 RBP-iB:R + RA, 《9.8-227 
上 上 两 起 内 矩阵 上 方 的 点 表示 对 t 的 导数 . RO. 8-22?) 是 一 个 矩阵 微分 方程 , 常 称 为 黎 卡 提 
Ricca) 方程 ,可 以 证 明 它 的 解 对 任意 初始 条 件 是 唯一 存在 的 ， 剩 下 的 只 4 是 确定 RC) 的 
边界 条 件 . 由 式 (9.8- 18381, 在 гл 时 ФС) = 0, 因而 RG) = 0 (ЖЕ). НҒ 
式 (9.8r22) 与 系统 的 初始 条 件 无 关 ， 当 求 出 式 (9.8-22) 的 一 个 特 解 后 ， 即 可 按 式 (9 8-20) 
构造 线性 反馈 控制 器 , 式 中 | 

- KO) = PBR) © я 
是 待 求 的 线性 反馈 矩阵 ,在 一 般 情 况 下 它 是 变 系数 矩阵 ， 如 果 式 49.8-222 有 稳 态 解 , 即 存 
在 一 个 常量 矩阵 R 使 下 列 恒等式 成 立 : 、 | | 
О + A'R — RBP "BR+ RA = 0, (9.8-23) 

NE MEE ERE A НО, UGERE К КО УЖ ВЕНОК К , НК 
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ЖАЗРАН] a， 即 对 任何 时 间 间 隔 [0, 如 ， 由 式 (9.8-207 确 定 的 反馈 控制 总 能 使 指标 泛 函 
J 取 极 小 值 . 
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作为 不 固定 端点 的 最 优 控 制 设计 的 一 个 例子 ， 我 们 试 讨论 短程 飞 航 式 火箭 的 最 佳 扒 
力 程序 设计 方法 ， 设 =) 是 火箭 的 瞬时 质量 ; - 
V, 是 火箭 喷射 物质 的 分 离 相对 速度 ,假定 其 为 
常数 ; PO КЭНЕ), Р... 为 发 动机 的 最 大 可 
能 推力 ; 地 心 引力 g 认为 是 常数 ; z, y 为 火箭 
在 以 发 射 点 为 座 标 原点 的 直角 座 标 系 内 的 座 标 
(图 9.9-1)。 因 为 是 短 射程 火箭 ,我 们 将 假定 地 ， 
心 的 引力 始终 平行 于 y 轴 向 下 ; = 2n ж 
料 的 秒 耗 量 ;再 假定 空气 阻力 为 6 一 0GO,Y) 一 0 > 
ОСу я, ў). 在 上 述 假 定 的 条 件 下 ,我 们 可 以 通 9.9-1 
过 改变 发 动机 的 秒 消耗 量 办 和 轨迹 角 6 来 控制 火箭 的 飞行 速度 和 飞行 方向 . 火箭 的 运动 
方程 式 可 写成 


yh 


Px р) — Oly, z, 9))cos8, 


ай т(:) 

у = 1 — x 1 — 

Ja m (P(O) 06у, s 32) sin 0 £> 

п 1 _ 
T у. PG). (9.9 1) 


引进 新 的 变量 x, = x, n= 2, хз y, r, 一 》，x5 一 "0, u = = и = 0. JE 
组 C9.9-1) 可 改写 成 一 阶 方程 组 : 


dx, = x 
1 23 
da: аш — ВО» ma 24) зи, 
di 25 
dx, 
13 = 
2; 45 
dx, аи — БОС, X3, ха) sin м: — gs 
dt х5 
dr а (9.9-2) 
d: 
1 Pimax 
式 中 a 一 Pnax/mos b = —, = °. 
mo Vm 


这 个 方程 组 内 含有 两 个 控制 量 n 和 ww， 它 们 的 取 值 是 受 限制 的 ,限制 条 件 是 
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0 < u < 1, OLAS 28, . n (9.9- 3) 
对 这 种 飞 航 式 短 射程 火箭 可 以 提出 下 列 问题 : 在 给 定 的 时 间 了 内 按 预 定 移 方 斋 R 飞 
行 最 远 ， 应 如 何 选择 最 好 的 巡航 推力 程序 uCs)CPCz)》 和 и)? 规定 飞行 最 远 的 
方向 nn 可 以 用 向 量 Cm, m) 3828; nbs Yo, 着 was 0, a,> 0 时 , 预定 的 方向 将 是 
垂直 飞行 ， 当 n> 0, m= 0 时 , 将 是 水 平 飞行 . 这 里 还 假定 在 规定 的 时 间 工 内 ， 火 和 
ЗАНАВЕС. O O 
从 这 一 间 题 的 物理 意义 来 看 ,最 优 解 是 存在 的 。 Е ЕЖЕ В 
ВЕ 0) МНН. EDER РСР) НО ОО ЩЖ, 
则 气动 阻力 急 遂 境 大 ,消耗 燃料 也 将 随 之 增加 .， PURIS D АЕА TE OPA A 
到 很 大 的 射程 . -上 述 运 动 的 指标 可 以 用 下 式 表示 : № 
` J= тх + ту = nimi + nyts màx = ja 9 9, 9-4) 
或 者 ИОН | o 
J = — тх 一 пох = min, 、 : ө. 9- -5) 
这 一 问题 可 以 转换 成 轨 线 未 端 受 限制 的 情况 . 
事实 上 , 过 与 单 们 向量 m = Сту no 0,0, 0) 单行 
的 直线 工 ( 图 9.9-2) 上 的 任 一 点 做 一 垂 喜 的 = 一 
维 起 平面 P) п HECHA bbeaa 
地 转述 为 ， 将 火 第 引导 到 平面 P L, PASEN 
801. БАВА, З 是 未 知 的 ， 但 这 并 不 影 
响 我 们 对 前 节 所 述 理论 的 应 用 . 
-O 取 火 入 的 助 推 侦 终点 为 求解 上 述 问题 的 初始 条 
PE жо = Cems хи» хм» Ки, я). РЯ, НАБ 
图 9.9-2 准 方程 组 (9.7-6) 写 出 求解 最 优 控 制 的 方程 组 : 
35 一 一 paxz 一 m a — PO C za 24) , 'CQS42s xoC0) = 0; 


xs 


ах, 


Д7 90) = so; Т 


dx пш — bQ Cra хз, хк) 


xs 


costa, (0) = хх; 
“+ = х, x (0) = ху; 


dx, ану — PO x, X33 х.) sin й, — g; х0) = Xy; 


аг xs 
z; 一 — curs z (02 == хх, — Е e (9.9-6) 
dt E 7 

позног 


а — o, ф < 0; 


Th = 0, ФСТ) = 0) = =m; 
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dh = nd — p + È 2 `C 一 mp) соѕ из + gasinu), ФСТ) = —па; 
dh: Ь 50 С СС: 一 по) cost; 十 Фаѕіп иа), ФСТ) = 0; 
аг xs 
“此 一 — b. 十 之 2g Ca 一 nxp) cost; + фаѕіп n)» $T) = 0; 
xs 
20 一 oC sd co — при) cos u + gusin m)» ФТ) = 0. 
xz ! 
| (9.9-7) 
哈密 顿 函数 为 
= prz x4; Фә» pzs. Фо, — "Фо а 0 сови, 
xs Í. 
+ p 1 20 sosm + 22% in m — chans (9.9-8) 
М I ` х5 E : . - | xs " | 


式 中 | | | 
` ФС» K Pos Pas Фа) 一 — тя + pixi + pax, — Фа. 
МТТ ЯТА ВСН TE tisis fa; 
НС, $€), (0)) = max «НСО, ‚95, a=, = 
OSST.. Е | | - (9.9-9) 
条 件 式 (9.9-9) 意 奈 着 Е 


a СС) 一 spo) cosa + мо нь) — «фаб 


' [am — 0С, $s, #4) — su пи.) — ch (Du 
= max p= «С? 0: mpo) с05 й + Ф.о) вї ta) $; Ө) J. 


(9.9-10) 
LARSA 12 个 一 阶 微 分 方程 式 , 14 Аж, 11 个 边界 条 件 ， 未 知 数 Ф 可 以 从 式 
(9.9-7)Ж, (0) 和 4:00) ñ тинто. 9-9) 或 (9.9-10) 求 出 。 令 


пб2, #00), $), 200) 一 - ED 5 = CB) 一 mpo) cos hC) + CG) sin G) 一 cC), 


Wo. 
> #120, - (9.9-11 
PAQ) = 1" 38 1<0, ) 
由 此 可 知 最 优 的 推力 程序 是 开关 式 沪 数 ,要 人 么 以 节 大 推力 工作 ,要 么 以 最 小 推力 工作 .最 
优 方向 程序 020г) 的 变化 规律 要 复杂 些 . 但 是 按 限 制 条 件 式 (9.9-3), 它 实 际 上 是 不 受 限 
制 的 ， 因 此 互 对 应 取 极 值 ， 所 以 ,我 们 可 以 对 式 (9.9- 10) 右 端 求 对 из 的 偏 导 数 并 令 其 
等 于 零 , 解 出 后 得 
пи = $4(#) 

капо) СӨ)! 一 mpi ? 


或 者 
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(CGO) 一 mp) 

ия + ХО) 一 пафо)? 
` Ssinz(z) = к UQ I (9.9-12) 
V g Сф, — в Ф + Ch 一 mp” | 

上 式 右 端 之 符号 应 该 这 样 选取 , SE созй) 和 зіп й 00) 均 为 正 ， 将 式 (9.9-12) КАЖ 
С9.9-11)5, 400) 也 就 不 依赖 于 ùl) T. 

如 果 在 某 种 特定 的 条 件 下 ， 空 气 阻力 可 以 忽略 不 计 ， T (9.9-6) 和 (9.9 -7) 还 可 
以 大 为 化 简 。 但 是 ,不管 是 否 忽略 阻力 ， 用 一 般 的 理论 分 析 方 法 求解 方程 组 《9.9-4) 一 
《9.9-107 几 乎 是 不 可 能 的 ， 通 常 是 利用 计算 机 对 特定 的 问题 进行 研究 并 求解 . | 


f cos z ( z) = t 
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归纳 前 面 几 闻 的 讨论 ,为 了 求 得 受 控 系 统 满足 菜 一 给 定 的 积分 型 指标 的 最 优 控制 , 必 
须 同时 研究 间 题 的 全 局 特征 , 写 出 完整 的 标准 方程 组 ,然后 才 可 能 求 出 最 优 控 制 规律 。 这 
是 变 分 方法 的 基本 特点 ， 特 别 适宜 于 对 控制 问题 的 分 析 处 理 ，: 然 而 用 分 析 方 法 只 能 处 理 
比较 简单 的 情况 。 在 实际 问题 中 ,大 多 数 受 控 运 动 方程 是 比较 复杂 的 ,只 能 用 数字 计算 极 
去 作 最 优 控 制 设计 。 本 节 内 我 们 再 介绍 另 一 种 最 优 控制 的 设计 方法 > 叫 动 态 规划 法 .这 种 
方法 的 基本 思想 和 变 分 方法 不 同 ,对 某 些 问题 更 适宜 于 在 计算 机 上 作 最 优 设计 . 

Ж Е ЧЕ Е Р, AN- RARRRREM, 8 
满足 给 定 的 指标 要 求 。 它 可 以 概括 成 一 个 原理 : 无 论 系 统 的 初始 状态 如 何 ， 也 无 论 第 一 
段 运动 过 程 中 的 最 优 控制 是 何 种 形式 ,全 局 为 最 优 的 控制 函数 ,对 应 于 第 一 阶段 的 终点 状 
态 ， 第 二 眉 运 动 过 程 中 控制 函数 的 选择 ， 按 给 定 的 指标 也 一 定 是 最 优 的 、 这 就 是 最 优 控 

制 原理 。 用 图 9.10-1 对 这 一 原理 略 作 说 明 , 设 自 

4 点 至 c 点 的 按 某 种 意义 最 优 的 运动 是 OF 
. 0KS т, НИНЕ аә, C< 

АТ. RREA AR Е НЕЕ ту 0 < 

r< T. 最 优 控制 原理 的 几何 含意 是 ,以 4 点 为 始 

点 ,以 C 点 为 终点 的 最 优 控 制 a(2)，0 < < T, 

也 一 定 是 以 B 点 为 始点 ,以 C 点 为 终点 ,定义 于 时 

lš] z < : < т ЕЙ. | 

为 简单 起 见 и вы 
线性 系统 : 


К), x(0) = =. Е овие), 


плава" 由 ”的 ， 无 任何 жаная и 的 约束 形式 不 是 像 前 面 讨论 
的 那样 , 而 是 具有 下 列 形式 : 
n(z) Зи < #6). (9.10-2) 


我 们 看 到 ，* 的 取 值 范围 不 是 一 成 不 变 的 ， 而 与 系统 的 状态 有 关 ， 上 式 内 左右 端的 函数 


6 2952 m 
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aC) 和 а(х) 是 预先 给 定 的 。 选择 控制 量 x(z 的 目的 是 在 给 定 的 时 间 间 隔 了 内， 使 下 
列 泛 函 取 极 小 值 : | 
| Си» = | flx, u) dz = min, (9.10-3) 


由 于 终点 状态 无 任何 约束 ,如 果 这 种 最 优 控制 存在 且 唯 一 的 话 , 极 小 值 JGO 将 是 
初始 条 件 x。 和 时 间 则 隔 了 的 单 值 函数 。 这 个 泛 函 的 最 小 值 记 为 FCT), TA 


Flxo, Т) = min J(u). : (9.10-4) 
如 果 将 时 间 阁 隔 了 工 稍为 增 大 ,使 终端 时 刻 变 为 T 十 z， 则 上 述 等 式 将 变 成 
F(zo z + T) = min p fx» udt + FCC), т)| ; (9.10-5) 


而 且 uO 的 取 值 范围 应 该 满足 条 件 式 C9.10-2) 的 限制 . 
如 果 设 fCx, а) 和 F(x。, 7》 均 为 连续 可 微 的 二 元 函数 , 则 
F(zo T + r) = Вх, T) + 2E, + 0Cr), 


Е(х(т) T) = F(xo, Т) + ÎE Kaos u)r + OG). 
x . 


当 = 一 0 时 ,应 用 上 面 两 式 的 关系 , 式 (9.10-57 可 以 写成 


SE = min [ль i) + SË Kas 0) |. | (9.10-6) 


如 果 函 数 FCx。, Т) 为 已 知 , 则 式 (9.10-6) 将 给 予 可 能 求 出 最 优 控制 函数 &(z) 的 初始 值 
2&C0)。 我 们 看 到 , 式 (9.10-6) 是 一 个 一 阶 偏 微分 方程 。 其 中 f 和 /为 已 知 二 元 函数 ， 为 
了 求解 此 方程 式 ,需要 给 定 某 些 边界 条 件 。 如 果 在 全 平面 内 求 出 函数 Flo T)， 那 么 在 
每 一 用 间 的 最 优 控制 ¿ 即 可 按 式 (9.10-6) 求 出 ， 

对 于 更 为 一 般 的 受 控 对 象 : 


dx _ 


+ f(x, u), uc UCx), 、 (9.10-7) 
ЖАН: 
и)» 一 | G, ad: = min, (9.10-8) 
记 
Е(х; Т) 一 тіп бабо). (9.10-9) 


符号 Ul) 表示 的 取 值 范围 随 受 控 对 象 的 状态 x 的 变化 而 变化 。 重 复 前 面 的 讨论 ,并 
注意 到 多 元 自 变 量 的 特点 ,基本 函数 方程 可 按 下 列 次 序 推出 : 


Fx, T + r) = min i fCx, wads + FCxCzr)， т] , 69.10-10) 
и nero 0 
24 r 很 小 时 
xlr) = xÇ0) +Ё(х(0), u(0))r + OCT), 
Е(х(0), T +r) = Е(х(0), Т) + r r + 0Cr), 


иван, вит 
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PT), T) = FCx(0), TYH > Er, (x(0), a(0))r + 000) 


= F(x(0), Т) + Сатай, FOW, Т), Kx), uC0))) 
+ 0Cr). 


&+—5, 按 上 面 竺 论 次 序 , 可 最 后 得 到 关于 函数 F RRR YEE 


Әр" ea u Е 
ƏT 一 ое „894 F(xC0), Т), х0), 003). C9.10-11) 


根据 最 优 控制 原理 ,上 面 的 讨论 不 仅 对 始点 . хо» 是 正确 的 ;对 最 优 志 线 上 的 任何 点 
炬 都 成 立 ， 故 上 式 也 可 对 任意 点 хб) 改写 为 。 
ОЕ 


99 «еп о) (grade Flr), Ө), Кә), ur))), и 69.10-12) 
RH 6 一 了 一 r， 符 号 grade F 表示 只 对 x 和 名和 偏 导数 的 梯度 向 量 
grad, Е(ж, в) = (22; .- ‚.. 28). 


基本 方程 (9.10-11 或 (9.10-12? 有 两 种 用 途 。 当 函数 FT) ВНЖ 
出 最 优 控制 а0. RZ% а) 为 已 知 时 ,可 以 由 此 求 出 函数 FCx,0)， 有 时 函数 可 
由 其 它 途 径 求 出 , 此 时 按 式 (9.10-12) 即 可 完全 梢 定 最 优 控制 阔 数 了 ， 在 第 八 章 讨论 最 吉 
控制 系统 时 ,我 们 曾 得 到 过 类 似 的 方程 (参看 第 8.6 节 “那里 我 们 曾 指出 求解 此 方程 式 的 
方法 、 实 际 上 这 个 方程 式 与 那里 得 到 的 结果 有 深刻 的 联系 ， 此 外 ,对 控制 量 不 受 限制 的 
ИНН на 


9.11 拦截 问题 中 的 导 引 律 


作为 最 优 控制 理论 的 一 个 很 好 的 应 用 ， 我 们 介绍 一 下 关于 拦 大 问题 中 的 导 引 规律 的 

最 估 .选择 m， 设 有 一 目标 M 以 速度 向 量 p; 飞 滋 ( 金 图 习 11-1). 今 用 一 个 横向 可 机 动 的 拦 

x м 截 飞 行 器 忆 对 目标 进行 拦截 ,速度 向 量 为 :ea* 用 

-cag xu 和 xo 分 别 表示 目标 和 拦截 器 的 空间 座 标 , 它 

РА ЭНН E x 一 x, 一 xp。 相 对 速度 是 

И o= ом 一 ор, 拦截 器 DD 的 飞行 方向 可 以 用 改变 

ро D . .横向 加 速度 az- 的 办 法 加 以 控制 。 拦 截 任务 的 目 

| 人 BERITARMAR, REREDER— HA 

+ — ° Нм, 或 者 使 相对 距离 x 在 基 一 时 记 

РА Е 达到 极 小 值 。 相 对 距离 x0) = xul) 一 xC) E 

о орла Ут 
ж ол 拦截 目的 而 选择 的 控制 规律 称 为 导 引 律 ， 

” 导 引 律 是 由 系统 的 实时 状态 决定 的 控制 律 ， 

这 种 控制 律 使 系统 在 某 一 时 刻 达 到 零 脱 芭 ， 或 达到 某 一 种 终 目 状态， 从 控制 理论 的 观点 

看 ， 导 引 律 就 是 依赖 于 实时 状态 的 综合 控制 (或 反馈 控制 ) “下 面 将 看 到 ， 用 最 优 控制 的 
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综合 理论 讨论 各 种 导 引 律 可 以 得 到 一 些 新 的 ,很 有 意思 的 结论 ， 在 这 一 节 中 ,我 们 先 用 最 
优 控制 理论 推导 空间 比例 导 引 律 ,然后 引进 “ 零 控 拦截 状态 ”及 “ 零 控 拦截 曲面 L” 的 概念 ， 
并 用 这 些 概念 讨论 各 种 导 引 律 ， 

在 相对 体制 下 , 导 引 问题 的 运动 方程 可 描述 为 

х = 0, 

о = a + и, (9.11-1) 
RHE, х,о, a 分 别 为 目标 和 拦截 器 之 间 的 相对 位 置 * 相 对 速度 和 相对 如 速度 向 量 , 而 a 
为 控制 加 速度 向 量 。 相 对 加 速度 & 可 以 叫做 固有 加 速度 , 它 是 不 能 随意 改变 的 , 它 的 大 小 
和 方向 依赖 于 状态 变量 ， 为 简单 起 见 ,通常 假定 a 是 关于 : 的 已 知 函 数 . 

在 导 引 问题 中 , 通常 假定 系统 的 初始 状态 x, v。 为 已 知 ,而 对 终点 状态 可 以 提出 各 
种 不 同 要 求 。 例 如， 要 求 终点 状态 为 零 脱 各， 即 xC7) = 0 (т 为 导 引 终止 时 刻 )。 一 般 
地 ,终点 状态 可 描述 为 

g(x(T), vCT)) = 0, (9.11-2) 
g 是 向 量 ,由 终点 状态 约束 条 件 决定 。 除 终点 状态 约束 外 ,还 可 能 有 表明 导 引 过 程 好 坏 的 
ЕН. Жо. И-П, 加 速度 = 是 由 过 载 或 推力 产生 的 控制 这 时 , 通常 以 所 
消耗 的 总 能 量 的 大 小 , 即 

7 一 十 | гай oa (9.11-3) 
做 为 性 能 指标 。 这 里 工 是 事先 给 定 的 时 刻 ， 式 《9.11~1), (9.11~2), 《9.11-3) 是 典型 的 最 
优 控制 问题。 | 

所谓 最 优 导 引 律 ， 就 是 这 个 最 优 控制 问题 的 综合 控制 ах, 内。 如 果 把 这 个 综合 控 
制 求 出 来 ,并 代入 方程 (9.11-1) 中 , 则 方程 组 的 任意 轨 线 都 应 该 是 上 述 最 优 控制 问题 的 最 
RRR. KAEH x; о) 可 按 如 下 方式 确定 ， 对 任意 给 定 的 初 值 xv RRK 
原理 求 出 最 优 程序 控制 ас, хо о), ЖА г 一 "0 得 (05 хо 0). ВН С, ж, 0) 
是 系统 处 于 x o, 状态 时 所 应 取 的 控制 量 ， 因此 有 x, 0) = #(0, xo v). | 

下 面 求解 最 优 控 制 问题 式 (9.11-1) 一 (9:11-3)。 为 此 , 先 用 L0) 0000) 表示 а = 0 
时 系统 运动 的 轨 线 (也 做 零 控 弹道 )， 积 分 方程 组 (9.11-1) 得 


x (2) = м + 0 + | G — т)а(т)ат, 
оф = o, + | а(г)ат,. . (9.11-4) 


引入 办 控 平均 速度 PO =v + + "G — ayar, M о) 又 可 表示 为 


х(1) = x, + Oz, 
当 а(г) 0 时 ,方程 组 (9.11-1) 的 轨 线 为 


t 


x(t) = x°(z) + | (2 — r)u(rj)dr, 


0 


000) = 000) + j arar, (9.11-5) 
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最 优 控制 间 题 式 (9.11-1) 一 (9.11=3) 的 哈密 顿 函 数 为 0 | 
Н = фе + фа dia Tr, 9.11-6) 
而 共 箔 方程 和 边界 条 件 为 | . 
и =0, 内 (7T) = 4, 
ф, = 一 —ф,, ФСТ): = А 


英 中 das 2, 分 别 等 于 9х 人 = ra); KTD) 5 SCT ст WET) (то, 2 为 


待定 向 最 ， 如 果 gCx(7); Ст) = x(7), 则 4 0， 积分 方程 组 [9.11-7) 得 
Oh POSAT Han ， 911-8) 


Наина RREN 全 (z) 为 ， | 
(0) = $) = aT — -р + 4. ры. (9.11-9) 


С9.11-7) 


E г = 0, 得 ! 

1 7 @00) = Ата. б ра 《9.11-107 
为 了 求 出 综合 控制 xy 0), ШЫ À. А, 表示 成 初始 状态 xo m КЖ. 006, 把 
式 (9.11-9) 代 到 式 (9.11-5) 中 ,然后 积分 , 取 :一 了， 得 -= 


Та: 2 
х(Т) = wT) Ул, 


ост) = эст) + 2А. +T. O es Gat) 


其 次 ,用 条 件 ECCT) WCT 一 0 和 加 的 表达 式 决 定 待定 向 量 2 作为 TIOCT) 
的 函数 ， 从 而 把 控制 #(0) 表示 成 零 控 弹 道 终止 状态 xT), (т) 的 函数 . 如 果 再 把 
х<Т), WCT) 表示 成 хо, mm 的 函数 、 就 得 综合 控制 BC, Vo). ARE 弹道 终止 状态 
ат), от) 表示 出 来 的 控制 律 ACT), «СТ, 叫做 “预测 导 引 律 ”. 

当 gaT) CT) = т) ( 即 终止 状态 为 零 联 得 状态 ) 时 ， 2, = 0, 2, "T 从 而 


站 (Oyo АТ, СТ) = (Ty + Г. ГА. Вх) 08 O 


Зат) C9.11-12) 


&(0) = 一 一 一 一 一 та. 


这 是 终止 状态 为 堆 脱 和 时 的 “预测 导 引 律 ” СТ) пунк, 
РОННИ НЕ, ЗА. 11-12 ААИ RARE 19 


åo) = то, | (9.141-13) 


这 里 工 是 事先 给 定 的 ,可 按 适当 方式 选取 ， 如 果 取 


则 式 (9.11-13) 变 为 


1) 这 里 和 以 后 用 ху 表示 两 个 向 量 的 内 积 , 即 ху = (х,у). 
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#(0) = 一 


з® СЭТ), ECT) 一 CT Xæ CTY) 2 
Cn, CTF СГ) 
_ ава Gs x әстә) y | 
3 (х, ET)? |æ}? х PCT), 
其 中 用 x x y 表示 两 个 向 量 的 向 量 积 ; П (х x ECT) lx]? 是 由 平均 速度 ö(T)5]| 
起 的 视线 x, 的 旋转 角速度 一 一 视线 转 率 ， 如 果 把 这 企 视线 转 率 记 成 о, WE 


#00) = 3 аСТ) ох P(T). ` (9.11-14) 
(х, СТ)» 


如 果 在 系统 式 C9.11-1) 中 假定 а = 0, Hj PCT) = о, КО. 11- -14) 变 为 
20) = 3 o хи. (9.11-15) 


(xo, 0) 
这 就 是 我 们 所 说 的 空间 比例 导 引 律 : 控制 式 (9.11- -15) 的 大 小 与 视线 转 率 成 正比 ， 而 控制 
方向 垂直 于 相对 速度 v, 


如 果 取 
|æ]? 
(х, ETY 
则 得 到 另 一 种 比例 导 引 律 : | E 
à(0) = Е Xx. ` ` (9.11-16) 
х, 


这 个 控制 方向 是 垂直 于 视线 x 的 . 

在 导 引 问题 中 ,一 般 “ 初 始 偏 差 “ 都 比较 大 .通常 希望 在 导 引 的 初始 阶段 ,用 较 大 的 控 
制 力 把 初始 偏差 的 大 部 分 消除 掉 ， 比 较 理想 的 导 引 律 应 该 是 往 导 引 的 初始 阶段 能 提供 较 
大 的 控制 力 以 便 消除 较 大 的 初始 篇 差 , 而 在 导 引 过 程 的 后 期 ， 则 用 较 小 的 控制 力 进行 “ 微 
调 ”. 但 是 , 导 引 律 式 (9.11-127 一 (9.11-16) 都 不 能 向 到 这 一 点 ; 因为 ,它们 都 是 从 “整个 导 
引 过 程 都 在 消除 初始 伪 差 这样 观 点 出 发 推导 的 公式 "办 而 横向 过 载 的 分 布 在 理 个 导 引 过 
程 中 是 比较 平均 的 。 横 向 过 载 的 这 种 平均 分 布 在 实际 上 是 很 不 理想 的 .因为 在 拦截 器 接 
HEARN, 为 了 保持 导 引 规律 不 被 破坏 , 需要 付出 很 大 的 横向 控制 过 载 ,而 这 在 实际 上 是 
做 不 到 的 .事实 上 , 当 了 一 0 或 x] 一 0 BF, 只 要 СГ) о ата, 控制 过 载 式 
(9.11-12)—(9.11-16) 都 将 趋 于 无 穷 大 ， 这 就 是 通常 的 比例 导 引 法 在 民 引 过 程 后 期 出 现 
“过 载 饮 和 ”的 原因 。 有 没有 一 种 办 法 能 克服 这 种 缺点 昵 ? 把 上 面 的 整个 过 程 的 平均 换 
成 “ 短 时 间 内 的 平均 ”是 克服 上 述 缺 点 的 一 种 办 法 .。 

为 了 进一步 研究 导 引 问题 )“ 零 控 拦 截 状 态 ” LAM L 的 概念 很 有 用 处 . 从 控制 律 式 
(9.11-127,(9.11-142 和 (9.11-16) 中 可 着 出 ,如 果 零 控 预 测 脱 想 LCT) H o 等 于 零 , 控 制 . 
力 &9) 也 等 于 零 ， 并 且 在 整个 过 程 中 不 加 控制 力也 能 实现 拦截 。 如 果 系 绕 在 某 一 时 刻 
已 处 于 这 样 的 状态 ,从 这 个 状态 预测 的 零 控 脱 靶 量 为 零 , 那么 不 加 控制 力 , 经 有 限时 间 也 
能 实现 准确 命中 。 我 们 把 这 种 特殊 的 状态 称 之 为 “ 零 控 拦截 状态 ”， 即 无 控 也 能 实现 拦 裁 
的 状态 ,在 导 引 问题 中 “ 零 控 拦截 状态 ”的 存在 是 一 个 普遍 现象 .古典 导 引 法 中 的 所 有 下 
线 弹道 和 所 谓 基准 弹道 ,实质 上 都 是 由 零 控 拦截 状态 所 组 成 的 . 

由 方程 (9.11-1) 所 描述 的 导 引 间 题 中 ,凡是 满足 条 件 


ph 
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Ca) = x. + вби = Q E (9.11-17) 
的 初始 状态 х, w 都 是 零 控 拦截 状态 . эха. LW 是 非 负数 如 果 a = 0, 200) 一 wm。 
这 时 零 控 拦 堆 状态 为 满足 сур 
x, + шо 0, иго, ` ` f (9.11- 18) 
的 初始 次 态 ,: 所 月 这 种 状态 在 整个 状态 空间 оО ЧЕН 1-18). 
含 7 个 变量 Е а ak «ејб 
EAL. И L BHI, НН Li -- > 
如 果 导 引 况 题 的 系统 广 程 写成 
他 二 =v, А0) = = x 
0 = 十 а, 0(0) = by.: 
则 零 控 预 测 脱 各 量 为 。 О 
(Т) = coso Tx, + sin ото, | Ем, 
于 是 xo m 为 零 控 拦 截 状态 的 充分 必要 条 件 是 


хо + шь = 0, н = и hoT, 


这 里 & 的 取 值 可 正 可 负 . 
-对 一 般 情 形 ,分 别 用 目标 和 拦 稚 器 的 运动 方程 式 能 贸 妤 地 说 明 零 控 拦 截 状态 的 意义 . 
设 目标 和 拦 蕉 器 的 运动 方程 分 别 为 Law ра лава Н d, 
"слм {ік нашу “u h бет x мис хе 
7 аа, 04): Орт aolo: py + u, | А 
етине kins Duo AURERE A о FNNA, аА, 
ХАНЕ ов R ATUAR On. НР Арт, 
а: ak. ЕРА АЕНА” АВАК УТАА 
БЛЕДУ ЕР Кон Jr hh se 
TREER (12 ВЕРН НЧ 10 ВНЕ БСН. 16 个 独立 变量 Xe vn», Е», 
то). Ее, А но АНАРЫ ж, Бе 
ЗЕ LEAR. 适中 法 .平行 接近 法 、 нањве 
典 导 引 法 ， 指 的 是 受 控 制 力作 用 之 后 的 系 绕 状态 所 雯 满足 的 条 件 . ЭК ЭЕТ 
ПЕНИН ORA. CRRA ДНЕ СИЕ ЕК „НЕ 
хаваа. ANANG RT, on teed 
EERS. TRE IERA LEARRA FAY, RT AHR. 
g W B bu аа И, ВОЯ РЕК (9.1 i 是， 
x, + pp) pb) 220, i i 19) 
如 采信 证 [8%( и] < арс) |. Вр 12| 比 : IBG] провал 
ож == uu) в 2 0. | 
即 视线 ж 与 速度 250и) 方向 一 致 。 再 假定 40, w (и: mapis | BRA. 
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xo = Wm, и 20. 
现在 把 x, бр 看 做 受 控制 作用 后 的 状态 ， 那 么 受 控制 作用 后 的 拦截 器 的 速度 方向 应 指 
向 目标 ,这 就 是 追踪 法 。 追踪 法 是 目标 速度 (相对 于 拦截 器 速度 ) 很 小 时 的 曲面 工 的 近似 
再 看 平行 接近 法 ， 对 式 C9.11-18) 的 丙 边 疝 量 策 上 < 8 
Xo X DY(u) = x, X blu). (9.11-20) 
如 果 假 定 ам = 0, ар = 0, И Elu) = Vm, Elu) = gp， 这 时 上 式 变 成 
Xo X Омо = Xo X Оро. ' 
受 控制 力作 用 后 的 拦截 器 速度 vp。 应 使 上 式 成 立 ， 这 就 是 平行 接近 法 。 用 PP 记 x, 与 
9» 的 夹 角 ,6 记 м 与 ом 的 夹 角 , 则 由 上 式 得 
[ом . 
je 
平行 接近 法 是 自由 运动 (无 控 弹 道 ) 为 等 速 运动 时 的 曲面 工 的 描述 ， 
在 前 置 量 导 引 法 中 , 先 把 Su), 000и) 具体 表示 出 来 : 


050и) = Vpo + " |" (и — r)@p(r)dr ; 


вис) = Vm + 4 | Cu — т)амСт)ат, 
u Jo 
记 | 
全 一 二 | G — aG) — aar, 


这 时 从 式 C9.11-20) 可 得 到 
Xo X (Vw + Дд) = х, X Vo. 
IPY х 与 оь 的 夹 角 ,6 为 xo 与 wm ЮЖН, ó + Аб 为 х Бош + 46 的 夹 角 ， 
则 有 
sin p = оа EAE] an (8 + д9), (9.1121) 
受 控制 力作 用 后 的 拦截 器 前 置 角 (视线 x, 与 拦截 器 速度 之 间 夹 角 p) 可 由 式 (9.11-217 的 
右 端 来 估计 。 当然 ,一 般 来 说 ,这 种 估计 只 能 是 近似 的 。 从 这 里 看 出 ,前 置 量 法 是 a >< 0 
时 的 曲面 工 的 近似 描述 . | | 
最 后 再 讨论 三 点 法 .由 于 x= хм 一 xpo， 故 式 (9.11>197) 可 改写 为 
хм 十 ибм(и) = хоу + ибЪ(р), и 2 0. 
如 果 udul) 比较 小 , 则 近似 地 有 
. Xu 一 Xp + ибЪ(и), и 之 0。 
这 个 近似 等 式 说 明 ， 当 хоо 平行 于 xm 时 ，vpo 也 应 平行 于 хм, WMA хо 不 平行 于 
` Xun 时 ,拦截 器 的 速度 Uoo 应 使 хь 接近 Хм 方向 (因为 u > 0); 这 就 是 三 点 法 的 几何 
意义 .因此 ,三 点 法 是 目标 速度 (相对 于 拦截 器 速度 ?比较 小 时 ,曲面 工 在 绝对 座 标 系 中 的 
从 以 上 讨论 可 看 出 ,古典 导 引 法 给 出 的 是 受 控制 后 的 系统 状态 所 应 满足 的 条 件 , 并 没 
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有 给 出 加 控制 力 的 办 法 . 用 什么 样 的 控制 去 实现 古典 导 引 法 呢 ? 这 个 问题 ， 实质 上 是 用 
什么 样 的 控制 律 把 系统 引 到 曲面 L 上 的 问题 . 

一 现在 我 们 讨论 曲面 工 上 的 一 般 导 引 律 . 导 引 的 最 终 目的 是 实现 拦截 , 即 达到 堆 脱 和 
有 了 曲面 工 ， 我 们 可 以 把 导 引 的 着 眼 点 从 “终点 零 脱 靶 ? 移 到 “曲面 工 ” 上 , 即 把 系统 导 引 
到 曲面 LK 上 并 消除 控制 力 的 办 法 达到 拦截 的 目的 .* 这 种 导 引 律 可 以 绕 称 “ 曲 面 乙 上 的 导 
ВНЕ BREH, 实质 上 是 把 拦 截 器 的 速度 方向 对 淮 到 堆 控 拦截 方向 上 . 因此 ,也 可 以 叫 
ПОХ: >. 

ТИ а = 0 的 情形 讨论 在 零 控 曲面 工 上 的 导 引 律 . овини, 这 里 的 终 
在 状态 为 曲面 L, 它 在 相 空 间 中 的 方程 式 是 ' 

х(Т) + коет) = 0, & > 0, _ (9:11-22) 
pp 
&#(х(Т), oC(T)) = х(Т) + wT), 

其 中 z 为 某 个 独立 参数 。 用 待定 常 向 量 А 乘 式 (9.11~22), 便 得 内 积 伍 等 式 


(А, х(Т) + вост) = 0 — (9.11-23) 
由 于 kk 是 独立 参数 ,上 式 左 端 对 它 微分 后 得 . 
(А, o(T)) = 0. (9.11-24) 


就 是 说 ,待定 常 向 量 2 应 清 足 上 式 ， 在 式 (9.11-23) 中 对 xT) 和 oT) 的 分 量 微 分 ,得 
最 优 问题 的 共 轿 方 程 的 边界 条 件 [ 见 式 C9.11-7)]: 
А. = А, А, = pà, 
把 这 个 1s 2, 代 到 式 (9.11-107 和 (9.11-11), 又 得 到 | 
800) == АСТ + н), 09.11-25) 


DTY +2), 
оТ) = (т) + (2 + - Ти). (9.11-26) 
从 式 (9.11-25) 中 解 出 2， . | 
ae O 
Tpu | 
再 把 它 它 代 到 式 C9.11-26) 中 ,得 
x(T) = эст) + á(0) (17 + +Г и) ею, 
(т) = от) + (9) (2 + тк) (т + и). 69.11-27) 
将 第 二 式 乘 上 wz 后 加 到 第 一 式 , 可 解 出 
| асо) eT) + аСТ + u) + e) b... (9.11-28) 


(2+7 Tu +p т 


这 里 ， 参数 /还 没有 被 确定 . 根据 式 (9.11-247， @. 11-2590, aco) EEF oC T). ЖИ, 
由 式 (9.11~26) 又 得 到 
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CECO), Ту) = CACO), исто) + [OF (Z + ти) ст +) = 0, 
(9.11-29) 


这 正 是 决定 参数 & 的 方程 式 . 
显然 ; 当 a= 0 Н, PCT) = o,, XT) = x, + T, 09.11-28), (9.11-29) 分 
别 成 为 


2(0) = —(ж + от + WDT + „> / (Z + Tn + 2 ) т, (9.11-30) 


CaCO), CTY) = (800), vo) + |&(0)|2 (z + „)т /dr + и). (9.11-31) 


为 了 便于 讨论 ,引入 新 的 参数 5 
т 

Tu’ 
这 是 从 初始 状态 到 曲面 工 的 过 渡 时 间 T( 这 个 时 间 可 称 为 “引入 * 时 间 ) 和 从 初始 状态 到 实 
现 拦 截 的 整个 过 渡 时 间 工 十 & 的 比值 ， 是 拦截 过 程 中 “引入 ”时 间 所 占 的 比例 ， 显然、 
0<5 < 1。 利 用 这 个 参数 可 把 式 (9.11-30) 和 (9.11-31) 整 理 成 如 下 形式 ; 

1 Xo + СТ + и) 

s(1 一 s+ 二 1 si) (T + p) 


(7 (жи) + dælt) 5 一 ( jx 一 5) $ 一 (с, oT + Гы) = = 0. 


(9.11-33) 
这 两 式 结合 一 起 就 构成 抬 系统 引入 到 曲面 工 的 最 优 控制 律 按 这 种 规律 实现 最 优 控制 
的 程序 是 先 给 定 引 和 时间 了 ,然后 从 式 (9.11-337 中 解 出 满足 0 < S<1 КИ 5. AT 5, 
就 可 按 定义 求 u. MMEA (9.11-32) 决定 出 所 需 的 控制 асо). 这 样 决定 的 控制 就 是 
工时 间 内 把 系统 引 到 曲面 工 上 的 “ 需 用 加 速度 如 果 这 个 加 速度 超出 允许 加 速度 的 限 
制 范围 ,那么 另 选 一 个 较 大 的 引入 时 间 了 7， 并 重新 计算 ， 这 样 ,我 们 总 可 以 选取 比较 合适 
的 引信 时 间 TT。 按 这 种 方式 决定 控制 ， 可 以 在 导 引 的 初始 阶段 用 较 大 的 加 速度 尽快 消除 
初始 偏差 ,从 而 克服 了 前 面 讨论 过 的 比例 导 引 的 缺点 。 在 方程 (9.11-33) 中 , 也 可 以 先 给 
定 比值 3 或 ,然后 反 过 来 决定 .T。 当 5 = Ки 一 0) 时 , 导 引 律 式 《9.11-32) 就 变 成 导 
引 律 式 (9.11-12)。 这 说 明 , 导 引 律 式 C9.11-12) 是 把 整个 拦截 过 程 都 当做 引入 时 间 的 导 引 
律 . 


$ = 


(0) = 一 > (9.11-32) 


上 面 讨 论 的 是 终止 状态 为 整个 曲面 工 的 情况 ， 而 工 由 方程 СТ) + pv(T) = 0, 
上 之 0， 所 决定 。 如 果 给 定 参 数 & 的 特定 信 мо, 则 方程 

Lo: хСТ) + СТ) 一 0 
决定 出 工 的 子 曲 面 ， 我 们 也 可 以 讨论 以 L, 为 终止 状态 的 最 优 控制 律 。 这 时 的 控制 律 仍 
然 是 式 (9.11-32)。 但 是 ,在 这 里 S = T/T + u) 是 确定 的 ,因此 方程 (9.11-33) 就 不 需 
要 了 .从 以 上 讨论 可 以 看 出 , 导 引 律 式 (9.11-32), (9.11-33) 中 的 参数 T, и, 5， 都 可 以 
按 需 要 “灵活 地 "改变, 
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如 果 取 T +p 等 于 
— |x]? 
(хо 0) и 
或 
— Cay, 0 ` 
los | ? 


和 空间 比例 导 引 的 推导 一 样 ,可 分 别 得 到 导 引 到 曲面 L。 上 的 比例 导 引 律 : 


èco) = s Eea а x x 


xL 
或 
&(0) = S, r Si 1 ох Vas 
其 中 
1: 


50 == 


(1-5+ 29) 
3 


当 5, 从 1 变 到 0 时 ， $ 从 3 变 到 .co。 这 说 明 ， 比例 导 引 律 中 的 放大 系数 5， 只 要 它 大 
于 3, 都 是 对 应 于 某 一 子 曲面 L 的 最 优 控制 律 。 

对 ax 0 的 情形 ,利用 平均 速度 也 可 以 讨论 曲面 上 的 导 引 律 。 也 可 以 讨论 ， 除 总 
能 重 最 小 指标 外 的 其 它 性 能 指标 的 最 优 控制 律 ( 见 文献 [4 вх 
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AREXE Ра, аланнан 
间 : 的 连续 函数 ， 即 时 间 是 连续 变化 的 ， 但 是 ， 随 着 计算 机 和 数字 式 通 信 线 路 的 大 量 使 
用 ,很 多 情况 下 信号 不 是 连续 传输 的 ,而 是 用 离散 的 数据 序列 去 传递 信息 , 这 种 数据 序列 
又 常 以 各 种 不 同 的 编码 形式 通过 信道 进入 控制 器 或 计算 装置 。 举 例 来 说 , 某 一 信号 (0), 
只 有 在 间隔 相等 的 各 时 刻 一 0, T, 27… 的 值 СТ), п = 0,1, 2,.…， 才 有 可 能 被 
采集 、 传 输 和 接收 ,而 在 这 些 采 样 时 刻 之 间 的 信号 值 或 者 被 遗弃 ,或 者 无 法 确定 ,这 就 是 离 
BERS. 

如 果 ЖЖ, А ЕГЕТЕ ДЕА: 为 了 计算 广 
便 , 常 对 这 种 连续 输出 量 进行 同步 采样 或 异步 采样 ,把 一 个 连续 信号 转变 成 数据 序列 。 如 
果 一 个 控制 系统 的 输入 和 输出 都 是 以 离散 数据 列 的 形式 被 采集 和 接收 ， 就 称 它 为 离散 控 
制 系统 ,或 叫 采 样 榨 制 系统 。 还 有 一 类 系统 , 虽然 输入 和 输出 都 是 连续 的 , 但 它 的 工作 方 
式 是 离散 的 。 例如 ,用 脉冲 调制 方式 工作 的 电机 , 含有 脉冲 调制 的 放大 器 等 等 , ARAR 
样 器 件 的 特征 ， 含 有 采样 器 件 的 系统 常 当 作 离 散 系统 去 研究 ， 在 本 书 内 采样 系统 和 离散 
系统 将 被 认为 是 同 义 语 . 

离散 系统 在 现代 控制 技术 中 得 到 越 来 越 广泛 的 应 用 。 这 是 因为 很 多 系统 中 的 执行 机 
构 或 放大 器 件 应 用 了 采样 器 件 ; 另 方面 ,也 是 主要 的 ,因为 数字 技术 的 发 展 ,而 数字 技术 中 
的 器 件 大 多 数 只 能 以 离散 的 方式 工作 。 中 小 型 过 程控 制 计算 机 的 大 量 采 用 ， 特 别 是 微型 
计算 机 的 普及 ， 使 绝 大 部 分 的 精密 控制 系统 和 复杂 的 过 程控 制 走向 数字 化 ， 数 字 机 利 数 
字 器 件 所 能 达到 的 精度 远 高 于 连续 器 件 ， 它 的 容量 和 功能 也 是 连续 工作 的 器 件 所 不 能 比 
拟 的 . 

由 常 微分 方程 描述 的 运动 过 程 本 身 也 常常 可 以 用 离散 的 方法 进行 计算 . 由 数值 计算 
”方法 可 知 , 当 计 算 步 长 足够 小 时 ,用 离散 方法 所 得 到 的 结果 与 原 连 续 工 作 方 式 的 结果 相 比 
差别 很 小 .所 以 在 分 析 和 设计 连续 系统 时 也 可 以 用 离散 系统 的 处 理 方法 去 简化 计算 过 程 ， 
而 不 致 产生 很 大 误差 . 

任 一 离散 控制 系统 ,可 以 用 一 种 标准 的 方 框图 表示 ， 如 图 10.0-1 FR. 可 以 认为 系 
统 的 输入 信号 x(:)， 反 馈 信 号 fC:)， 误 差 信 号 (0 和 输出 量 y(O 都 是 时 间 : 的 连续 
函数 ,而 采样 器 件 把 连续 量 0) 按 某 一 采样 频率 转换 成 数字 序列 eCnT)， 送 到 数字 控制 
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器 中 进行 数字 运算 ,然后 经 过 数 模 转 换 把 数字 序列 变 成 连续 控制 作用 O 去 驱动 受 控 对 
$. 采样 器 件 通常 可 以 认为 是 一 个 模 数 转换 装置 , 它 的 工作 方式 如 图 10.0-2 所 示 , 它 把 连 
续 信号 s(z) 变换 成 一 个 数字 序列 eCnT) = {C0),，e(T), eT), ++, (Т), +}, > 
T 是 采样 局 期 . | | | 


图 10.0-2 


然而 从 动力 学 观点 来 看 ,采样 器 件 的 工作 方式 与 上 图 所 示 的 有 所 不 同 , 可 以 把 离散 控 
制 器 的 输出 表示 成 图 10.0-3(a) 的 形式 : 把 系统 中 的 连续 工作 部 分 集中 起 来 ,把 离散 的 特 
点 集中 于 采样 器 件 本 身 , 而 后 者 对 连续 信号 进行 脉冲 调制 .调幅 \ 调 宽 或 调频 ,这 种 调制 方 
法 示意 于 图 10.0-3(Ь), Сс) Ж (d) 中 。 从 动力 学 的 观点 来 看 ， 脉 冲 宽度 为 常数 的 脉冲 调 


(d) 


图 10.0-3 
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福 , 际 觉 很 准 的 脉冲 调 冰 者 属于 线 住 调制 方式 ,而 脉冲 调 宽 ( 频 率 因 定 ) 则 是 非 线性 的 . 本 
章 内 我 们 将 主要 讨论 线性 谓 制 的 情况 , 即 线性 采样 系统 或 线性 离散 系统 ; 
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差分 方程 最 适合 于 描述 采样 系统 的 运动 ， 借 助 于 差分 方程 可 以 顺利 地 研究 采样 系统 
的 一 切 特性 , 诸如 稳定 性 和 动态 品质 的 分 析 , 线性 系统 和 最 优 系统 的 综合 等 等 。 因 此 , 研 
究 采 样 系统 的 第 一 步 就 是 正确 地 建立 描 纤 它 的 运动 规律 的 差分 方程 式 或 差分 方程 组 .本 
节 内 我 们 将 详细 地 讨论 这 个 问题 ， - 

ЦА 10.0-3Са) 为 例 , 设 受 控 对 象 的 连续 部 分 的 运动 方程 是 常 微分 方程 式 


в. ZI 十 Gal "ту + i.. + а, 25. + вру = Ки, 《10.1-17 
di” dt dt | 
A = Ay + Ви, ` S (to. 1-2) 
f И Н 


JER (и. 1- D. РЕНН —Л-, i (10. 1-2) 内 则 假定 有 多 个 相互 独立 的 拉 制 量 
a = Cus №, “Wr)， 根 据 第 二 章 内 的 讨论 知道 ,方程 式 (10.1-1) 总 可 以 化 为 一 阶 方程 


组 : 1 ЕЕС 

bb (10.1-3) 
上 式 内 矩阵 4 和 向 量 b 的 每 一 个 元 素 由 方程 式 (10.1-1) 的 诸 系数 所 单一 确定 , 它们 可 以 
用 比较 系数 法 得 到 , 


BEHE s0) 是 被 第 一 类 采样 器 件 所 调制 出 来 的 脉冲 序列 ， 如 图 10.0-3Cb) FR. 
设 脉冲 宽度 为 YT, T 为 脉冲 重复 周期 , 即 采样 周期 ,0 < y < 1。 我 们 先 讨 论 高 阶 方程 式 
《10.1-1), 即 方程 组 (10.1-3), 并 在 0 <; < T 的 时 间 内 求解 方程 (10.1-3)。 令 00 - = 

e“ 为 方程 (10.1- -3) 的 齐 次 方程 组 的 基本 解 矩 阵 ， 2Co) = = E AH REPE, 于 是 在 ғ = 
这 一 时 刻 有 | 


` коню фах 
= с47у(0) + № ети Jdr 

= е“Ту(0) + (人 e^T-9bdr ) ` #0). 

д” ` 


同样 ,如 果 以 УСТ) 做 为 新 的 初始 条 件 ,又 可 以 求 出 在 “一 27 时 刻 的 输出 YOT) 的 什 
YOT) = AAT) + (|T estibar ) «СГ. 


依 此 类 推 , 若 记 


YT . 
€ = | е^7-9ат, р == с“, 
0 . 
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则 对 任何 :一 NT 有 
YEN + ОТ] = DyCNT) + cxCNT), (10.1-4) 
这 样 ,我 们 就 得 到 了 采样 控制 对 象 的 第 一 种 差分 方程 式 ， 
如 果 和 矩阵 4 是 可 逆 的 ,向 量 e 可 以 由 下 式 算出 : 


rr : 
с = e4T Í e bar 
0 


О. 


= 470647 — саит, (10.1-5) 
当 和 矩阵 4 为 不 可 逆 时 ,上 式 依 然 有 效 , 此 时 应 理解 为 
c= (УТЕ 一 Ł (YTPA + = (ITPA — ---)e4Tb, (10.1-6) 


显然 ,上 式 右 端 的 级 数 对 任何 矩阵 4 总 是 收 和 敛 的 ,因而 (10.1-5) 内 的 向 最 c 总 有 定义 . 
差分 方程 组 (10.1-4) 内 的 向 量 У 一 《ys уз, 5-5 ys) 中 的 各 分 量 是 方程 式 《10.1-1) 
内 受 控 最 У 的 各 阶 导数 和 控制 量 ¿G 在 г = NT 时 刻 的 值 的 线性 组 合 。 因 此 ， 它们 代 
表 受 控 对 象 的 主要 输出 y = у 和 它 的 各 阶 导数 在 各 采样 点 的 取 值 。 如 果 我 们 只 对 系统 
的 主要 输出 NT) 感 兴趣 的 话 ,差分 方程 组 (10.1-4) 可 以 化 为 仅 含有 一 个 主要 输出 变数 
у 的 高 阶 差 分 方程 式 ， 为 此 ,我 们 想法 消 掉 式 C10.1-4) 内 除 у. 以 外 的 其 他 变数 。 例 如 写 
H ЕЯ] 2 AJER: | 
УСМ + ПТ] = DyCNT) + euCNT), 
УСМ + DT] = ру[ (М + ОТ] + eu[ (N + ОТ], a 
УСМ + DT] = ру[ (М + n — DT] + ceul(N + n — DT}. 
在 到 个 方程 式 中 包括 了 (NT), yKN + ОТ], ++, y[CN + т], i= 1,2, - -3 
等 (n + 1): n = m + n 个 未 知 量 ,从 中 消 掉 下 列 (о + DG — DD =m — 1 TE: 
y(NT), +t ICN + n)T]; ` 
VNT), tts УСМ + nT], 
y.QNT), ++ > у {СУ + nT], 
最 后 剩 下 一 个 方程 式 ,其 中 仅 含 有 nN + nT], 555, СМТ) 等 + 1 TE, НЯ 
阵 刀 的 特性 ,这 种 消除 是 可 能 的 。 这样 消 掉 的 结果 便 得 到 一 个 >” 阶 差分 方程 ,其 内 只 包括 
系统 的 主要 受 控 量 у 一 y， 它 的 形式 是 
y[(N + aT] ву[(М + n— DT] + + eryCNT) 
= ful (N +n— DT] + Ы (М tn 2Т] + -+ fuCNT), (10.1-7) 
式 中 诸 系 数 co 556 er; р» ttt’ fh 为 常量 ,它们 是 由 矩阵 DD 和 向 量 c 的 元 素 所 单一 确定 
№. 于是， 我 们 又 得 到 另 一 种 只 含 主 要 输出 变量 的 差分 方程 式 ， 这 种 方程 式 常 称 为 # 阶 
线性 差分 方程 式 。 我 们 可 以 看 到 ,高 阶 差分 方程 式 《10.1-7) 与 差分 方程 组 《10.1-4) 是 等 
RAI. 
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在 实际 工作 中 常 可 采用 差分 方程 式 的 第 三 种 形式 . 引进 符号 ' 
Ay(NT) = y[(N + DT] — y(NT), 
AyCNT) = Ay[(N + DT] — АУСМТ) = УСМ 十 2)7] 
— 2y[(N + DT] + y(NT)>, 


хо ооо оо оо ооо ооо хо ооо ооо 


АУ (NT) = 5 C(—1> Chyi CN + T]. (10.1-8) 
К c; 为 对 i 的 组 台数 ， 
Ci enn — 1: Git) 一 n! 
” i! (一 站 


从 式 《10.1-8) 内 解 出 yGT) RARO. (7) 后 就 得 到 差分 方程 式 的 另 一 种 形式 
goA"yCNT) 二 gyA”IyCNT) 十 :十 СУТ) 
= hA (NT) + RAUNT) 十.… + Ви СМТ). С10.1-9) 

式 中 Bos Bis `` "5 £a; his й2> 5 Йа 均 为 常量 ,它们 为 (10; 1-7》 内 的 诸 系 数 e; 和 所 
PRE. 不 难看 出 差分 方程 式 (10.1-9) -5 (10.1-7) 是 相互 等 价 的 ， 两 者 可 以 按 关系 式 
《10.1-8) 互 化 ,因此 式 (10.1-9) 与 (10.1-4) 也 等 价 . i 

最 后 , 式 C10.1-7) 还 可 以 写成 另 一 种 形式 . БИЗЕ, NT) = y(NT), 并 设 符 
НИНЕ Вр HyCNT) = у 109+ 1)T]， 那 么 ,方程 式 (10.1- 7) 可 以 化 为 新 的 
方程 组 : 

Ну. (МТ) = уКМТ) + buCNT), 

HyANT) ғ = УСТ) + ВМТ)» 


ооо ооо ооо ........... 


ну (МТ). = — ау СМТ) — а, СМТ) —– + — ay CNT) + bruCNT), ао 1-10) 
式 中 各 系数 为 方程 式 (10.1- 7) 的 各 系数 所 单一 确定 。 1 
Жә 


у= (у, .-.› у?) 
е = (8, "” bads 


тн 
了 一 0 0 1 0 ， 
则 上 式 又 可 以 写成 向 量 形 式 | 
Hy(NT) = АуСМТ) + си(МТ), „ 10.1-11) 


这 就 得 到 了 描绘 采样 系统 的 第 四 种 差分 方程 式 。 方 程式 10.1-11》 虽然 形式 上 与 式 
《10.1-4》 殷 同 , 但 是 实际 上 完全 是 两 回 事 。 因 为 式 (10.1-11)y 的 各 分 量 是 主 输出 量 y 和 
整 制 量 w 在 各 外 不 同 采样 时 刻 的 值 , 而 方程 式 《10.1-4). 的 各 分 量 是 由 主 输出 量 y 和 控制 
量 * 的 各 阶 导数 丘 构成 。 所 以 方程 式 (10.1-4) 和 《10.1-11) 是 截然 不 同 的 两 类 方程 式 .但 
是 ,从 描述 采样 系统 的 运动 规律 这 一 意义 来 看 ,他 们 是 等 价 的 ,是 可 以 互 化 的 . 
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这 样 ， 我 们 讨论 了 描述 采样 系统 的 四 种 差分 方程 ， 它 们 是 式 《10.1-47，(《10.1-77> 
《10.1-9) 和 《10.1-11)。 在 实际 工作 中 究竟 采用 何 种 形式 ,要 由 具体 情况 而 定 ， 从 原理 上 
来 看 ,它们 都 可 以 做 为 对 采样 系统 分 析 或 综合 的 基础 . 

现 举 例 以 说 明 这 四 种 方程 式 的 求法 。 设 连续 受 控 对 象 的 方程 式 是 


Фу dy dy du du 
+a +a + = k А — + . 10.1-12 
аё а? аг а у = kı аё k dt kan ( ) 
$ y 一 轧 ， 于 是 式 410.1-127 可 写 为 方程 组 : 
mn = yz + bitis 
923 == Уз + ёи, 
Чу: 一 — 937: — ауз — ауз + дм. 
dt 
A b, = Ris р: = kı 一 akis р: = Аз 十 а. 一 azki 一 arikio 
令 b= Chis bzs з), 


У = (у у» Уз), 


0 1 0 ` 
A= | 0 0 1 } 
一 93 — 2 —a . 
则 上 式 可 以 写成 向 量 等 式 : 
= Ay + bu, 


设 u(x) 为 第 一 类 采样 元 件 (图 10.0-3b) 所 调制 , 则 第 一 种 差分 方程 是 
УКА + DT] = DyCNT) + еи(МТ), ' (10.1-13) 
式 中 f i 
D = eT, с = Аел — e407)b, 
第 二 种 差分 方程 是 
УСМ + 3)Т] + eyl CN + 2)T] + eyl CN + ПТ] + ey СУТ» | 
= fiul CN + DT] + Бим + ОТ] + l (QN T), (10.1-14) 
第 三 种 差分 方程 是 
gA5(NT) + grAYyCNT) + р. ЛуСМТ) + gy (NT) 
= AWuNT) + hAuNT) + и МТ, (10.1-15> 
式 中 
20 =1, в, 一 3 十 ce Z= 3 + 20 + es в = 1 + а + =; + es 
b =f h= 2 +f hs = Í, + hth. 
再 令 AOT) = y(NT), Á (10.1-14) 又 可 写成 
Hy(NT) = yXNT) + cwuCNT), 
HyXNT) = узСМТ) + cu (NT), 
HysNT) = — азу СМТ) — dy CNT) — dysA NT) + сзи(МТ), (10.1-16) 
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Ap ! 
| Оф. e= fs co oh ef, аве ehi ahs 
d, = е:> d, = e2, d, == es, 
这 就 得 到 了 第 四 种 差分 方程 组 | РОНС КОК 
. Hy(NT) = AyNT) + - ет), n _ (10.1-160 
式 中 и 


0 1 о: үе 
| 0 0 1. и сз» Сз), 
—d; —d: —d, 

对 于 有 多 个 控制 重 的 系统 ,差分 方程 式 (196、 1-2) 的 建立 方法 是 完全 类 似 的 ， 相应 的 向 

量 方程 式 的 形式 是 
y[(N + DT] = Dy(NT) + CuCNT),, (10.1-17> 

AH .. а 
D == e, С = (47 一 етап) 1B, , 
这 里 与 式 (10.1-4) 所 不 同 的 是 C 是 ” x r ИНЬ, а 是 7 维 向 量 ,而 式 C10.1-4) 内 的 e Е 
一 个 ” 维 向 量 , * 是 一 维 控制 量 ， 用 前 面 叙述 过 的 方法 可 以 类 似 地 得 到 具有 多 个 控制 量 
的 第 二 种 至 第 四 种 差分 方程 式 ,只 不 过 后 者 的 具体 形式 赂 有 变化 轩 了 。 上 述 的 第 一 \ 第 二 
和 第 四 种 差分 方程 式 以 后 都 将 在 不 同 的 场合 分 别 采用 . | 

用 差分 方程 式 描绘 采样 系统 时 ， 我 们 只 能 得 到 输出 变量 在 各 采样 时 闽 的 取信 变化 地 
律 。 至 于 在 两 个 采样 时 刻 的 中 间 输 出 量 9 变化 情况 从 上 列 任何 一 种 差分 方程 式 的 第 中 都 
得 不 到 任何 解答 .但 是 采样 系统 的 输出 路 恰恰 是 连续 变 化 的 ， 这 与 输入 量 或 控制 量 的 脉 
冲 序列 完全 不 同 ， 司 者 本 身 是 不 连续 的 信号 ， 而 前 者 本 幸 是 连续 蛮 化 的 。 且 是 为 了 信息 
У, RITA ЯНА, 为 了 更 全 面 地 了 解 输出 量 的 变 
化 情况 , 可 以 将 前 述 各 差分 方程 改写 , 使 其 所 描绘 的 输出 量 ( 受 控 量 7 的 值 不 在 采样 点 土 > 
而 在 采样 点 的 中 间 ， 或 者 说 ， Ани, :表示 受 控 量 \y 在 :一 eT, T + ЕТ, 
27 +еТ, °, МТ + ЕТ, e 等 时 刻 的 值 . Baso o Sra 

Ë O< < 7, 那么 根据 式 (10. 1-2) В РЯ 


УСЕТУ = гатуе) 十 ¿“er N еше бт, ` 
(7 一 8) 
УТ + ET) = etry(sT) H | ”e-4cBae0)dr 
+ esT [Гек Ba Tr, 
0 


依 此 类 推 ,可 以 得 到 
УУ +1+ ЭТ] = Dy[(N + £T] + BUNT) 
+ В(в)а[ (М + DT], ` о з. (10.1-18) 
рее, В) МИН ве) = е |" àgi, 
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34 y < s < 1 时 , 则 有 
y[(N + 1 + s)T] = Dy[ (N + €)T] + Bul (N + ОТ] (10.1-19) 
式 中 
ЕТ 
B£) = erf e74 Bdr, 


从 式 C10.1-18) 和 C10.1-19) 内 可 以 看 出 , 当 输 出 量 的 采样 时 刻 与 输入 量 的 采样 时 刻 不 
同时 ， 差 分 方程 式 的 形式 也 不 相同 。 与 410.1-177 比较 这 种 差别 就 一 目 了 然 了 。 根据 式 
《10.1~18) 和 (C10.1-19) 又 可 以 推出 第 二 种 至 第 四 种 差分 方程 式 ， 如 式 C10.1~-7),C10.1-9) 和 
《10.1-11) 那 样 . 

讨论 上 面 的 采样 系统 时 ,我 们 假定 脉冲 调制 后 的 每 一 个 脉冲 是 方形 的 ,其 高 度 仅 与 输 
ЛЕ gG) 在 采样 时 刻 的 值 有 关 《 图 10.0-3b?。 有 时 为 了 更 好 地 远近 输入 信号 ,脉冲 元 件 
的 调制 规律 可 采用 一 次 线性 外 播 , 输 出 端的 脉冲 序列 中 的 每 一 脉冲 均 为 " 斜 顶 ", 它 的 形状 
如 图 10.1-1 所 示 。 脉 冲 顶部 的 斜率 与 相 邻 两 个 采样 时 刻 的 输入 信号 ONT) M z[ ON 一 
1)7] 的 连 线 疼 率 相 同 , 此 时 第 一 种 差分 方程 式 将 具有 下 列 形式 : 


УМ + DT] = Dy(NT) + B,a(NT) 十 Pa[CN — DT], (10.1-20) 
式 中 | 
р = ef, В, = Т Í ep + =) ат» 
0 Т 
В, = — е7 (7 c-4rB + Тат 
Јо Т 


以 式 (10.1-20) 做 基础 可 以 推出 其 他 几 种 差分 方程 式 、 由 此 我 们 看 到 ,图 10.1-1 所 示 的 译 
制 方式 是 线性 的 . | 
本 节 内 讨论 过 的 方法 同样 适用 于 变 系数 系统 。 如 果 受 控 对 象 是 由 变 系数 常 微分 方程 
Ві, 那么 相应 的 差分 方程 式 也 是 具有 变 系数 的 线性 方程 ， 例如 式 《10.1~1 力 此 时 变 为 
УСМ + ПТ] = DCNTIYENT) + C(NT)a(NT), ` 《10.1-217 
AHERE D(NT) 和 C(NT) 的 每 一 元 . 
素 是 时 间 的 函数 . 这 两 个 矩阵 的 求 算 公 
式 与 式 人 10.1-17) 内 的 和 矩阵 求法 相同 ,只 
需 将 1 换 为 变 系数 系统 的 基本 解 矩 阵 
Фа, t+ T> 8 9], Je £t =, T, 
2T; -° МТ, `: ` | 
前 而 讨论 中 的 输出 向 量 > 是 离散 系 
统 的 状态 向 量 . 为 了 设计 控制 规律 а) 
当然 要 不 间断 地 对 系统 的 状态 进行 测 
量 。 然 而 并 不 是 状态 向 量 的 每 一 个 座 标 ` 
在 实际 上 都 可 以 直接 用 传感器 或 测量 装置 测 出 。 这 和 连续 系统 中 的 情况 完全 类 似 ， 能 够 
测 到 的 关于 系统 状态 的 信息 往往 必须 通过 某 种 蒋 数 关系 表达 出 来 。 最 典型 的 例子 是 用 雷 
达 测 量 运动 物体 的 座 标 ,雷达 测 得 的 数据 要 经 换算 后 才能 求 出 运动 体 的 座 标 ,这 在 本 书 的 
前 几 章 已 经 提 到 过 .一般 来 讲 ， 假 定 测量 装置 可 以 直接 测 到 mm 个 参数 31，%2，……*，zm> 


图 10.1-1 
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HAE z 表示 , 称 为 离散 系统 的 观测 向 量 。 观测 向 量 z 和 状态 向 量 y 之 向 的 函数 关系 可 
RRR: . 
z(NT) = FONT), NT), C10.1-22) 
式 中 f 为 m 维 的 非 线性 向 量 函数 .由 于 通常 能 够 观测 到 的 参数 zts z, 的 个 数 小 于 
状态 向 量 的 维 数 ,也 就 是 说 ,在 每 一 瞬间 不 能 由 关系 式 C10.1-22) 反 解 出 BIAT) 来 ,即使 
RRN Р 的 wm 个 分 量 都 是 相互 独立 的 。 这 在 实际 问题 中 是 最 常见 的 情况 . 在 简单 的 情 
闹 下 ,观测 方程 (10.1-22) 右 端 是 状态 变量 的 线性 函数 ,此 时 用 FCNT) = (h CNT) 表示 
mx 阶 长 方 矩阵 , 它 的 每 一 元 素 т) 是 时 间 * 的 函数 。 于 是 观测 方程 变 为 
z(NT)= ЕСМТ)УСМТ). | (10.1-23) 
另 一 方面 ， 当 函 数 关系 式 (10.1-22) 中 的 f 是 各 自 变量 的 足够 光滑 的 函数 ， 而 且 FO, 
МТ) 一 0， 那么 在 小 范围 内 可 以 将 函数 f 按 索 勒 级 数 展开 ,只 保留 展 式 中 的 线性 项 ,忽略 
AKI REKER (10.1-23) 将 在 一 定 程 度 上 逼近 式 (10.1-22)。 因 此 ,线性 观测 方程 对 
研究 非 线性 观测 问题 也 是 有 意义 的 、 由 这 种 方程 描述 的 测量 装置 也 有 人 称 之 为 观测 器 ， 
归纳 上 述 ， 一 个 离散 线性 系统 的 完整 的 方程 式 将 由 受 控 对 象 的 运动 方程 式 和 观测 方 
锤 式 两 者 所 组 成 ， 
y((N + ОТ» = D(NT)Dy(NT) + CONT)a(NT), 
z(NT) = ‚ F(NT3Dy(NT)2. i (10.1-24) 
我 们 称 方程 (10. 1-24) 为 离散 系统 的 完全 描述 模型 . 
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-” 章 书 内 我 们 讨论 了 各 种 差分 方程 式 的 建立 方法 和 运算 步 晤 。 本 节 内 我 们 将 讨论 各 种 
差分 方程 的 特 解 和 通 解 的 特性 。 对 这 些 特 性 的 讨论 将 有 助 于 对 离散 系统 运动 规律 的 细致 
了 解 ;同时 对 离散 系 练 的 分 析 和 综合 将 提供 思 够 的 理论 基础 ， 妇 种 差分 方程 式 中 ,我 们 将 
重点 讨论 第 一 种 式 (10.1-4)、 第 二 种 式 (10.1-7) 和 第 四 种 式 (10:1-11)s. 因 为 这 几 种 在 实际 
工作 中 使 用 最 广泛 ,应 用 也 较 方 便 。 其 中 第 一 种 各 第 四 种 , 即 式 (10.1-4) 和 起 (30.1~11» 
虽然 物理 意义 不 同 ,但 数学 结构 却 完全 相同 ， 它们 的 通 解 和 竺 解 的 性 质 也 完全 一 到 所 以 
我 们 先 讨论 第 一 种 ,然后 再 讨论 第 二 种 . 

第 一 种 差分 方程 是 И | 
Hy(NT) = Dy(NT) + Cu(NT), 5 (10.2—1) 
кения, НЕНА HYNT) yN + LT], D СЕЕ 
E Ер СКН NT 的 函数 则 系统 变 成 变 系数 系统 ,但 下 面 得 到 的 很 多 结论 略 作 
修改 后 将 完全 适用 于 这 种 变 系数 离散 系统 . 式 (19.2-1) 内 . aCNT) 为 控制 向 量 ; 它 的 每 一 
个 分 量 w《NT》 是 相互 独立 的 控制 又， 如 果 控制 量 只 有 一 个 ， Я] ENT) 内 包含 一 个 分 
量 ,而 知 阵 C 则 变 为 一 个 向 量 e. 

当 式 (102:1) 之 右 端 aCNT) = 0 时 ， 方程 式 E 

| НУСМТ) == DyCNT) | (10.2-2) 
称 为 式 (10.2-13 的 齐 次 方程 式 。 | 
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齐 次 线性 差分 方程 式 的 解 与 齐 次 线性 常 微分 方程 式 的 解 有 很 多 共同 的 特点 ， 如 果 式 
《10.2-27 是 由 = 个 方程 式 组 成 , 则 必 有 # 个 线性 不 相关 的 特 解 , 而 且 只 有 ?= 个 这 种 解 , H: 
何其 他 解 均 可 用 这 » 个 “基本 解 ” 的 线性 组 合 表 示 出 来 。 设 这 个 线性 不 相关 的 解 已 经 找 
到 ,它们 是 f 

YNT) = ynNT), улСМТ), * +, ymCNT)), 

yANT) = YNT), YNT), ++, ya N TD), 

y,CNT) = G CNT), у СМТ), +++, y CNT). 
由 于 对 任何 г = МТ, М=0,1,2,..., ЕЖа ТЕЛАХ, 那么 ， 由 它们 所 构成 
的 行列 式 对 任何 NT 总 不 为 零 . 于 是 ,对 式 《10.2-2) 的 任何 特 解 YCNT》 存 在 一 组 常 
数 cis Crs " "5 ca， 使 

YNT) = cyNT) + cy NT) 十 … + соу МТ), 

而 这 盖 个 基本 解 是 什么 呢 ? 从 原则 上 看 任何 z 个 线性 不 相关 的 解 均 可 成 为 基本 解 。 现 在 
我 们 只 选择 一 种 ,做 为 以 后 讨论 的 基础 . 

由 于 式 (10.2-2) 内 的 D = е7, А 是 描述 连续 受 控 对 象 的 常 微分 方程 中 的 矩阵 ， 故 
矩阵 马 的 行列 式 永 不 为 零 。 现 在 证 明 , 式 (10.2-2) 的 4 个 基本 解 是 矩阵 DY = M4 的 几 
AARE. 显然 ,和 矩阵 D" 满足 方程 式 (10.2-2), 因 为 

НОМ = рр“ = рч", 

于 是 

У (МТ) = (DN), = (ет), 

у, (МТ) = (DN), = (е7), = (10.2-3) 
上 式 右 端的 右 下 角 注 i, i 二 1, 2, 655 n 表示 矩阵 的 第 š 列 向 量 ， 或 者 用 Y(NT) 表示 
式 (10.2-2) 的 基本 解 矩 阵 , 有 | | I | 

YCNT) = Р“ = eNA = (УКМТ), + у, NT) 

уи(МТ) +t ya CNT) 
yaNT) …， ymCNT) 


= 


у=(МТ) + y, CNT) 

上 式 左 边 的 矩阵 的 第 一 列 是 yT) ВАУ, 第 二 列 是 IANT) 的 分 量 ， 如 此 等 等 . 
HT ARE DEBE, k D = e1 也 为 已 务 , 则 式 (10.2-22 的 基本 解 矩 隆 DN = еа Ш 
可 以 算出 ， 再 由 于 和 矩阵 刀 是 非 晓 化 的 , 即 10| №0, ЖА, 它 的 任何 次 整数 宕 都 不 为 零 . 
因此 ,基本 解 矩阵 DN = УСТ) ЕУ АЕ И, 而 式 (10.2-3) 内 的 2 个 解 对 任何 
NT et 

受 控 对 象 的 > 个 初始 条 件 是 с = (c, …, cs)， 即 y1(0) = Cis (0). == 0...5, 
к) = с. 或 者 y(0) = c, Е НЕЖИН 2-27) 的 特 解 将 是 

y(NT) = e = De = ОКу(0). (10.2-4) 

事实 上 ， 


пчеле зело 
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Hy(NT) = DD"e = DNt'te = y[(N + ОТ], 
Н у y(0) = Dee 一 с, КЮНЕР ЖАНЕ ЕР ВАВ, 由 于 
LEMBER se. 是 任 郝 的 , 故 式 (10.2-42 称 为 齐 次 差分 方程 式 (10.2-22 的 通 解 .， 
现在 求 非 齐 次 方程 式 (10.2~1) 的 通 解 ， 我 们 用 待定 系数 法 求解 BACO. 2-1) 的 通 解 
为 下 列 形式 : 
(МТ) = Y(NT)eCNT) 一 DreCNT), а: (10.2-5) 
AP (МТ) = (СМТ), «(МТ)». ---ь`с„СМТ)). QA С10.2-1) 的 初始 条 件 为 常 向 


z Yo» 现 求 出 满足 这 个 初始 条 件 的 解 式 (10.2-5 思 将 式 (10. 2-5) 代 入 戒 (10 2-1) 后 有 


Hy(NT) = y[(N + ПТ] 
` = Y[(N + рту +.1)7] 
= DY(NT)>e(NT) + Cu(NT) 
= Y[(N + DT ]e(NT) + CaNT). 
物 项 后 有 š 
el(N + DT] — сот); = үЧ(М + DTICUCNT). 
ная | 
` с(тТ) — e(0) = $ y-i[ CN + DT]CuCNT), 
= wa 
将 c(mT) 代 人 式 (10.2-5), 并 游 虑 O = %，- 最 后 得 到 
У(тТ) = D”y + D” s УСМ + 1)T]Cu(NT), 
. N=0 И Ë 
或 者 改写 成 
y(NT) = Бу, + +5 DererocalmT)， 2. 002-6) 


不 难 检查 ， ao. 2-6) 满 足 方程 式 (10.2- 1), ЗН НЯ АЕ y(0) = у; 推导 时 
我 们 曾 假定 a(mT) т< 0 恒 为 零 岗 量 。 因 为 控制 作用 是 在 : 一 4 时 开始 作用 的 。 这 
样 ,由 于 x 是 任意 的 , 式 (10.2-1) 的 解 式 (10.2-6) 我 们 将 称 为 非 齐 次 方程 的 通 解 。 

其 次 , 令 向 量 函数 $CNT》 是 下 列 方程 式 


н*фМТ) = PI (N 一 DT] = рф(МТт) (10.2-7) 
的 基本 解 ， H* 是 逆 移 位 算 子 , 则 
PNT) = сф, = (DN (10.2-8) 


”是 我 (10.2.7) 的 解 ,其 中 Ф 为 任意 非 零 常 向 量 ;是 起 C10:2-7) 的 初始 条 伴 , 因 为 ， 


гонт = HIED) MG, = D CD = (Dry ND, ЕСМ — DTY.. 
不 意 看 器; 式 (192r7) 的 任何 非 零 解 ФОТ 与 齐 次 方程 式 (10.2-2) 的 作 何 非 震 解 xN р 
ОР Е MINEK 因为 . 
š Ум + DT], é[(N + ВТО — ONT), бит». 
= (DHe, (DIN) — Des DIP 
= (e, $) — (e, d) = 0. 
故 与 齐 次 常 微分 方程 相似 ,满足 关系 式 
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(@(NT)..y(NT)) = const, 
的 @(NT) 的 方程 组 (10.2-7) 称 为 式 C10.2-2289 3E9u ИНЬ 0 ER. 
而 $CNT》 则 称 为 式 C10.2- ОКЗ. 
设 离散 受 控 系统 式 (10.2-1) 的 初始 条 件 为 yp， 在 其 输入 端 作用 的 NT) 不 是 控制 
量 , 而 是 扰动 作用 。 那么 , 容易 证 明 , 由 于 扰动 所 引起 的 输出 УСУТ) "ВНЕ p E 
式 的 解 表 示 出 来 首先 写 出 下 丈 恒 等 式 : 
[mt DT], Pilm + РТУ — (Ут), ФТ») 
= (Dy(mT) + Си(тТ), (D')'16(mT)) — (y(mT), SmT)) 
= (Cu(mT), (Б")ф(тТ)). 
S N, Я НЕЕ, в ЕАМ т RAA 
СМТ), ФОМТ)) — 070), Ф00)) 


Ni 一 


= У) (CulmT), (0°)-ф(тТ)). (10.2-9) 


设 受 控 对 象 的 初始 条 件 为 零 , 即 yo = 0, QANT) = (1, 0, 0, ++ ., 0) ‚ЧЕ УСМ) 
的 第 一 个 座 标 y 在 МТ 时 刻 由 扰动 所 积累 的 值 将 为 | | 


N,—-1 


СМТ) = > (Cu(mT), (Dp mT)). (10.2-10) 


等 式 (10.2-9) 称 为 格林 公式 ， TRACO. 2-10) 是 它 的 一 个 特殊 形式 。 利 用 式 (10.2-10) 常 可 
简单 地 求 出 系统 受 干扰 后 在 指定 时 间 间 隔 内 所 积累 的 输出 误差 . 
至 于 第 二 种 差分 方程 (10.1-7), 因 为 它 可 以 化 成 第 四 种 方程 , 所 以 上 面 讨论 中 所 得 到 
的 一 些 结论 对 它 也 完全 有 效 ， 这 里 只 简单 地 列举 有 关 方 程式 (10.1-7) 的 一 些 特性 , 而 不 
再 重复 前 面 的 证 明 。 方 程 (10.1-7) 内 车 x(N7) = 0， 则 
y[(N + n) T] + eyl (N + n— DT] +- + e ,y(NT) 一 0 (10.2-11) 
称 为 它 的 齐 次 差分 方程 式 . x 阶 方 程式 G10.2-11) ME n MR HEREA (NT) 
yyCNT)，……，ys(NT)， 其 中 每 一 个 均 满足 方程 式 (10.2-11). 根据 方程 (10.1-10) 和 
《10 1-11) 的 特点 可 知 ,这 # 个 线性 不 相关 的 解 可 以 是 矩阵 O ' 


0 1 oe o A 
p` = 0 0 1 ... 0 
Cn Cn—l `° °° ĉi 


内 第 一 列 的 ”个 元 素 . 齐 次 方程 式 (10.2-112 的 通 解 可 写成 下 列 形 式 ， 
y(NT) = cy СМТ) 十 coazCNT) 十 + соу, (МТ), 

ARHAR c, Hi z 个 初始 条 件 y(0)， y(T), t’ la — DT] 所 单一 决定 ,为 了 求 
出 4 个 线性 不 相关 的 解 ， 还 可 用 另外 的 办 法 求 出 ， 令 式 (10.2-11) 的 解 具 有 下 列 形式 : 
INT) = NV， 代入 原 式 并 化 简 后 得 到 一 个 в 阶 代数 方程 : 

A + eT ед" +. Нее, == 0, (10.2-12) 
它 是 式 (10.2-11) 的 特征 方程 。 由 于 上 式 是 > MA n 个 根 А, Artero An МЕ 
之 间 没 有 重 根 , 则 ” 个 线性 不 相关 的 解 便 是 


tte eee д. 
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HCNT) = М, CNT) = 22; tee, y (NT) = А, 
容易 看 出 ,它们 是 线性 不 相关 的 ， 
如 果 特 征 方程 式 的 根 中 有 复 根 , 则 一 定 成 双 共 桃 出 现 ,例如 А, 一 pCeosw + isin w), 
А, = р( созо — ізіпо), ВА, 适当 的 选取 с. 和 c;， 可 以 使 前 两 个 基本 解 变 为 
HENT) = р\соѕоћ, yANT) == р“ зто М, N = 0, 1, 2, +. 
与 常 微 分 方程 类 似 , 当 4 是 重 根 时 , 例如 是 * 次 重 根 , 它 所 对 应 的 * 个 线性 不 相关 的 解 是 
(МТ) 一 А“, (NT) = МАМ, +++, y(NT) = МАХ, 
至 于 非 齐 次 方程 式 的 通 解 , 仍 可 以 利用 式 (10.2-6) 的 第 一 个 分 量 等 式 写 出 ， 
前 面 的 讨论 中 经 常 利用 矩阵 DY 做 为 齐 次 方程 组 的 基本 解 矩 阵 ， 如 何 求 出 DY y? 
最 简单 的 方法 是 把 它 写 为 连 乘 式 DN 一 DD---D 逐步 相 溢 六 次 算出 但是， 这 样 求 不 
出 DN 的 解析 表达 式 . 为 了 求 出 各 基本 和 解 的 解析 表达 式 ,可 以 用 和 矩阵 应 数 的 方法 进行 . 从 
代数 学 中 我 们 知道 ,对 任 一 矩阵 D， 总 可 以 找到 一 个 非 嫉 化 矩阵 Q, E 
. J = 9-29 
变 为 约 当 标 准 形 ， 于 是 


л= a > t= 0, Т,2Т, +. NT, 
其 中 J, 是 标准 形 内 的 标准 块 ( 约 当 块 )， 将 每 一 个 约 当 块 展开 后 具有 下 列 形 式 : 


и" 1 (+ - грі" 
т тт ` 


оо © 0 АТ 
ЗЕЕ Л ИЕ РАЈЕ ВОВК, 2 是 矩阵 六 的 特征 根 ， # D ËJ n 个 特征 根 内 无 重 
根 , 则 


| 0 af 0 0 
ооо . аї 
由 此 便 得 到 D? 的 解析 表达 式 为 
| Dr 一 0707. 


至 于 如 何 将 矩阵 了 化 为 标准 型 , 即 如 何 求 出 变换 矩阵 О, 在 代数 学 中 有 详细 讨论 ,这 里 不 
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ОЖ. 

下 面 我 们 把 线性 离散 系统 的 通 解 式 (10.2-6) 推广 到 变 系数 线性 系统 , 并 且 把 通 解 的 
形式 写 得 更 简单 些 ， 首 先 记 ?>(k7) =y, WAHRER Т, MA RRR MIR 
示 ІТ 等 等 . 设 差分 方程 组 (10.2-1) 中 的 矩阵 妃 和 C 不 是 常量 矩阵 ,而 是 + 的 某 一 函数 , 那 
么 方程 式 (10.2-1) 就 变 为 


`y(k + 1) = Р(қ)у(А) + C(k)u(k). (10.2-13) 
定义 双 变 量 函 数 Plk, 1): 
k—1 
PCk, 1) = [| DCG), Фа, k) = E, - ` (10.2-14) 
i=l f 
式 中 五 为 单位 方 阵 。 直 接 把 上 式 代 人 式 (10.2-137 的 齐 次 方程 中 , 极 易 检验 ,下 列 重 等 式 
OCk + 1,1) = р()ФСК, 1) (10.2-15) 


对 一 切 正 整 数 &《 和 1, K 22 1, Жи. 而且 ФС, DES РЯ, 

DR, 1) = OC, А), 

Ck, т)Ф(т, 1) = Ck, 1), (10.2-16) 
上 式 对 一 切 正 整数 А, 1, т 都 成 立 ， 利 用 函数 矩阵 ФСК, 77 ， 应 用 前 面 用 过 的 待定 系数 
法 ,线性 变 系数 离散 系统 式 (10.2-13) 的 通 解 可 写成 更 为 方便 简捷 的 形式 


УСК) = Ф(К, Пу) + > lki + 1)CC(OuG), А T (10.2-17) 


不 难 检 查 , 当 ! = ояр, C 是 常 矩阵 时 ,此 式 与 式 (10.2-6) 完 全 重合 . 但是, 式 (10.2-17) 
确定 线性 离散 系统 任何 两 个 时 刻 = АТ A = T 的 状态 之 闻 的 关系 , 所 以 这 种 写法 
往往 更 为 方便 . . 

本 节 讨论 的 内 容 是 进一步 研究 系统 分 析 和 综合 的 基础 。 这 里 需要 进行 较 复 杂 的 计算 
工作 是 求 出 矩阵 一 和 C， 因 为 要 从 常 微分 方程 转变 为 差分 方程 的 形式 ， 需 要 找 出 常 微分 
方程 的 基本 解 矩 阵 和 通 解 表达 式 ， 为 了 作 到 这 一 点 ， 我 们 还 可 以 应 用 离散 拉 氏 变换 的 方 
法 。 这 种 方法 对 常 系数 系统 是 很 有 效 的 ,下 一 节 内 我 们 将 进行 详细 地 讨论 . 

得 到 线性 离散 系统 通 解 的 一 般 表 达 式 以 后 ， 我 们 又 可 以 讨论 它 的 能 控 性 和 能 观测 
性 。 和 常 微 分 方程 描述 的 连续 系统 类 似 , 设 系统 式 (10.2-13) 在 и = hT 时 刻 的 状态 是 
yG T) 一 ?Co)， 如 果 对 任何 初始 状态 都 能 找到 一 个 控制 аСТ) = aG), i= 1, +°. 
k, E У 一 0， 则 系统 称 为 在 h 时 刻 能 控 ， 如 果 该 系统 在 任何 时 刻 都 是 能 控 的 , 则 系 
统 式 (10.2-13) 是 完全 能 控 的 ， 

由 式 (10.2-17) 可 知 ,为 了 在 z = АТ 时 刻 能 使 y(%) 一 0， 必 须 有 


BE, УЦ 一 一 > Plk, + COOuC). (10.2-18) 


因为 矩阵 ФА, l) Е nx n MABI Y) 是 任意 向 量 , 故 上 式 右 端的 一 切 可 能 的 
п 维 向 量 必 须 能 充满 整个 空间 ;换言之 ,因为 ФСК, h) 是 非 晓 化 方 阵 , 上 式 等 价 于 交 个 代 
数 方 程式 构成 的 方程 组 ,共有 G 一 1) ARAE (aG), aQ + 1), :: ак 1)}. 
如 果 对 任何 给 定 的 初始 状态 y(,)， 都 至 少 存在 一 组 解 {uC 让 }， 使 等 式 (10.2-18) 成 立 ， 
则 系统 必 是 完全 能 控 的 ， 如 果 记 
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T, 8 = > ФЕ + 1)C(DuG), 


式 中 &.= [w(1), аб + 1), -. .a 一 DD)}， 上 述 讨 论 要 求 算 子 Ten 是 满 秩 的 ， 或 者 
WER Т.Г. BEZAT, TL. E ТА, n ПРЕ, КАНЕ 维 向 量 = 
(T,, ТА, 1.2» 2) 
= (Гия, Тыя) > 0, 
把 Ты, Tt. 1, 展开 得 
f Th = > ФФ DEDE i i+ 1), (10.2-19) 
i=l ` 

和 连续 系统 一 样 , 离 孝 系统 式 (10.2- 13) 完 全 能 控 的 充 要 条 件 是 式 (10. 2- -19) 定 义 的 算 子 对 
任何 L 是 正定 的 . 

如 果 离 散 系统 是 常 系数 的 ， 如 式 0: 2-1) ДЕЕ #E8200355145 HEE 


阵 
(С, DC, D'C, >+ *, В") 
HRX СА 
` BAWERA. 2-13) 的 观测 方程 是 . 
_ z(&) = ЕФУЮ. . (10.2-20) 


系统 式 (10.2- -13) 和 (10.2-20) 在 в = АТ 时 刻 叫 作 能 观测 的 ， 是 指 如 果 存 在 一 个 时 刻 

4 一 kT， 册 观测 数据 =), =, + 1), 5-5, О) 和 控制 信息 а), -> а(Ю Bini 
一 地 确定 系统 式 《10.2-13) 的 初始 状态 УС. .如果 该 系统 在 任何 时 刻 都 二 能 观测 的 * 则 
称 为 完全 能 观测 的 。 将 式 (10.2-17) 代 入 式 (10. 2-20) 后 有 


zb = F | 9%, yad + 5 olks i + осно) 
或 者 
ab 一 PC > Ok, i+ реб — те, во. 
И И WER. Wakas 
x 
并 展开 ， 


x(k) 一 вое, L)yG), 


` XCha) = F CY) 
< + 1) = F(h + 1)Ф0, +1 òy), 
00 = FDO, DYA). 

这 里 共有 m(& + 1) 个 方程 式 , 并 且 有 = 个 未 知 量 yG) = (yG), у (А), -- yll. 
从 代数 学 中 我 们 知道 ,为 了 从 上 述 方程 组 中 解 出 这 а 个 未 知 数 ， 必须 且 只 须 存在 一 个 《使 


下 РИБИ =: 
Е (1) 
FGQL + 1)Ф0 + 1, h) , 


зоол ово оо ово о ` 


FOO, h) 


ры, = (10.2-21) 
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或 者 ,完全 等 价 地 讲 , АНН DinDon 是 满 秩 的 ， 

显然 ,为 了 使 系统 式 (10.2-13) 和 《10.2-20) 是 完全 能 观测 的 , 则 要 求 对 任何 时 刻 +, 
l< i=< k, Я FG)0G, 1) 的 各 列 向 量 是 线性 独立 的 ， 对 常 系数 系统 ,上 述 条 件 等 价 
于 下 列 和 矩阵 : 


Ер"! 
的 秩 等 于 >”。 
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第 四 章 讨 论 过 的 拉 氏 变换 方法 对 常 系数 微分 方程 的 研究 曾 发 挥 了 很 大 的 作用 .但 是 
由 于 离散 系统 内 自 变量 的 断 续 性 ， 那 种 方法 不 能 直接 应 用 到 这 里 来 ， 为 了 适应 离散 系统 
的 特点 ,必须 对 拉 氏 变换 的 定义 作 必 要 的 改变 。 在 离散 系统 内 ,我 们 所 研究 的 过 程 是 一 个 
函数 序列 (NT)  У(МТ). 一 般 来 讲 ,我 们 只 对 这 些 变量 在 特定 时 刻 的 值 感 兴趣 .为 
此 ,我 们 引进 新 定义 。 设 yYCNT》 是 一 个 采样 水 数 ,或 者 说 它 是 一 个 函数 序列 ， 复 变 函 数 


Y*(s) = > y(NT)><e NI: (10.3-1) 
N=0 


称 为 采样 函数 的 象 函 数 ,而 УСТ) 称 为 Y*Cs) HARR. BARAR NT) KRAH 
Y*(*) 的 运算 称 为 离散 拉 氏 变换 ,用 符号 L* 表示 . 

并 不 是 一 切 采 样 函 数 都 可 以 进行 拉 氏 变换 的 , 只 有 使 式 (10.3-17 вела 
那些 采样 函数 才 可 能 有 自己 的 象 函 数 ， 与 第 四 章 的 讨论 类 似 ， 对 УСТ) 的 要 求 是 它 
增长 速度 不 大 于 某 一 指数 函数 , 即 它 对 任何 NN 均 应 满足 不 等 式 

[УСМТ)| < MeT, 
AH о 为 某 一 有 限 的 正 数 , 称 为 УСТ) Кай. 
离散 拉 氏 变换 具有 连续 拉 氏 变换 的 一 切 特性 : 
GQ) 它 是 线性 变换 , 即 
L*[ay СМТ) + Бу (МТ) ] = aL*y (NT) + bL*y,C(NT) 
= aY (s) + bY7(O. 
(2) 对 自 变 数 的 推移 公式 为 


L*y[(N + DT] = e: y*(;) 一 > et-mryCmT). (10.3-2) 
(3) 对 复 变数 的 推移 公式 . 182 为 实数 ， 则 有 


L*[e#2NTy(NT)] = Y*(s+ 2). (10.3-3) 

Са) 对 差分 的 变换 公式 5 
L*[Ay(NT)] = УМ + DT] yONT) Тет 

= (Z — 1) YG) — ery(0). (10-4) 
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此 外 ,下 列 几 个 公式 在 实际 计算 中 很 有 用 : 


6) #Y7G2 — (чит (мт. (10.3-5) 
м 

CO L* [E пвп СУ — m)r)| = YEO - vz. (103-6) 
т=0 

(7) Y*(0)= >) (МТ). (10.3-7) 

N=0 
(8) limy(NT) = а (ет — 1)Y*C). (10.3-8) 
(9) y(0) = lim Ү*(;), (10.3-9) 


当然 式 (10.3-77 只 有 当 布 端 级 数 收敛 时 才 有 意义 ,而 式 (10.3-8) 只 有 当 yCNT) 确 有 极限 
时 才能 使 用 。(1) 一 (9) 的 正确 性 是 容易 检验 的 ,此 处 不 再 浆 述 。 下 面 列 出 一 个 小 字典 , 以 
供 查 对 , 表 内 设 T = 1. 


УСМ) У*(5) 
1 г 
e+ 1 
г; 
N 
(е — 1) 
N eet + 1) 
Сету 
en < 
er — е“ 
Мен eet 
(= y 
e — e°cos а 
cos aN —VTU 
sa e? — 2e'cosa +] 
: er sin a 
sin aN e — 2e cosa + 1 
21: 一 echa 
ch aN ez: — 2e: cha + 1 
sh aN esha 


e — 2efcha + 1 


上 面 我 们 已 经 熟悉 了 如 何 从 原 函 数 求 象 函数 的 方法 。 下 面 再 看 看 如 何 根据 象 函 数 求 
AAR. 这 种 运算 称 为 离散 拉 氏 反 变 换 , 并 用 符号 L 表示 
y(NT) == 1.*-1У*(9. 
ЖЯЕВ, 如 果 复 变 函 数 Y*( O 确实 有 自己 的 原 函 数 ,那么 有 (图 10.3-17 


图 10.3-1 
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кату р үк) (03-210) 
ЖАН НЕВА, Rh e HREN, BEATY O 的 一 切 厅 点 的 实 部 . 
反 变换 公式 可 用 下 法 推 得 ,将 式 (10.3-1) 的 两 对 以 =” 后 ,沿线 民 |: — z, Ü + Ez] 
积分 : 
Wa ета 


= Ге (> пытки) emTsds 


5 十 — = | 
一 ZIvz e NT-m ds 
т 


积分 与 求 和 之 所 以 能 互 换 ， 是 由 于 级 数 绝对 收敛 ， 因 为 沿 积 分 路 线 上 的 Re >, Ш 
Nm 时 
人 + 至 —(N—mY[r+ ds 一 [oe 
fae "4 [тот 
М == т ў, Д 
人 e~ Nams qç = 2 

T 


iR 


e= — 
т 


—(N—m)T+ c+ 部 


с 


由 此 , 式 (10.3-10) 便 得 到 证 明 . 

一 般 来 讲 , 当 Y*(s) 为 已 知 时 ,总 可 以 按 式 C10.3-10) 求 出 (МТ), 234 Y*( № ef 
masm 一 般 可 不 直接 计算 积分 式 〈10.3-107， 而 是 将 Y*(s) 化 为 有 理 最 简 分 

式 , 然后 利用 拉 氏 变换 的 线性 特点 ， 逐 项 去 查 表 ， 按 “字典 ” 求 出 原 函数 ,后 面 这 一 方法 最 
为 简便 . 

上 面 拉 氏 变 换 是 指 一 个 采样 函数 而 言 的 . BREUTAER, 对 
向 量 函 数 序列 变换 的 定义 与 式 《10.3-1) WA. $ YNT) = (NT); aENT);, + 
yaCNT))， 则 


ү) = Sly[NT]e N = (УР), YXO УФ. (10.3-11) 
N=0 : . f 
反 变 换 公式 为 


y(NT) = = т Ү*(;).%74;, (10.3-12) 
， 2 Je 一 于 


不 难看 出 ， 对 向 量 函 数 序列 的 变换 与 对 普通 函数 序列 的 变换 本 质 上 没有 差别 ， 前 面 列 举 
过 的 性 质 式 (10.3-2? 至 式 (10.3-9) 也 依然 有 效 ， Е 

ПЪТЕКА АЕ XK KI, ВЕЦ ВАЙНУ Г. 首先 研究 如 何 
用 拉 氏 变换 的 方法 去 求解 第 二 种 差分 方程 式 ， 设 差分 方程 式 410.1-77 的 初始 条 件 是 
у(0), УСТ), у(2Т), •••, у[ (о 一 127]， 对 式 410.1-7)? 的 两 端 进行 拉 氏 变换 ， 利 用 特性 
式 (10.3-2) 有 
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(es + слет 06 A e) YE C) = (ет +... + |,)0* C) + В*(Э, 
EAK R*@G № ет 的 多 项 式 ， 其 请 系数 由 上 述 初始 条 件 所 确定 . 将 上 式 移 项 后 得 
* s) г» R? С; 27 
үе) = Оо риа) + О Ее C10.3-13) 
АННУ от BARAR. 第 一 项 所 确定 的 运动 是 由 控制 量 u(NT) 
所 引起 的 , 称 为 离散 系统 的 强迫 运动 ,第 二 项 称 为 系统 的 特 解 ,或 称 为 系统 的 自由 运动 , 它 
完全 由 系统 的 初始 条 件 所 决定 , 若 初始 条 件 均 为 零 , 则 R* 一 0。 М 
ж 0* <, - _ 
Е*(:) = PED’? | (19.314) 
Е*(5) 称 为 输出 NT) HEHE VT) 的 来 桩 传递 证 数 ， 换 句 话说 ， 采 样 传递 函数 
就 是 受 控 对 象 的 初始 条 件 (状态) 为 零 时 输出 和 输入 拉 氏 变换 之 比 ， 如 果 控制 量 ¿(NT) 
的 规律 给 定 , 则 可 用 拉 氏 反 变换 法 求 出 系统 的 受 控 运动 у (МТ), АВЕ, ША ИЕ 
kj, R*Cs) 也 即 被 确定 ， 自由 运动 y.(NT) 也 就 可 以 用 拉 氏 反 变 换 的 方法 求 出 这 样 输 
ШИ, 


y(NT) = yi(NT) + YNT), 


其 中 
` у (УТ) = 1*-9Е*(5)0*(5)], 
= r*a | К Ө) 
(МТ) = L Fo]. 
这 种 反 变换 可 以 先 将 复 变 函 数 F*(s)U*(s) RLO 分 解 为 部 分 分 式 , 再 按 字典 去 查 出 


Pp*(s) 

S-REN, 相 加 司 便 得 到 7CNT)。 和 如 果 方 便 的 说 也 可 以 直接 Ж) 用 反 变 换 公式 
(10.3-10>.. 

_ ВЯ ‹ 10.1-7) ВОКЕА ЗЕНА РУЗЕ АС ИВИ Ht), 使 它 变 成 闭路 控制 
”系统 ,如 图 10.3-2 所 示 。 系统 的 输入 作用 为 2， 它 是 连续 函数 ， 因 为 系统 的 输出 yO) 
本 来 是 连续 硝 数 ,所 以 误差 e) = gG) 一 76) 也 是 连续 函数 ， 只 有 经 过 采样 装置 的 调 
制 后 =(МТ) 才 变 为 一 个 采样 函数 现 试 写 出 闭路 系统 的 传递 函数 。 根 据 图 10.3-2 ЧИЖ 
始 条 件 为 零 时 离散 系统 的 运动 方程 式 为 、 | 


EU 10.3-2 


Y*G) = F*G)U*GOD, 
Оч) = E*(s), 
ЕЧ) = 690) — У. 


w. T hhi 1 
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从 上 列 三 式 中 消 掉 0*(5), Е*(5) 后 ， 便 得 到 


0) с. | 3- 
_Y*(s) ESIS G*(s), (10.3-15) 
这 里 的 


+S = — ЕҸ(5) .. 
009 = тре) 


称 为 闭路 系统 的 传递 函数 ， у*(:), И*(;) 后 , 便 得 到 


E*(s) = T G *(,), ` (10:3-16) 


其 中 
у= 
000 т 
称 为 闭路 系统 对 误差 的 传递 函数 我们 看 到 ， 离散 系统 的 传递 函数 与 第 三 章 内 的 闭路 传 - 
递 函 数 的 形式 是 完全 类 似 的 , 


“如 果 反 馈 回路 中 还 包含 另 一 个 传递 函数 РР), WE 10.3-3 тж, 那么 ， 对 输出 和 
误差 的 闭路 传递 函数 将 是 


*(;) == Е* (OJ 
2*6) 1+ POR Cs)? 


226 = Г. FOFO 
由 第 一 种 和 第 四 种 差分 方程 组 (10.1-47 和 (10.1-117 可 以 确定 与 传递 函数 相 类 似 的 
传递 矩 阵 。 我 们 将 以 式 (10.1-17) 为 依据 求 传递 矩阵 ， 对 式 (10. 1-17? 的 商 端 进行 拉 氏 变 
换 ; 移 项 整理 后 得 到 | 
Y*( |) = (Eet — D) iCU*( í + (Ест 一 D)2”1y(0), (10.3-17) 
上 式 吾 为 单位 矩阵 ,并 假定 а(0) =. НЕ 
` Е*(5) = (Бет 一 Dy: 
称 为 受 控 对 象 的 传递 矩阵 。 MA (10.3-17) 的 第 二 项 决定 系统 的 自 由 运动 . 如 果 用 硬 反 
МЕ СЕ 10.3-4) ` 
a(NT) = K[g(NT) — y(NT)], 
AH K2 n x r 阶 和 矩阵 , 则 闭路 运动 方程 式 是 
Y*(s) = Е*0)0*(), 
U*(s) = К(С* (s) 一 Y*(s)). 
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Hy = Dy + Cu 


WH U*(s) 后 , 则 有 
Y*( s) = (E + Е*()К)-Е*(5)КС*(), (10.3-18) 
式 中 
Ø* (s) = (Е + F*(s)K>1F*(;)K 
称 为 闭路 系统 的 传递 矩阵 ， 令 E*(:) 一 G*(s) 一 У* 为 误差 向 量 -eCNT) gisi 
换 ， 不 难 推出 
Е* (s) = (E + F*(¿)K>”1G*(;) = OF (s)G* Cs), (10.3-19) 
此 处 . 
Ф205) = (Е + F*(s)K2>”: 
称 为 对 误差 向 量 的 传递 矩阵 ， 由 式 (10.3-18) 和 (10.3-197 可 以 看 到 ,方程 组 的 传递 矩阵 与 
方程 式 的 传递 尔 数 形式 类 似 , 只 是 由 于 两 个 矩阵 一 般 没有 互 换 性 , 故 不 能 将 它 写 成 分 式 ， 
现 令 式 C10.1-7) 右 端 之 控制 量 按 余弦 规律 变化 , 凤 и(МТ) 一 созот, ВКК 
出 受 控 量 (NT) 的 变化 规律 为 此 ， 我 们 利用 绥 性 系统 的 登 加 原理 .假定 x《NT) H 
两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 前 面 给 定 的 (ҮТ) = coswNT， 另 一 部 分 是 w《NT) = 
zsinwNT， 两 者 的 和 是 xCNT) = w(NT) + и, (МТ) = coswNT +isinwNT = сіе, 
№М=0, 1,2, e, AXA (10.1-7) 的 诸 系 数 均 为 实数 ， 故 对 控制 量 (NT) = e 有 
两 个 独立 《〈 互 不 影响 )》 МИ, МИРАЖ ХУ a (МТ), ИА аут). 于 
是 求 出 系统 对 wxCNT) 的 响应 后 ， 便 同时 求 出 了 两 个 特 解 ， 其 实数 部 分 恰恰 是 待 求 的 特 
解 . 1 
设 受 控 量 的 运动 规律 是 4(io)e， 需 要 求 出 系数 4(Go)。 将 u= ет 和 
ACw)eioN 代入 式 (10.1-7) 之 两 端 ,消去 不 为 零 的 因子 е 后 ,可 以 求 得 待 求 系数 
iol nl)T fon—2)T 
AG) = th. (C10.3-20) 
我 们 立刻 看 到 ，4(zo) 不 是 别 的 , 正 是 离散 系 绕 的 传递 函数 式 (10.3-14), 只 不 过 将 变数 
s 换 为 io 罢了 。 由 此 可 知 , 式 (19.1-7) 对 и == самт 的 响应 是 
y(NT) = Е* (іо) еі, (10.321) 
F°Go) 称 为 采样 频率 特性 ， 如 果 系 统 式 (10.1- ИЕН 
uCNT) = Che NT, beT, eee, bpe NT) 
= beit, 
那么 ,输出 向 量 y(NT) = Е*Со)бе МТ, (10.3-22) 
AH 
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F*Ga) = (Ee — рус 
称 为 频率 特性 矩阵 
HE 10.3-2 所 示 之 闭路 系统 的 输入 作用 为 ge) = e”, А, УФ # £= 0, 
T, 2T,- `°, 等 采样 点 上 的 稳 态 值 将 是 


= ф* і МТ 一 F*(iw) pia 一 
y(N T) = DB*(i0) ТР Nr, (10.3-23》 
而 误差 
= Ф* iw ей мт = 1 e КТ | ,3 一 
(МТ) = ФС) = Ш + = . (10.324) 


Ф* (10) 称 为 闭路 系统 输出 对 输入 的 采样 频率 特性 ，0x(zo7 称 为 闭路 系统 误差 采样 频率 
特性 。 如 果 在 式 (10.1-177 所 构成 的 闭路 系统 的 输入 端 加 上 g(NT) = ge, WARR 
统 的 输出 将 是 | 
УСМТ) = Ф*(;о) е = (Е + Е*(о)К)-ЕҸ(іо)Ка е, (10.325) 
误差 向 量 的 运动 将 是 
#(NT) = Ge(Cio)SBocifeMT 
= (Е + FGK gT, {10.3-26> 
式 中 | 
Е*(іо) = (Ee — рус, 
HAR FGO 称 为 开路 系统 式 (0.1-7) 的 采样 频率 特性 .将 F Go) 写成 K* Clo) 
xc-iew 后 ,得 到 两 个 w 的 实 函 数 К*(о) ЖП Ө*(о), 5 С10.3-21) 可 以 改写 为 
y(NT) = K? Co Jel NT (10.3-27) 
显然 、K*(o) 表示 输出 运动 的 幅度 ，6*(w) 表示 相位 移动 因此， 天 *(o) 称 为 离散 系 
统 的 幅 频 特性 ,而 6*(o) 称 为 它 的 相 频 特性 ， 将 式 (10.3-277 分 为 实 碟 两 部 份 后 , 便 得 到 
式 (10.1~7) 对 coswNT 的 响应 。 
yNT) = 一 K*(Cw) cos CaNT 一 0*(в)). (10.3-28) 
HACO. 3_22) 进 行 同样 的 处 理 , 便 可 得 到 系统 式 (10 41-172 的 开路 和 闭路 的 司 频 和 相 频 特 
性 和 矩阵， 利用 矩阵 画 数 的 运算 规律 即 可 求 出 ,我 们 把 它们 的 推导 留 给 读者 。 
例 . 设 连 续 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 


Фу aa | 10.3-29 
dP ‹ 7 


脉冲 元 件 是 方 波幅 度 调制 ， 重复 周期 为 7 一 1， 脉冲 宽度 为 y*7，7y 一 1, 于 是 式 
《10.3-29) 的 开路 传递 函数 是 


1 (e + 1) 
"От ету, 
其 中 各 参数 的 值 用 io 置换 复 变 数 s 后 , 便 得 到 开路 采样 频率 特性 


пота вк 


о BFE ”高 区 控制 系统 


F*(iw) = 开 *#(oo усё) ， 
其 中 
1 ТАР +1 


* 一 一 一 一 
Ко) = 7 со5ю — 1 * 


те | 
这 样 ,我 们 就 不 难 夯 出 频率 特性 了 . 用 一 1 作为 系统 的 反馈 , 式 《10.3-29) 变 为 闭路 系统 ， 
通过 简单 的 计算 ,可 以 得 出 闭路 传递 函数 ， 
| | | | | 1 Се + 1) 
er 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
CESE Се 1) 
2 
ФС) = ey 
(e — 13: + > + 1) 


其 相应 的 频率 特性 为 
Ф* (і) = Kloet, 
其 中 | 
Vill — coso — 10cost +5. 


р | 
К*(о) = 12 со? — 15 соб’ 5 . 3? 


9*(ш) = tanm 23 2sin 0 (1 一 coso) 
`2соз + coso — 1 ` 


当然 。 也 可 以 画 出 闭路 系统 的 频率 特性 ， 

上 面 我 们 讨论 的 传递 函数 都 是 以 输出 和 输入 量 在 采样 点 上 ， :一 0, T, 2T, =, 的 
值 为 依据 的 ， 如 果 我 们 关心 的 不 是 采样 点 的 值 ， MEERDER ARRIA 时 刻 的 输出 
BOLLAR ЕНЕНЕ :一 NT + sT, N = 0, 1， 2。…， 各 点 上 的 变化 规律 ,在 
0 和 s < r 时 ,可 应 用 公式 (10.1-18); 或 在 1> => 时 ,应 用 式 (10.1-19) 求 开路 系统 
和 闭路 系统 的 传 冲 函数 及 频率 特性 。 此 时 传递 函数 中 将 含有 参数 s。 对 式 《10.1-18) 的 


”两 北 进 行 拉 氏 变换 ,再 加 以 整理 后 ,可 以 写 出 开路 传递 函数 矩阵 = 


F*(s, €) = (Eef — D)(B(e) + eBE)), | С10.3-30) 
而 闭路 系统 传递 矩阵 为 А 
Ф*(5, =) = (Е + Е*(;, 8))Е*(5, в), С10.3-31) 


EARRA $ = io А, НАЖ ЕЕЕ, 
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104 一 种 特殊 情况 下 F*(s) 的 计算 


前 节 内 传递 函数 的 推导 是 基于 方程 组 的 基本 解 矩 阵 得 到 的 。 在 某 些 特殊 情形 下 ， 采 
样 传递 函数 可 以 从 受 控 对 象 的 连续 传递 函数 РС) 出 发 经 过 变换 后 ,直接 求 出 来 ,而 不 必 
首先 求 出 离散 系统 的 差分 方程 式 ，F(s) 与 F*(s) 这 两 个 函数 都 是 用 来 表示 控制 系统 的 特 
性 的 , 当 控 制 系 统 是 连续 作用 的 组 成 部 分 时 ，FCs》 就 是 很 重要 的 特性 .但 是 ， 当 控制 系 
统 用 在 离散 控制 系统 上 的 时 候 , F*(s) 就 成 为 重要 的 特性 了 。 从 数学 上 看 ЕС) 比 F*(). 
简单 得 多 ,而 且 我 们 也 常常 把 ЕС) 直接 用 到 设计 系统 的 方法 上 去 , 因 比 , 当 可 能 时 , 找 出 
F*(s) 5 FC) 的 关系 ,就 是 很 重要 的 事情 了 ， 当然, 直接 从 FOR ЕС) 并 不 是 对 所 
有 离散 系统 都 那么 简单 可 行 。 但 是 , 当 脉冲 元 件 所 调制 的 脉冲 宽度 YT < T, BD > < 1 
时 ,这 种 直接 换算 是 可 能 的 . | 

重新 研究 方程 组 (10.1-3)， 它 是 受 控 对 象 的 连续 运动 方程 组 。 设 系统 的 初始 条 件 为 
零 ,那么 式 (10.1-3) 的 特 解 是 


у(2) 一 | е4“, (т)ат, (10.4-1) 
令 esb — kG: — r), ША, АС) 是 系统 的 脉冲 过 渡 函数 ( 见 第 二 章 7。 根 据 连 续 拉 
氏 变 换 的 特点 可 知 
YO) = FOOUC), Еб) = CFCs), Е), -**ь Fls))s 
而 
ЕС) = (Асена, (10.4-2) 


当 ва) 是 一 个 方形 脉冲 序列 时 , 式 (10.4-1) 可 以 写成 
yCNT) = 5 w КМТ 一 sear 
mag .mT 


一 > 全 АМТ 一 рыбка. (10.4-3) 


3 y <1 时 ,上 式 右 端的 积分 间隔 远 远 小 于 了 了 。 当 AO 的 变化 较 慢 时 ， 可 以 以 足够 的 畏 
度 认 为 


(me 中 7 并 . i 
|” ANT 一 De(oDdr = rTRONT — mT ит. (10.44) 


将 式 (10.4-42 代 人 式 (《10.4-37 后 有 u 
INT) = yT È MNT — mT )ulmT), 
对 上 式 两 端 进行 拉 氏 变换 
У*(;) 一 Tuytuy = yT > (È ВМТ 一 mT)a(mT) )e -Nr 


m=0 
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根据 前 节 拉 氏 变换 特性 式 (10.3-6), 上 式 可 以 写成 


У*(;) 一 Р*(;)0*(;), (10.4-5) 

式 中 
Р*(;) = үт У) АМТ) Ni, (10.4-6) 
U*(s) = У и(МТ)е№°, . (10.4-7) 


N=0 
_ 3 (10.4-6) #1 (10.4-3) 是 两 个 向 量 等 式 。 取 它们 的 第 一 个 分 量 , 即 系统 的 主 受 控 量 
у. 后 者 对 应 的 两 个 传递 函数 是 FO 和 Е*(:), 前 者 对 应 的 脉冲 过 注 函数 写 为 (г). 
于 是 有 


F(s) = f A(e)e dt, 


Е*() = yT У) ANT) eT, | (10.4-8) 
.N=0 . 


AO = = Wa Fl(s)e''ds 


< 一 foo 


代入 式 (10.4-8) 的 第 二 式 后 有 


со 
Е*(0) = 11 е | — раем аа 
0 oie 


rT W F(q) (> e NTa) ) 44 


с—ісә .. N=0 


= 17|" Fla) d 


2xi ci 


(10.4-9) 


上 式 内 当 * 的 实 部 Re + > o 时 ,级 数 绝对 收 钱 ， 帮 上 面 的 送 算是 正确 的 ， 这 样 ,在 一 种 特 
ЯНЕ ТАГТАА ЕС) 至 F*(s) 的 直接 变换 公式 ， 以 下 我 们 就 用 留 数 方法 来 计算 
式 (10.4-9) 右 端的 积分 。 

被 积 函数 有 无 穷 多 个 极点 : FO) 的 极点 都 在 积分 路 线 的 左 方 ;但 是 那些 由 方程 1 一 
no 一 0 的 堆 点 所 构成 的 极点 都 在 积分 路 线 的 右 方 。 不 难 省 出 : 沿 着 从 < 一 ico 到 
< + ico 的 直线 的 积分 值 等 于 在 顺 时 针 方 向 上 ， 沿 着 这 样 一 条 闭合 积分 路 线 上 的 积分 值 : 
这 条 闭合 路 线 是 由 原来 的 直线 和 右 半 平面 上 以 那 条 直线 为 直径 的 一 个 无 限 大 的 半圆 周 所 
组 成 的 。 因 此 ,方程 《10.4-97 右 端的 积分 入 等 于 一 7 与 被 积 函 数 在 方程 1 一 “9 一 0 
的 各 个 零点 的 留 数 的 和 的 乘积 . 

方程 1 一 ee 一 0 的 零点 的 一 般 形式 是 q = + + (2zim/7)。m 是 任何 整数 .被 


积 函数 在 这 样 一 个 极点 处 的 留 数 是 —( L) FL + (2mim77)]。 所 以 ,就 得 出 
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Е*() = y > F (; + Frim), (10.4-10) 


这 个 公式 使 我 们 能 够 相当 深刻 的 看 出 Е* (5) 的 性 质 , 有 时 候 也 可 以 利用 这 个 公式 进行 近 
似 的 计算 。 但 是 ,我 们 还 可 以 用 相当 简单 的 有 限 形 式 把 F*Çs) 精确 地 表示 出 来 . 
函数 FO 可 以 写成 有 限 多 个 部 份 分 式 的 和 
FCs) 一 5a, (10.4-11) 
k=1 í — fk 
这 里 的 各 个 ak 和 a WERK, о Е Fl) 的 分 母 多 项 式 的 次 数 . 于 是 ， 利 用 方程 式 
《10.4-10) 并 令 y = 1 就 有 


ro- P omni- вое 


一 a N 26-а) _ 
> t = 一 % tÈ (42т?/ Т?) + G — > . (10.4-12) f 
但 是 ， 我 们 知道 cothz 有 如 下 的 展开 式 : l . 


coth z 一 过 + 2z Ds 
所 以 ,方程 (10.4-12) 中 对 mw 所 求 的 和 数 可 以 计算 出 来 ,因此 就 得 出 
мот coth |< Чт]. (10.4-13) 


利用 这 个 公式 ,对 于 任意 的 s 值 都 可 以 把 F*(s) 准确 地 计算 出 来 。 

ТЛ, Flo) HEE —я/Т < o <я/Т 间隔 之 外 小 到 略 去 不 计 的 程度 , 那 
么 ,根据 方程 《10.4-10〉》 就 可 以 很 清楚 地 看 出 FO) 的 定性 的 性 质 。 事 实 上 , EEM 
—я/Т <o < «|Т 里 F*(iw) 差不多 就 等 于 F(iw)。 我 们 将 要 看 到 ,如 果 了 相当 大 ,我 
们 也 还 可 以 得 到 一 个 相当 简单 的 F*(iw》 的 近似 表示 式 . 把 各 个 零点 + 写作 

sk = — Àg + iok, (10.4-14) 

这 些 1. 和 wi 都 是 实数 。 我 们 假设 ,所 有 的 А 都 是 正 数 ， 按 照 方程 (10.4-13) 现在 就 
得 出 : 


F*Go) = = > ax coth t [А, + (о — 21] 


Ts 1 + e Teti owg) 
=> = ari — eTR ti omw 


因此 ,对 于 大 的 了 值 就 有 
F*(iw) = > > adl + детанта, (10.4-15) 
当 “很 大 的 时 候 , 方 程式 (10.4-11) 可 以 写作 
F(s) -+ oa +4 Soas + 
但 是 我 们 曾经 假定 : 反馈 线路 对 于 6 函数 的 反应 是 连续 的 , 所 以 , 当 :很 大 时 ,，F(s) = 


memo eee 
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1/2， 因 此 

| Уа = 0. ИИН (10.4-16) 

这 样 一 来 ,方程 ( 10.4-15) 就 变 成 | | | 
F*Ga)esT ire 5 aet, (10.4-17) 

允 于 实际 的 物理 系统 来 说 ， 或 者 是 实数 ,或 者 成 复 共 入 对 出 现 ,所 以 方 程 (10.4-17) 中 


的 和 数 一 填 是 实数 。 因 此 , 当 o 从 一 =/T 变 到 =/Т 的 时 做， Е") 的 图 线 是 一 个 网 ， 
这 个 圆 的 半径 是 


[> > ает, Е | (10.418) 


К=1 
在 实际 情况 中 ， РС) 很 可 能 在 一 0 处 有 一 个 极点 。 为 了 避免 某 些 不 必要 的 麻 
类 ,以 前 我 们 并 没有 考虑 这 种 情形 ， 现 在 ,我 们 把 这 种 情形 简短 的 讨论 一 下 
首先 ,我 们 可 以 看 到 ,如 :一 0 是 ЕС) 的 一 个 极点 ,那么 常数 c 就 必须 是 正 数 ,而 
E F*(s) 的 无 穷 级 数 表 示 式 (10.4-10) 只 在 s 的 实数 部 分 是 正 数 时 成 立 。 这 种 情形 中 ， 
F*(s) 的 有 限 表示 式 ,C10 4-13) 仍然 成 立 ， 如 果 ， 设 5 一 0， 那么 ， 方程 (10.4 13) 就 
变 为 


F*(iw) 一 Tfi tT + > ax coth ro 
пж T 的 值 很 大 ， Ri пот 10.4-152) 的 公式 ， 


十 > a [1 + 2.77 =} |. 


FšGo =Z [~ia cot £ 
2-5 у > 


payata 4-16) 
а + a; +5 + a, = а, 
所 以 
~ Piu) == =ar Е tia? әт) + Тетте > ей. s (10.4-19) 


常数 a 当然 是 一 个 正 实数 。 当 % 从 一 x/T 变化 到 =/T 时 ， 式 (10.4-19) 的 第 一 项 就 给 
出 一 条 平行 于 虑 轴 的 直线 ,其 余部 分 是 一 个 正弦 函数 . 
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在 讨论 了 描述 离散 系统 的 差分 方程 的 建立 方法 及 各 种 求解 方法 以 后 ， 可 以 开始 研究 
闭路 离散 系统 的 动态 和 静态 品质 。 如 前 几 章 内 曾 叙 述 过 的 那样 ， 我 们 将 研究 闭路 离散 系 
统 的 稳定 性 \ 静 差 和 过 渡 过 程 。 本 节 内 我 们 主要 研究 系统 的 稳定 性 判别 准则 ,最 后 将 讨论 
系统 的 静态 误差 。 这 也 是 线性 系统 的 两 个 最 午 要 的 品质 特性 关于 和 如何 设计 系统 使 之 其 
有 良好 的 过 渡 特 性 ,将 在 下 一 节 内 讨论 ， 

首先 讨论 系统 的 稳定 性 问题 ， 设 受 控 对 象 的 运动 方程 式 是 式 (10.1-177, 即 第 一 种 和 
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第 四 种 差分 方程 | 
Hy(NT) = Dy(NT) + Ca(NT), (10.1-17) 
令 系 统 的 输入 作用 是 g(D， 它 是 一 个 连续 向 量 函 数 ( 或 采样 输入 )。 用 简单 的 硬 反 馈 所 梅 
成 的 闭路 系统 如 图 10.3-4 Вт. 用 Cu(NT) = Ка(МТ) = K(g(NT) 一 yCN7T)) 代入 
式 (10.1-172 后 :得 到 闭路 运动 方程 式 
НУ(МТ) = (р — K>y(NT) + Kg(NT), (10.5-1) 
式 中 及 为 一 s X n 险 常 量 方 阵 , 它 表示 了 采样 装置 的 增益 矩阵 。 这样, 系统 的 输出 量 ? 便 
受到 输入 作用 的 驱动 . 设 g(z) 为 任意 已 知 的 时 间 函 数 。 显 然 ， 当 系统 的 初始 状态 给 定 
后 , yG) 的 运动 规律 便 已 经 完全 确定 了 . 再 令 这 个 初始 状态 为 m， 它 所 对 应 的 运动 是 
УС). 读者 应 该 注意 yG) 实际 上 可 以 是 连续 函数 ,虽然 差分 方程 (10.1-172 只 能 描绘 它 在 
采样 时 刻 上 一 0， T，27，…-， 上 的 变化 情况 但 对 任何 : 它 都 有 确定 的 值 。 按 李 雅 普 诺 
夫 定义 ,如 果 对 给 定 的 y, 和 gC)， 系 统 的 运动 是 稳定 的 , 则 对 任何 e >09, 9820, 
一 旦 zol < 5, x, 为 任意 n п 维 向 景 ， 则 对 应 于 初始 条 件 x + y, 和 #00 的 系统 运动 
zA 将 永远 满足 不 等 式 | . 
Iza 一 ?Co < в. 
这 里 хо 称 为 对 yG) 的 初始 扰动 ，zCx) УЖИНЕ, yG) 则 称 为 未 受 扰 运 动 ， 
显然 , 受 扰 运 动 也 满足 式 C10.5-1) | | 
Hz(NT) = (р 一 K)z(NT) + Kg(NT), =(0) = x + У. (10.5-2) 
受 扰 运 动 与 未 受 扰 运动 的 差 是 х(р) = 200) — у(0). 自 式 С10.5-2) 分 别 减 掉 式 (10.5-1) 
的 两 端 ,得 到 `xw(z) 在 采样 点 上 的 运动 规律 ` 
Нх(МТ) = (D — K)xCNT), х(0) = ку, (10.5-3) 
由 于 系统 是 线性 的 ， 我 们 也 可 以 称 ха) =0 为 系统 的 未 受 扰 运动 ， 因 为 此 时 z(z2) = 
y()。 由 此 可 知 ,为 了 研究 式 (10.5-1) 内 y(NT) 的 运动 稳定 性 ， 只 要 研究 式 (10.5-3) 的 
零 解 稳定 性 就 够 了 .我 们 看 到 这 里 的 情形 与 第 四 章 内 的 情况 相同 。 如 果 线 性 系统 的 齐 次 
方程 式 的 零 解 稳定 , 则 系统 的 一 切 可 能 的 运动 都 是 稳定 的 。 反 之 ， 如 果 任 柯 一 个 运动 是 稳 
Е, MERSE RRE EEREN, 于 是 系统 的 一 切 运动 都 是 条 定 的 。 因此 ， 我 们 
如果 系统 的 平衡 状态 (和 解剖 定 ， 不 能 保证 系统 的 任何 运动 稳定 ; 所 以 对 非 线性 系 ,一 
般 的 去 讲 系统 稳定 有 时 是 没有 意义 的 ， 
A005- 的 零 解 何 时 稳定 ? 用 什么 方法 判别 ? 这 正 是 我 们 想 要 解决 的 问题 . 根据 
式 (10.2-4), 如 果 式 (10.5-3) 的 初始 条 件 是 x PA CUERE 
х(МТ) = (D — КМ, = Ax, A=(D— К), (10.5-4) 
因为 4* 可 以 写成 
= OUJNO， А 
ВЕНЕ, 如 果 对 任何 х, (ҮТ) ARAN 的 增长 而 
趋 近 于 零 向 量 ,显然 式 (10. 5-Е, 根据 第 10.2 РАЮ АЯ, НБ 
阵 4 所 构成 的 特征 方程 式 
[4 — EX|=0 (10.5-5) 


ов и Фа ААС ФКН е са ИЕР НО отно заети тт 
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的 一 切 根 的 模 小 于 1 即 可 。 其 实 , JN 内 的 每 一 元 素 都 是 由 从 所 构成 的 , 当 [А1 < 1， 
№ оо 时 ， 总 有 | 你 | >0. МА, 当 |м| <1 b, Л ВУЗ, HETA 4" 也 
趋 于 零 . 故 有 

м = 0. 


这 时 , 式 (10.5-1) 稳定 的 充分 条 件 是 矩阵 4 = D — K 的 一 切 特征 根 在 复 平面 上 均 位 于 
单位 圆 的 内 部 《图 10.5-1). 反之 , 那 怕 特 征 根 中 有 一 
个 位 于 单位 圆 之 外 ， 则 系统 将 是 不 稳定 的 .因为 此 时 
至 少 有 一 个 约 当 块 Л, БИН 的 无 限 
增 大 而 无 限 增长 ,对 某 一 初始 条 件 x,, 使 imxCNT) = 


co。 由 此 可 以 断言 , 系统 式 (10.5-1) 不 稳定 的 充分 条 
тат 4 一 DD 一 KK 至 少 有 一 个 特征 根 的 模 大 于 

1， 即 位 于 复 平面 的 单位 圆 外 。 如 果 一 部 分 在 单位 圆 
内 , 另 一 部 分 在 单位 贺 上 , 圆 外 无 根 , 这 是 一 种 临界 状 
态 ， 即 系统 处 于 稳定 边缘 。 对 这 类 系 绕 的 研究 只 具有 
| 数学 上 的 意义 ,实际 上 是 不 允许 出 现 的 ， 

图 10.51 让 我 们 再 看 看 稳定 系统 的 传递 函数 应 具有 何 种 性 
质 . 回顾 式 (10.3-17) 可 以 看 到 ,如 果 输 入 作用 gG) = 0 且 C 为 单位 矩阵 时 有 
Y*( = (Ест — DY = PC)yos 

式 中 OO 的 每 一 元 素 为 ет 的 有 理 分 式 , 上 式 可 以 写成 一 个 线性 方程 组 : 


УС) = > Pij HOSE ¿= 1,2, t, n, 


根据 拉 氏 变换 的 特性 可 知 ， м PAC) AIRA s ЈА ARE limy (NT) 一 0。 由 此 
可 以 断言 ， 闭路 系统 稳定 的 另 一 充分 条 件 是 传递 矩阵 的 每 一 元 素 的 极点 都 位 于 揽 平面 的 
左 半 平面 上 。 这 个 充分 条 件 对 第 二 种 差分 方程 式 的 传递 函数 式 〈10.3-147 也 是 完全 适用 
的 .读者 从 式 (10.3-13) 可 以 直接 看 出 , ХТА. НТН А. ФС) 的 极 
点 又 恰恰 是 行列 式 


ACs) = |ЕеТ — D| == даСЕеТ — D) == 0 (10.56) 
的 零点 。 上 式 称 为 离散 系统 的 特征 方程 式 ， 而 且 式 〈10.5-6) 的 零点 也 正 是 0*6) = 
ФРС), ·--,Ф1))) 每 一 个 分 量 的 极点 .因此 , 欲 检查 闭路 系统 的 稳定 性 ,可 以 检查 AGO 
的 零点 ,或 者 检查 任 一 加 (Cs) 的 极点 是 否 位 于 复数 平面 的 左 半 平面 即 可 。 

当 ФС) 的 极点 或 AO 的 零点 5,j 一 1, 2，***, n, AARRE, TREF Я] 
DIAT) 中 的 每 一 个 分 量 序列 当 N — оо мага, 但 系统 的 输出 量 УС) З ЕЛЕ + 
的 连续 函数 。 仅 仅 在 采样 点 O, Т, 27,，'……，N7，'… 上 趋 近 于 零 , 严 格 说 来 还 不 能 保证 
my) = 0, 为 了 检查 后 者 的 存在 ， 还 要 检查 在 节点 的 eT 位 移 , ИЕ МТ 十 sT 上 的 
运动 规律 ，N 一 0, 1, 2, .…。 例 如。 原理 上 可 能 出 现 图 10.5-2 所 示 的 情况 ,虽然 ， 
(МТ) 一 0， ЕДВА L, yiCNT + Т) 不 趋向 于 零 ; 故 为 了 确信 系统 的 输 
出 УС) 一 0， 必需 对 某 一 s> 0, 检查 式 (10.3-31) 的 任 一 分 量 的 极点 分 布 情况 ,稳定 系 
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统 的 传递 冰 数 ФС, 2) — ИҢ s; 也 必须 满足 前 述 条 件 , 即 所 有 s; 均 在 复 平面 的 左 半 
平面 上 。 虽然 如 此 , 图 10.5-2 的 情况 是 非常 军 见 的 ,因此 ,一 般 来 讲 只 检查 在 节点 ØC) 
的 极点 吉 够 了 .为 了 不 发 生意 外 情况 ， 当 然 
ЛЕВОЕ =>0, НЮ PC, в) 
的 极点 . . 

实际 上 , 求 特征 方程 式 的 根 , 只 有 在 一 次 ` 
和 二 次 方程 式 时 ， 求 解 才 比 较 容 易 ， 三 次 以 
上 的 方程 式 根 的 一 般 表 达 式 或 者 过 于 繁 元 ， . 
或 者 不 可 能 写 出 。 更 高 次 的 方程 式 ， 一 般 地 图 10.5-2 
说 没有 根 的 普遍 表达 式 。 因此， 不 必 解 出 根来 而 能 决定 系统 稳定 性 的 法 则 就 具有 很 大 的 
实际 意义 了 。 利 用 这 类 所 谓 稳 定 判 据 的 法 则 ,我 们 不 仅 能 够 确定 系统 是 否 稳 定 , 同 时 也 能 
说 明 系统 中 各 种 参量 和 结构 变化 时 对 稳定 性 的 影响 。 

”连续 系统 中 现 有 的 几 种 稳定 判 据 稍 加 改变 后 同样 能 用 到 离散 系统 上 来 。 各 种 形式 的 
稳定 判 据 ,它们 所 表示 的 是 同一 个 事实 : 特征 方程 式 所 有 的 根 都 位 于 复 平 面 上 单位 圆 内 . 
但 是 ,在 解决 具体 问题 时 , 如 果 方 法 选择 得 当 , 就 可 以 收 到 计算 简单 的 效益 ， 下 面 将 要 讨 
论 的 几 种 稳定 判 据 ， 是 以 复 变 沙 数 理论 中 所 熟知 的 幅 角 定理 为 基础 的 。 首 先 我 们 用 米 蛤 
依 洛 夫 〈Maxaiinog) 判别 法 来 研究 差分 方程 式 的 稳定 性 。 设 差分 方程 的 特征 方程 式 为 

1р — 2E] = JQ) = Q — ¿DQ — А): : (4 — А,). .(10.5-7) 
Ф ¿= еб, М = peli, А == peti, tee, А, = ре", КЛЗ(0.5-7) Ja 
Ке) = Ce’? _ ре) (ee — piet). . Ce? — оле?) 
= R CO iO RAO) с!) ... R, CO) cP) 


= К(0)еі 2 00), (10.58) 


式 410.3-87 中 我 们 取出 ROAA 来 研究 。 若 м АЕ РЧ, о < 1, 由 图 
10.5-3(а) 中 可 以 看 出 , 当 8 角 由 0 变 到 2x №, ROA 向 量 绕 А, 点 转 2x 角度 。 当 
a 在 单位 圆 外 ， 也 就 是 р, > 1， 由 图 10.5-3(b) 中 可 以 看 出 , 5 0 角 由 0 变 到 2x 时 ， 


图 10.5-3 


8 № Аве 


`, 

ROJA 绕 3, 点 转 之 角度 为 零 。 但 是 阶 方程 一 定 有 # 个 根 ， 如 果 * 个 根 均 在 单位 
加 内, 则 式 (10.5-8) 的 总 转角 为 2zx， 若 都 在 单位 加 外 则 转角 为 零 ， 若 一 部 分 根 在 单位 贺 
内 另 一 部 分 在 单位 区 外 时 ， 转 
角 一 定 小 于 ?pr。 于 是 我 们 把 
米 哈 依 洛 夫 稳 定 判别 法 则 转述 
Е: ЩО 角 由 0 变 到 2x 时， 
曲线 JO) 绕 原 点 转 2. 角度， 
则 系统 稳定 。 否 则 是 不 稳定 

В. 
稳定 性 的 另 一 判 据 方 法 是 


把 闭环 系统 的 牙 定 条 件 化 为 代 
” 数 中 著名 的 劳 斯 - 霍 尔 维 欧 不 
图 102 | SR. 为 此 ,在 多 项 式 (10.5-77 
中 进行 分 式 线性 变换 | | 
| АЕ _ 5+1 
s= 1 或 А st 


这 种 变换 把 4 平面 上 之 单位 砚 的 内 部 变换 成 s 复 平面 上 的 左 半 平 面 。 如 图 10.5-4 所 示 。 
也 就 是 把 

JQ) = а," + os- 十 wo 十 + Q 
变 成 | 
FG) = bas” + brst t ee t bo 
经 过 变换 后 多 项 式 的 系数 由 下 式 确 定 : 


bi У anml 1N LC- ССА, 十 CC 和 + ee 
т=0 


ме + СС, 
式 中 | 
т! 
kiCm — k)1 ` | 
如 果 IA 的 一 切 零 点 均 位 于 单位 圆 内 ， 则 FO 的 一 切 零 点 将 位 于 s 平面 上 之 左 半 平 
HA. | 
ОВЕ, ОЕ НТ НИИ ЕЯ ЗЕЕ Е. ETARE 


k 
m 
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记 | 
b b 0 
' b, b о о 
A= b, А, = As 一 | b b, |, *** 
-Fs b 
bs b, b, 


TE, ЕКЕН АО ФО ШГ: 系 绕 稳定 的 充分 条 件 为 不 等 式 ь>0, НЕЯЛЕ 
尔 维 荧 行列 式 Д, As Д, ` `A, 均 大 于 零 . 此 时 FC) 的 一 切 根 均 有 负 实 部 ， 
上 面 介绍 的 两 种 方法 简化 了 稳定 判别 的 过 程 ， 从 而 使 我 们 比较 直观 地 看 出 离散 系统 
的 稳定 情况 ， 
我 们 在 开始 时 还 提 到 过 一 个 重要 的 系统 品质 指标 。 即 系统 的 静态 误差 。 这 一 概念 是 
在 跟踪 问题 中 产生 的 ， 欲 使 受 控 对 象 式 (10.1-4) 的 输出 状态 向 量 yO 跟随 着 某 一 输入 
作用 变化 ,控制 量 O 应 使 在 :一 co 时 跟踪 误差 最 小 或 为 零 ， 遗憾 的 是 并 不 是 任何 系 
统 对 任何 输入 作用 都 可 以 使 跟踪 误差 为 零 , 而 只 有 某 些 所 谓 无 静 差 系统 ,对 某 些 特定 类 型 
АЯ, 才 有 这 种 性 能 . SSS oqa s alia 设 ” 维 向 量 
EC) = (12), gG), 8300), tts 6.00), t= 0, T, 2Т, Т, ts HRA 
Алт 受 控 系统 输出 yG) 应 跟踪 它 。 或 者 ， танна, 使 经 过 足够 大 时 间 
后 ,误差 向 量 
el) = g(z2) — y(z) (10.5-9) 
8—03, АП yO = g) 一 600) 代入 式 (10.1-47 就 得 到 
НС) 一 万 E( 门 一 D8g(O — Delt) + cult), 
或 
Helt) = Delt) 一 cx 人 Ci) 十 DB8CG) — 2. 《10.5-107 
现 将 El) = Celt), в), EG), -**, SG) 看 成 系统 的 状态 向 量 ， 控 制 量 и 的 作用 是 
使 e(o7 的 每 一 个 坐标 趋 于 零 .方程 式 〈10.5-102 5 (10.1-4) 的 差别 ,就 在 于 前 者 有 干扰 
作用 。 此 外 两 种 方程 式 本 身 无 大 的 差别 , 其 中 也 和 矩阵 和 e 向 量 都 保持 了 原来 的 形式 ， 显 
然 , 若 输入 作用 满足 差分 方程 式 
Н#(р 一 Dg()， (10.5-11) 
Tu H.R ЗЕ АЈ Эс ЛЕОН Pese № ШОЮ АКАИ „1838 e(NT) 将 趋 
=. 我 们 常 称 系 统 式 (10.1-42 对 满足 条 件 式 (10.5-11) 的 输入 作用 为 无 静 差 系统 ,而 等 
A 《10.5-11) 为 系统 无 静 差 的 充分 条 件 。 我 们 把 满足 方程 式 (10.5-11) 的 输入 函数 称 之 为 
系统 的 固有 输入 作用 类 ， 
Я ”讨论 具有 两 个 积分 环节 的 系统 ,如 图 10.5-5 AR.. 令 7 一 1， T = 1, 则 其 差分 
方程 式 为 
Ну(тТ) = Ру(тТ) + си, 
AH | 
T? 


С) 


设 输 入 作用 (С) = a + az， 式 中 a а 均 为 常 系数 ,该 输入 作用 所 确定 的 相对 应 的 输 
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10.5-5 


入 作用 向 量 为 
60 = (T et), 


at 
KERE, g) 满足 方程 式 (10.5-117 
Hg(mT) — Dg(mT) = п + (т + TN (Ту [в + атт 
= san (Pte EDT) (aT) (e+ aT) 
= 0. 
因此 ， 上 述 系 统 对 这 样 的 输入 作用 gG) 是 无 静 差 系统 ， 但 是 当 输 入 作用 不 为 г 的 线 福 
函数 ,而 含有 г 的 二 次 项 时 ,系统 将 变 为 有 静 差 的 了 。 f 
如 gz) = в + at + ай, AHR as a 和 а, HARE. 对 于 这 样 的 输入 作用 所 
确定 的 相对 应 的 输入 作用 向 量 为 
(9 = а + at + аз . 
Ey ( а + 2831 ) 
我 们 计算 出 
Hg(mT) — Dg(mT) = (2) - =f 
2a, T 
不 为 零 向 量 , 所 以 系统 是 有 静 差 系统 ， 把 上 式 代入 式 (10.5-107 中 , 便 得 到 
He(mT) 一 ОЕ(тТ) — culmT) + f. 
当 我 们 把 上 式 变 成 以 误差 反馈 的 闭路 系统 时 ,例如 , 令 и(тТ) = hei(m7T) + ав (тТ), 
当 上 足够 大 而 系统 达到 稳 态 时 ， Ба НебтТ) = є(тТ). ЖЖЖ, К, 2 0, с, = 0 


5, (E + K — D) EAER, 此 处 
= ciki cik; 
К = 5 
Н c) 


Зе СЕ 十 К 一 D) = kT >= 0, 
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于 是 ,系统 的 静态 误差 为 
g(mT) = (E + K — р)- 


k2 1 — cika | a; (k +2 Т 一 ake) 
_ АТ с cki T ( ) А caki 
1 ci = /2ci ) 
一 一 < 2, T 21 T 
T c T 2 a \ С? 


从 上 式 我 们 可 以 看 出 ,系统 的 静 差 与 输入 作用 的 加 速度 ;成 正比 ,并 和 采样 周期 有关. 
而 和 矩阵 


1 — 6152 
(E + K р) = H ем chT 


c1 


T c T 


称 为 系统 的 静 差 系数 矩阵. 

当然 ， 上 列 关 于 静态 误差 的 讨论 仅 对 按 误 差 反 馈 的 闭路 系统 才 是 正确 的 .如 果 采 用 
复合 控制 方法 , 即 u КО є 的 线性 函数 ,而且 也 是 gO) 的 线性 函数 时 ,原来 是 有 静 差 的 
系统 ， 现 在 就 可 能 变 为 无 静 差 了 。 关 于 复合 控制 系统 的 理论 在 线性 连续 系统 的 理论 中 已 
做 过 详细 讨论 .那些 计算 方法 可 以 完全 类 似 地 适用 于 对 离散 系统 的 分 析 ， 故 此 处 不 再 重 
Я. 
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前 面 几 节 我 们 对 线性 离散 系统 进行 了 分 析 , 这 一 节 将 研究 线性 离散 系统 的 综合 问题 ， 
由 于 高 阶 差 分 方程 式 和 一 阶 方程 组 等 价 , 故 只 研究 方程 组 的 情形 ,所 得 到 的 结论 可 直接 应 
用 到 高 阶 差分 方程 式 所 描述 的 离散 系统 . 

设 受 控 对 象 的 运动 规律 是 由 下 述 线 性 常 系数 差分 方程 组 描述 的 ， 

Hy(NT) = Dy(NT) + си(МТ). 

其 中 控制 量 ар) 假定 不 受 限制 ， 当 然 , 在 实际 问题 中 ， 一 般 说 来 这 是 不 可 能 的 .但 当 
u(t) 为 误差 座 标的 线性 组 合 , 而 误差 又 比较 小 时 ,此 时 и) 的 取 值 也 不 会 很 大 , 往往 处 
于 其 可 准 取 值 范围 之 内 .这样 就 可 以 认为 G) 取 值 不 受 限 制 。 在 这 种 假定 下 设计 出 来 
的 系统 ,一 般 能 满足 对 系统 的 基本 要 求 ,如 稳定 性 , 较 短 的 过 渡 过 程 时 间 等 等 . 

若 系 统 初始 误差 为 加 一 (yv Ym to yno)， 按 差分 方程 的 通 解 公式 有 


м-1 
y(NT) = Ому, + р“ > р еи(тТ). 
m= 0 


现 选择 控制 规律 , 使 系统 误差 为 零 . 我们 先 来 证 明 一 个 简单 的 事实 , 就 是 在 断 续 系统 中 ， 
利用 线性 控制 规律 ,可 以 使 任何 初始 条 件 在 有 限时 间 内 使 其 误差 为 零 . 设 系统 的 差分 方程 
п 阶 的 ,或 者 说 差分 方程 组 含有 = 个 方程 式 , 现 证 明 对 完全 能 控 的 系统 可 以 选择 一 种 线 
性 控制 规律 ,在 wT 时 间 内 无 论 初始 偏差 为 何 , 总 有 aT) 一 0. 为 此 将 式 (10.2-67 整 理 
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后 令 y(nT) 一 0， 有 

Yo = —D”ecu| (в — ПОТ] — Driieadln — DT] — ++ — Dcu(0), (10.6-1) 
或 者 写成 

"у = —си[ (п — ОТ] — Deul (в — 2)T] 一 -… — Deu (0), 
当 系 统 为 完全 能 控 时 向 量 

с, De, Ос, -D'e (10.6-2) 

线性 不 相关 ， 他 们 构成 = 维 相 空间 的 基底 向 量 ， 任 何 误差 向 量 所 确定 的 D'y, 均 可 由 式 
(10.6-2) 各 向 量 的 线性 组 合 表示 出 来 。 不 难 检查 , Æ с, De, De- Dome 线性 不 相关 ， 
那么 向 量 


r = Юте, r, = Юс, 55, r, = — D'e 
也 必然 线性 无 关 。 将 п; = Cras ras ttt ria) 代入 式 (10.6-1) 中 后 ,得 到 线性 代数 方程 组 
© Yio = Tnn F Tanasia- + *** + rutis 
Ую 一 Tnn- 十 r,-i, йаа F +° ° + Titos 
Yno 一 Fantina 十 а, ntn 十 * + Tinto. С10.6-3) 
其 中 yos ya，……，yo 为 给 定 的 系统 初始 误差 坐标 .wi = и (іт), і = 0,1,2, — 1, 
为 待 求 的 控制 量 。 由 于 诸 向 量 r 所 组 成 的 矩阵 行列 式 不 为 零 , PD der (ri, To т, +t 
т.) 关 0， 所 以 代数 方程 式 中 的 有 唯一 解 : 


= det Ст, ``, Fimis Yos Гры" Tn) i=], 2, «en (10.6-4) 
det (г. Г, ”3 т) 


将 wu; 之 值 代入 式 (10.2~6) 中 后 , 无 论 系统 初始 误差 状态 如 何 , 式 (10.6-4) 所 决定 的 控制 
参数 将 最 多 在 п 步 内 使 系统 的 误差 归 零 .或 者 说 任何 过 湾 过 程 都 在 ”个 采样 周期 内 结 
R. 当然 过 渡 时 间 也 可 以 小 于 nT。 初 看 式 (10.6~4) 似 乎 是 为 了 确定 控制 参数 之 值 ,必须 
算出 它 的 4 АНИ: и(0), (T), и(2Т), ---, и[ (в 一 DT]. 其 实 为 了 使 离散 系统 
获得 上 述 性 能 , 只 需 算出 w(0》 之 值 就 足够 了 。 因 为 差分 方程 (10.1-4) 为 常 系数 方程 式 ， 
在 任何 时 刘 z = оТ 均 能 将 у(ат) 看 作 下 一 步 的 初始 条 件 , 只 要 系统 诸 座 标 的 值 能 不 断 
地 测量 即 可 。 根 据 式 (10.6-47 可 求 出 


шо 一 “(0) 一 det (Yo, Tis 5 `", г.) 
det Ст, Tis ``, Ta) 


Wi 


Ки Ra К» 
= 一 一 十 -一 全 +- + А 10.6-5 
A yu A Уз 入 Ynos ( ) 


其 中 A = det (м, т, tts P..2), К 为 此 行列 式 元 素 г. 之 代数 余子 式 ， 将 и(0) 之 值 
代入 式 (10.1-4), 去 掉 Yios Ую» °` 5 Yao 的 零 和 广角 则 得 到 闭路 方程 式 ， 
Ну(ғ) = Ру(+) + си(#) 


R R R 
= D р +e (Ë уч .) 
yG) 入 T+ Ç P x y 
= (D + С)у(ғ) = Ву(:), t = 0, T, 2T, °, (10.6-6) 


式 中 
B = (D + C), 


am 
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Ru Rua +° Rin 
с=1| Ru Rua ii ак 
A\ :: : : 1: 
с„Ки c,Ru `° caRin 
由 此 可 知 ， 用 上 述 办 法 综合 的 闭路 系统 依然 是 一 个 为 线性 差分 方程 所 描绘 的 系统 。 由 于 
CREE n 步 内 使 任何 初始 误差 轨 零 , НОА (10.6-6) 所 描述 的 闭路 系统 常 称 之 为 最 优 线性 
ВВОД. 


做 为 例子 。 试 综合 受 控 对 象 为 串联 的 两 个 积分 环节 的 系统 ， 我 们 可 以 写 出 开 环 系统 
的 运动 微分 方程 式 | 


或 者 
AY — ду + bu, 
` dt 

其 中 


4=(° 1), b=( °), 
(21), (e) 
， 又 可 以 求 出 相应 的 差分 方程 式 
Hy(NT) = Dy(NT) + c«(NT), 


(1—1 

ь-( 1 T } .-(” (1 і o) 
0 1 / yT 

经 过 检查 可 知 c 和 De 是 线性 不 相关 的 . 根据 上 述 讨论 可 以 求 出 


"De i =) ат) от 


0 yT —yT 


式 中 


1 
1 2 2 1 
-ee 人 1 7) (207 )-(” (1+2 小 
0 1 


—yT —yT 
1 1 
LTP ут? (1 +> ) 
2 (УТ)? y 27 
—yT —yT 


= rT, 


再 根据 式 (10.6-5) 求 出 
Ки = —yT, Кц 一 -7T (1 + L,). 
代入 式 (10.6-5) 即 求 出 控制 函数 | 
1 
—1 (1 + r 
и(0) = та н — Yo (10.6-7) 
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所 以 
-4 -47) -та-ти) 
C= 
1 3 
-7 - ++) 
一 — yT 
PSI а 
Т 7 
于 是 闭路 系统 差分 方程 式 
Hy = Ву, culaT) = Cy(oaT), а= 0, 1,2, ++, Св — 1), 
或 者 ,写成 展开 形式 : 


yi(mT) = > ту, [Св — 1)T] + + YiTyl Cm — DT], 


(тт) = — (т — DT] — тт — DT]. (10.6-8) 
不 难 检查 式 (10.6-8) 是 最 优 系 统 ， 因为 无 论 J= (уо yx) 为 何 ， 只 需 m = 2 便 有 
yT) = 0 yT) 一 0， 且 此 后 《m7) = у тт) = 0, m > 2。 事实 上 ,根据 通 解 公 
式 有 


У(тТ) = В"у,, 
但 是 
1, lu 12, 1 
2 УТ 27 rT . ( ') 
В? = = .. 
1 1 1 1 
一 一 一 = 一 0 0 
T 27 T 7 


所 以 ，m 2 2 BF, y(mT) = 0. 这样 我 们 就 可 以 按 式 (10.56-77 中 的 关系 式 得 色 矢 求 之 控 
制 装置 . 


10.7 最 优 控 制 函数 的 综合 - 


前 节 内 我 们 讨论 的 线性 系统 , 曾 假定 控制 量 “ 取 值 范围 没有 限制 ,这 只 是 在 某 些 情况 
下 ， 例 如 在 小 扰动 的 情况 下 才 有 意义 。 有 几乎 所 有 的 线性 理论 的 应 用 范围 都 大 致 如 此 . 但 
是 ,在 实际 技术 问题 中 控制 量 = 不 受 限制 的 情况 是 比较 少见 的 ， 当 控制 量 有 了 限制 之 后 ， 
系统 的 运动 状态 就 要 发 生 重要 的 变化 ,其 综合 方法 也 与 以 前 讨论 的 不 同 ， 一 般 来 讲 ,系统 
的 限制 条 件 有 两 类 ,一 类 为 对 控制 量 的 限制 ,一 类 为 对 某 些 系统 状态 座 标的 限制 。 这 两 种 
限制 不 是 一 回 事 ,在 设计 系统 时 应 考虑 这 两 种 限制 。 实 际 技术 问题 中 ,对 座 标 限制 往往 能 
利用 一 些 特殊 装置 自动 地 实现 。 如 随 动 系 统 常用 的 角度 限制 器 ， 速 度 限 制 器 与 加 速度 限 
制 器 等 等 ， 对 控制 量 的 限制 是 由 控制 器 本 身 的 特性 决定 的 。 例 如 放大 器 输出 的 最 大 电压 
和 最 大 功率 ,已 经 由 它 的 结构 参数 所 确定 ,飞行 器 舵 的 最 大 转角 常 由 机 械 结 构 情 况 和 飞行 
贺 的 气动 特性 所 确定 。 从 控制 系统 综合 来 看 ,以 上 两 种 限制 都 应 该 考虑 
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在 本 节 内 我 们 只 讨论 控制 量 有 限制 的 控制 装置 的 综合 问题 ， 因 为 在 这 方面 的 研究 工 
作 近 些 年 来 有 不 少 进展 2 2 对 最 速 控制 系统 已 经 提出 了 一 些 工 程 技术 上 可 以 采用 的 理 
论 结果 和 计算 方法 。 现 讨论 前 面 提出 的 线性 差分 方程 


Ну == Dy + си, (10.7-1). 
其 中 «的 取 值 范围 受到 下 列 条 件 的 限制 : Е f 
lu] < M. | (10.7-2) 


满足 式 (19.7-2) 的 控制 : 叫 作 可 准 控制 。 | 

设 已 知 系统 式 C10.7-1) 的 初始 状态 为 y = (уо yw，:…… ,9m)， 需 要 求 出 一 个 可 准 控 
制 al), t = 0, T, 2T, ---, МТ; 代入 式 (10.7~1) 后 ,系统 将 以 最 短 时 间 , 即 最 少 采 样 局 
期 ,到 达 预 定 的 状态 。 当 然 , 预定 状态 不 同 , 最 优 控 制 也 将 不 同 。 下 面 我 们 将 认为 预定 的 - 
终点 状态 是 原点 。 

我 们 再 讨论 一 下 系统 的 能 控 性 问题 ， 在 本 章 第 二 节 中 我 们 曾 讨 论 了 线性 系统 能 控 性 
的 充 要 条 件 。 那 个 条 件 是 在 控制 量 不 受 限制 的 情况 下 得 到 的 ,在 控制 量 受 限制 的 条 件 下 ， 
情况 将 发 生变 化 ， 我 们 需要 重新 定义 系统 的 能 控 性 。 设 % 是 系统 的 初始 状态 , 如 果 可 以 
用 某 一 可 准 控制 GO, [6001 < М, 可 把 y。 引 到 原点 ,我 们 称 y, 为 可 控 点 ;如 果 状 态 
空间 中 有 一 个 区 域 完 全 由 可 控 点 组 成 , 则 称 为 可 控 区 ; 如 果 全 部 状态 空间 中 的 点 都 是 可 
控 的 , 则 该 系统 称 为 全 局 可 控 ， 在 控制 量 受 限制 的 情况 下 ， 和 弄 清 可 控 性 当然 是 很 重要 的 ， 
因为 如 果 受 控 量 和 控制 量 不 受 限 制 的 线性 系统 是 完全 能 榨 的 ， 当 制 制 量 受 限制 时 就 不 一 
定 是 能 控 的 ， 此 时 所 谓 最 优 控制 问题 就 不 一 定 有 解 。 下 面 我 们 介绍 全 局 可 控 性 的 充 要 条 
件 。 设 式 C10.7-1) 为 常 系数 线性 系统 , 限制 条 件 为 式 (10.7-2), D 为 非 赔 化 矩阵 ， 系 统 为 
全 局 可 控 的 充 要 条 件 是 


(1) я“ с, De, Ок, +, De RETR. | (10.7-3) 
(2) 和 所 阵 了 的 一 切 本 征 值 满足 不 等 式 
lal <1,;=1,2, +++, n. (10.7-4) 


为 了 说 明 这 两 个 条 件 的 意义 ,我 们 再 把 式 (10.7-1) 的 通 解 写 出 : 
УСМТ) 一 Dry + DMIex(0) + ++. + cullana — ПОТ), 

设 存 在 自然 数 入， 用 控制 u) = {и (0), СТ), ++, и((М 一 DT)) 可 把 加 引 到 原点 。 
УСМТ) 一 9。 因为 刀 为 非 娆 化 矩阵 ,上 式 可 改写 为 式 410.6-1) 的 形式 。 令 

r, = —D"”*'e, r, = —D”2e, +++ ry = — De, (10.7-5) 
于 是 有 | 

Yo = шт, + ше, + ° ° + ин» {10.7-6) 
式 中 x 满 是 限制 条 件 lul < M. 从 上 式 可 以 看 出 ,凡是 能 用 式 (10.7-6) 表 达 出 来 的 y 
点 均 为 可 控 点 ,并 且 可 以 用 可 准 控制 在 不 大 于 МТ 的 时 间 内 到 达 原 点 。 依 据 这 种 几何 概 
念 ,我 们 来 检查 条 件 式 (10.7-3) 和 (10.7-4) 的 充分 性 和 必要 性 ， 

Æ с, De, D?e, De 向 量 线性 相关 ,那么 , 式 (10.7-5) 向 量 序列 中 任意 NN 个 线性 
相关 ，N 之 nn。 由 定义 式 (10.7-5) 知 此 时 т, ғ, -to Р, REX НЕЕ ns 个 不 全 为 零 
的 常数 Cis Cas **°*s С, 使 

Ст, t Cmi t e + C,r, = 0, (10.7-7) 


— m ии una еее одре yani OE so 和 wawawa 
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由 此 可 知 ，” 向 量 可 由 前 面 о 一 1 个 向 量 的 线性 组 合 表示 出 来 , 它 属于 前 m 个 向 量 所 构 
成 的 子 空间 Res HH m 二 x. .不 难 检 查 , 无 论 N 为 多 人 么 大 , 式 (10.7-7) 所 能 达到 的 点 均 
属于 Ra. 由 于 子 空间 Rw 的 维 数 小 于 а, 那么 必 存 在 大 于 1 维 的 子 空间 R, 1 一 4 一 m， 
121, 其 中 任何 点 均 不 能 用 式 (10.7- -6) 表 示 出 来 换言之, 若 式 (10.1-4) 的 初始 状态 为 
R, 中 之 某 一 点 那么 无 论 用 什么 可 准 控制 都 不 能 使 系统 归 零 ， 这 就 说 明 条 件 式 C10.7-3》 
是 全 局 可 控 的 必要 条 件 . 
设 式 C10.7~4) 不 等 式 不 成 立 ,也 就 是 说 某 个 根 А, | > 1。 现 对 式 C10.1-4) 进 行 座 标 变 
换 , 令 了 为 某 一 非 赔 化 方 阵 , 令 | 
x = Py, det P >< 0, 
代入 式 C10.1-4) 后 有 
Hx = PDP x + Peu, С10.7-8) 
选择 矩阵 了 使 J = PDP 成 为 约 当 标准 型 。 用 Л 表示 对 应 于 的 约 且 块 , 它 的 行 数 为 
1, Нажж Pe， 则 方程 式 (10.7-8) 到 达 零 点 的 通 解 可 以 写成 
x, = uy, + шт. 5 +F yaya, (10.7-6”> 
其 中 
r, = — Л, n= — ЛЧ, 5 ры = — М4, 
而 
J" = Jr”, +++, Л”), 


ar Apm т 
J” = ат. | . 
ar art! ， 
1 
0 А 


令 а= (4,, 4,5 `° > dn)» 其 中 至 消 有 -个 4; 5% 0, я А 为 实数 ， 某 一 个 向 量 x 能 用 
式 (10.7-6') 之 右 端 有 限 项 之 和 表示 的 必要 条 件 之 一 是 x, 的 第 ! 个 分 量 z 需 能 写成 ; 


=a (= +# +: 二 
Wi Ci m ay 


由 于 || > 1， 则 右 端 之 和 满足 下 列 不 等 式 : | 


|| < < ам! 2,517 = Ml м, 
一 


ЖЕЕ х, 它 的 分 量 xw > Mi:， 则 用 任何 可 准 控制 均 不 能 使 受 控 对 象 由 点 x, = Cro 
X20。“" "YI 一 5:0> “> £no) 在 有 限时 间 内 到 达 原 点 ， 当 А 为 复数 时 ， 上 述 讨论 变化 不 大 ， 
而 结论 相同 。 这 说 明 , 为 了 使 式 (10.1-4) 为 全 局 可 控 , 条 件 式 (10.7-42 和 (10.7-3) 必 须 成 
М. 

其 次 我 们 再 证 明 当 这 些 条 件 满 足 时 ,对 任何 非 零 的 初始 误差 y, ЯПА АК Р 33 
能 找到 一 组 不 为 零 的 控制 参数 Иры» Ира» ° 5 Uptns 使 


У = абы ират + Ф pinpin) = 975 


Yt 


1 мас m 


61 


ош ыгы; + 
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p= 0,1,2, =°, |а| <M, 4 > 0. REAA r НИЕ Toris Гр+1*°*°> Pps 
为 线性 不 相关 , 可 以 构成 维 空间 的 基底 , 任何 一 个 向 量 均 可 以 用 它们 的 线性 组 合 表示 . 
REER, 矩阵 忆 的 特征 根 || < 1， 重 复 前 面 的 讨论 可 知 , 向 量 a ; = t, 
2, esn 的 长 腐 不 随 ? 的 增加 而 减 小 ,于 是 上 式 内 向 量 品 ` 的 长 度 总 大 于 荣 一 正 数 .对 
于 任何 y 均 可 取 有 限 个 向 量 ,使 


N 
一 >! LUN 
a=1 


由 上 述 讨论 可 知 , 若 系统 式 (10.1-4) 满 足 式 (10.7-37 和 《fi0.?-47 两 个 条 件 , 对 任何 初 
始点 都 可 以 找到 一 个 可 准 控制 (ат), а 一 1 2，':…，N 使 系统 在 有 限时 间 内 归 零 . 

参照 对 连续 系统 的 讨论 ， 在 解决 综合 问题 时 我 们 主要 应 用 等 时 区 的 概念 . ; 下面 我 们 
就 来 研究 等 时 区 的 性 质 . 从 线性 离散 系统 的 运动 规律 式 (10.7-6) 可 知 , 当 NN 为 有 限 数 时 所 


能 得 到 的 y, 的 范围 总 是 有 限 的 ， 这 是 因为 诸 向 量 的 条 数 u, 受到 条 件 式 (10.7-2) 的 限制 . 


我 们 称 由 式 C10.7-6) 所 决定 的 一 切 y 点 的 集合 为 等 时 区 , 记 为 COT). 同样 我 们 从 式 
(10. 7-6) 的 几何 意义 可 知 ， С(МТ) Æ N > n 时 构成 ” 维 多 面 体 , 座 标 原点 为 它 的 内 点 。 
3 N =1 有 时, G(T) 5 只 含有 一 个 通过 原点 的 向 量 ， y = п == — Dcum, —M <и < 
м; сот) 为 包含 原点 的 一 个 平行 四 边 形 , 其 各 边 为 +Мы 和 士 Mm; GOT) 为 包含 
原点 的 一 个 平行 六 面体 ， 其 各 楼 边 为 Мк, Мы 和 tMr; ЖИ, GOT) 为 
包含 原点 在 内 的 一 个 = 维 多 面体 ,其 楼 边 分 别 为 Mro Mra >s Mra, 

容易 检查 ，G(N7) АНИ, # у 属于 (МТ), y, 也 属于 GCVT7， 那 么 
它们 连 线 上 的 任 一 点 了 也 属于 GONT). 
因为 对 2, 0 << 1, 有 


?Dt ио 


= (1 — 2) Ў, а ть + Z г; аә, 


В 
= > [CE 一 Юна: + сам", 


ом = M, EPN <M, RUJO 一 Da, KaB PEM, [这 就 还 明了 :3 :点 用 
可 谁 控制 在 信步 内 可 以 到 达 . 当 N 2.s 时 > GOVT) Тай , CHRE 
有 限 个 平 曾 和 楼 线 组 合成 的 . : 按 等 时 区 的 定义 可 知 ; 车 有 一 点 了 不 属于 GONT), ЖА, 
饲 该 点 到 达 原 点 ， 如 果 可 能 的 话 , 所 费时 间 一 定 关 于 МТ. У ИТ ENT). MER 
F Aw — DT], Аара 

Я 一 个 系统 运动 的 方程 式 为 : 


2 = y 


dt 
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45 и, |а < 1. 
dt 


相应 的 离 获 运动 方程 式 为 | Ë 
Hy,(mT) = y,(mT) + Гу(тТ) + тт" (1 一 ту) ean, 


Hy,(m T) = у (тт) + yTu(mT), 
34 y=1, Т =1 时 有 


Hy(mT) = ymT) + убит) 十 二 Km7)， 


Ну(тТ) = y,(m T) + uCmT). 
由 此 可 知 


хоро ооо ооо оао ор ооо ооо . ьо ое 


—1 
EXN, GWT) 是 由 下 列 一 切 向 量 组 成 的 凸 多 面体 ， 


y= Š rims j| <1 а=1,2, ..., N. 


图 10.7-1 内 画 出 了 N =1, 2,3,4 时 的 等 时 区 的 几何 形状 . . 当 入 一 1 时，G(T) 为 由 
+n, 和 -r 组 成 的 通过 原点 的 一 段 直线 ; СОТ) 为 п 和 r, 所 决定 的 平行 四 边 形 ; 
GGT) 为 r.o т, М г, 所 组 成 的 平面 六 边 形 ; GK4T) 为 т, та, rs 和 :nm 所 组 成 的 平 
面 八 边 形 。 依 此 类 推 ,可 以 画 出 任意 GOAT) 来 .可 以 看 出 ,由 于 GOT) 是 西 的 ,所 以 
只 要 求 出 所 有 的 顶点 用 直线 连接 即 可 以 . ,从 上 例 中 ,我们 得 到 启发 , М GIN 一 DT] 
中 得 到 CONT), REE GLCN 一 ОТ] 中 的 一 切 边 界 点 上 加 上 一 个 向 量 tMr 经 过 
一 切 GIN 一 D7] 的 边界 点 之 后 。 便 画 出 GONT) 的 一 切 边 界 点 .， 不 难看 出 这 种 作 图 
法 ,对 任何 具有 式 (10.1-4) 形 式 的 系统 都 适合 ,这 一 事实 可 以 写成 
сМТУ>С[М — DT]. 
这 种 包含 关系 ,不 仅 是 终点 为 原点 时 才 成 立 , 厕 对 于 一 切 满 足 代数 式 CD 一 Е)у + сш = 
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0, |1 < М, 的 系统 终点 状态 у 均 有 这 种 包含 关系 ， KRTANI XER. в 
然 , 当 系 统 的 终点 为 原点 时 ,等 时 区 总 是 非 降 的 . 

下 面 我 们 开始 研究 最 优 控制 系统 的 综合 方 
法 .所 谓 最 优 控制 函数 的 综合 是 指 找 出 一 个 多 
元 函数 uis y1，…… ,9y,) 将 其 代入 式 《10.1-4) 
后 ,系统 从 任何 初始 状态 出 发 , 均 能 以 最 短 的 步 
数 自动 回 到 原点 ， 一 般 来 讲 。 这 一 r TRR 
制 函 数 难以 用 解析 式 表达 出 来 ， 而 是 分 段 取 党 
值 的 离散 函数 .下 面 我 们 将 通过 对 等 时 区 的 详 
细 研 究 ， 求 出 最 优 控制 函数 之 值 在 状态 空间 的 
分 布 规律 . 

设 系统 式 (10. 1-4) 的 初始 条 件 为 у ЖЕ 
在 一 个 可 淮 控制 函数 ue] < М, : 0, Т, 
2Т, ---, МТ, 它 能 使 系统 以 最 短 的 时 间 ( 最 少 
步 数 ) 到 达 原 点 ,就 称 x(z) ERRABIAN. 我 
们 将 要 看 到 ， 在 绝 大 多 数 情况 下 与 连续 系统 相 
反 , 最 速 控制 函数 不 是 唯一 的 ,自如 点 有 无 穷 多 ， 
个 不 同 的 可 准 控制 函数 均 能 使 系统 以 最 短 的 时 
间 到 达 原 点 ， 此 时 我 们 可 以 任 选 其 中 的 一 个 做 
为 设计 的 依据 ， 设 加 位 于 等 时 区 СМТ) R. вю 
但 不 属于 GIN 一 1D)T]， 那 么 按 等 时 区 的 定 .， 
义 , 自 y 到 达 原 点 的 最 短 时 间 为 NT， 任 何 可 准 控 制 画 数 FE 若 能 在 N 步 内 使 找 绘 点 
到 达 原 点 , 它 就 是 最 速 的 。 其 次 , 若 me GCNT), N >2, 但 yy 不 属于 GCN — DT], 
此 时 不 存在 任何 可 准 控制 Mo) 使 :在 一 步 内 进入 .CG[CN 一 2)T]， 否则 此 点 必 属 于 
GIW 一 DT]. 于是, ЕН и), +0, Tyt (М- 1)T， 如 果 它 能 使 系 
统 按 下 列 规律 变化 : 

WE G(NT), ICT) Е G[(N — ПТ], - Км 一 DTI Е GCT) y(NT) = 0 
. | А ‚ (10.7-9) 
它 一 定 是 最 速 控制 。 因此 在 任何 瞬间 =r 着 aG) 能 保证 人 x 进 人 相 邻 更 小 的 等 
时 区 , 则 控制 函数 的 该 值 为 最 优 : 

由 于 等 时 区 形状 为 本 性 多 面体 ， 所 以 ЕЕ ВИНЕ, 又 因为 任 
: 何 一 条 秩 线 都 是 两 个 顶点 的 连 线 ,而 任 一 平面 都 是 两 条 姥 线 组 成 的 平面 ,因此 为 了 得 到 等 
时 区 ,必须 首先 研究 如 何 得 到 它 的 顶点 。 设 y, 是 等 时 区 GCNTY》 的 一 个 顶点 ,由 于 它 是 
西 的 ,从 此 点 出 发 通过 , GCNT)》 的 任何 两 条 射线 的 夹 角 均 小 于 180°, 否则 不 会 是 等 时 
区 的 顶点 .通过 y 作 一 支 面 P, 使 ONT) 完全 位 于 支 面 了 的 一 侧 , 而 且 GONT) 与 
P 只 有 一 个 交点 у 如 图 10.7-2 所 示 。 过 yo 点 作 P 了 平面 之 外 法 向 量 网, Ф 与 GCNT) 
不 在 同一 侧 ， 而 » 为 顶点 ， 所 以 对 GNT) 内 任何 蜡 于 y, 之 点 ? 均 有 不 等 式 

Фф, y — у) < 0. С10.7-10) 
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ВН у 点 到 达 原 点 的 最 速 控制 为 &z)， 而 自 ?点 到 达 原 点 的 控制 为 x(z)， 那 么 根 
据 式 C10.7-6) 和 《10.7-10) 可 得 


图 10.7-2 图 10.7-3 


(do D (46 — рт] — ща Отт, >20. 
因为 了 是 任意 选 的 , 若 令 
#[(а — DDT] ax N, 
“e= DT] = |. › u 2 # [а — ЪТ], #=М, м ISL 
此 时 有 
Chos т ССМ ОТ] 一 и 2 0, 
根据 前 面 的 讨论 可 知 , 若 将 rw = 一 De 代 人 上 式 后 有 
i С—(р-%)"ф,, е)Са [СМ — DT] 一 4 20. 
则 . f : 
s[(N — DT] = —M sign {DY е). 
重复 上 面 的 讨论 ,使 х 点 到 达 原 点 的 最 速 控制 a(z)， 在 任意 时 刻 + = 0, T, 2T, +, 
mT 满足 不 等 式 
—((р-"уф,, Nalim — DTI — Шт — DFID 220, . С10,7-11) 
式 中 (#[(т — ОТ] — “(т — DT] > 0; 欲 使 不 等 式 (10. Ив, 则 要 求 向 量 ф, 
жетж: 
(Ср-")‹ф,, с) 0, m = 1,2, 3, ++ №, i 
因为 <) EA (10.2-7) Й, RITE ] 可 以 招 上 面 讨论 的 问题 归纳 成 下 列 必 要 条 件 : 
B 200) 为 自 等 时 区 COAT) 的 顶点 yo 到 达 原点 的 最 束 深 制 ， 那么 必 存 在 一 个 非 零 向 量 
各， 以 它 作为 下 列 方程 式 的 初始 条 件 : 


Н*ф(пТ) = Ф (т 一 ОТ] = DrgCmT)。 Eo = ф, 《10.7-12) 
(Ф(СтТ), с) = 0, т 一 1,2, 3, etes №. 

那么 最 速 控制 可 表示 为 
#СвТ) = —M sign СфССт 十 От), E (10.7-13) 


式 (10.7-127 和 《10.7-13) 说 明 由 等 时 区 ССТ). 任意 顶点 到 达 原 点 的 最 速 控制 一 定 是 极 
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性 控制 , 即 ¿GO 的 值 只 能 是 土 M ，、 任 何其 他 彤 制作 用 均 不 是 最 优 的 . ТИАН 
便 , 和 方程 (10.1-47) 一 起 讨论 它 的 逆 运 动 方程 式 . < 
Hy(mT) = D”1y(m T) — табт гу, G10.7-14) 


式 中 r, = D6， 式 (10.7-14) 的 共 轿 方程 为 . . o 
Н*ФСт ТТ) = (р-у фстт), (10.7-15> 


前 面 所 述 的 自 GCNT》 的 顶点 至 原点 的 最 速 控制 ， 同 时 也 将 是 方程 式 《10.7~14) 自 原点 
A GOAT) 的 顶点 的 最 优 控制 。 等 时 区 :GCNT) 同样 可 以 认为 是 在 NT ЮНАЯ 
《10.7-14) 自 原点 所 能 到 达 的 一 切 点 的 集合 , 而 等 式 C10.7-6) 恰 恰 是 式 《10.7~14) 的 通 解 . 
这 样 , 必要 条 件 式 《10.7-127 和 (10.7-13) 可 转变 为 系统 式 C10.7-14) 自 原点 到 达 等 时 区 
G(NT) 顶点 的 最 速 控制 的 必要 条 件 。 因 此 ,如 果 存 在 一 个 dh. ЛЕХ, 
Hr$CmT) = (DFAT), Ф = ENT), 
的 解 满足 条 件 
| Фот), кот, 2, eN, 
ЈН 20. О 
#(m T) = М sign. (LO + DT], r), m = 0, 1,2 2.-., №1, 

`ПАНИСЯНЫХ CONT) AWAY, ZEN >n, 并 设 它 示 属于 更 小 的 GLCN — 
127]。 自 此 点 到 达 原 点 至 少 要 Y 步 .: RJ DES GG) КУЕМ АПА САК 
相同 的 控制 能 在 NT 时 间 内 将 > 点 寺 至 原点 . 为 了 说 明 这 一 事实 ,我 们 在 图 10.7-2 中 通 
过 yy 点 作 一 任 党 直线 与 G(NT) 边界 相交 于 р. Жр, В.р, 和 pz 两 点 到 达 原 点 的 控 
制 分 别 为 w(2 和 и), CERAR. 4. ule) 和 1 «00 分 别 表 示 自 p. 和 Pi 点 
到 达 原 点 的 最 速 控制 ; 则 

u(t) = ¿(2 + (1 一 ON 0< А < < "1, 
ЖЖ y 点 于 NN 步 内 引 至 原点 ， НА 由 下 式 确定 ; 
à ЕР 
1-4 lz 一 pi f 
因为 过 y аа В БАКЫ НЫЕ, ;因而 这 种 控制 由 育 无 穷 多 个 ， 即 是 说 
自 多 点 到 达 灯 点 的 控制 不 是 唯一 和 的。 如 果 y 是 等 时 取 的 顶点 ; 则 自 y АА pa Bus 
制 是 唯一 的 . 显然 , 设 两 个 不 相等 的 最 速 控制 wk ЖЕ м) 都 能 将 yo 点 在 入 步 内 控制 
到 原点 则 用 控制 
о = tn (г) + и) 
也 能 使 yo 点 在 六 步 内 到 达 原 点 。 但 是 根据 必要 条 件 .aoD 和 zk 必 为 根性 控制 ,这 与 
上 述 假 定 矛 贿 , 因 为 著 两 个 控制 不 相等 时 则 至 少 有 一 个 时 刻 卫 者 符号 相反 ,此 时 462) =0, 
这 不 是 极 性 控制 ,由 此 知 aO == и) 所 以 自 顶点 至 原点 的 最 速 榨 制 是 唯一 的 . | 
#— EE F, 了 以 证 明 由 等 时 区 的 边界 点 到 达 原 点 的 项 束 控制 也 是 唯一 的 , FE 

我 们 指出 一 个 充分 条 件 ， 

КОЕМ 个 向 量 СМ > п) 


r = —D'e, r = —D-2e, г, = —D °e- iv 一 一 De 《10.7-57 
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中 的 任意 = 个 rw rm, Tmo 5 Р, 线性 无 关 , 那 么 自 等 时 区 边界 上 的 任 一 点 到 达 原 点 
的 最 速 控 制 是 唯一 的 .。 设 yi 为 等 时 区 GCNT) 边界 上 的 任 一 点 ,如 图 10.7-2 AR. 因为 
G(NT) 芍 边 界 是 由 若干 个 = — 1 维 超 平 面 组 成 的 , 故 可 以 假定 y 点 是 位 于 * 一 1 维 超 
平面 P 上 ,其 外 法 向 量 为 加， 对 GCNT》 内 的 任何 点 y， 包 括 超 平面 P 上 的 点 在 内 、 
有 不 等 式 | 
Chs у — у) 220. 

1% ek) 与 (0), t= 0, T, 27, МТ, 分 别 为 自 у 点 和 у 点 到 达 原 点 的 控制 ,与 
前 面 的 讨论 类 似 , 我 们 有 ， . 


(6, сае DT) — rie — DIT.) >o, 
а=1 . 
或 改写 为 
> (фи, т.) Си[ Са — ПТ] — vla — DT) > 0, (10.7-16) 


由 于 向 量 序列 式 (10.7-5) 中 ,任意 z 个 线性 无 关 , 故 关系 式 (10.7-16) 的 左 端 诸 内 积 为 零 的 
项 数 不 多 于 一 1 个。 否则 di 与 > 个 线性 无 关 的 向 量 正 交 , 则 自己 一 定 为 害 向 量 ,这 与 
Ф. 为 超 平面 P 的 外 法 向 量 的 假定 相 矛 盾 , 故 为 不 可 能 . 从 式 (10.7-16) 可 看 出 ,如 果 内 
Я ($, r.) 失 0。 那 么 自 边界 点 у. 到达 原点 的 控制 必 为 

и[ Со — IT] = М sign (фи, ra). `> . (10.7-17) 
只 有 当 : 上 述 内 积 为 零 时 ,之 值 才 不 可 能 由 上 式 确 定 。 此 有 时 为 了 定 semas и(г) 之 
值 , 需 研 究 其 他 附加 条 件 。 假 设 有 两 个 控制 G) W LO, :一 0，T，27。，… .NT. 
们 均 能 于 NN 步 内 把 у 点 引 到 原点 ,我 们 把 两 信 代 入 到 式 C10.7-6) 中 ， панаа, 


N 
У) («Ч(о — ОТ] — [Са — 1DT])r, = 0 (10.7183 
а=1 


и (р) 和 «Кр 是 最 优 控制 ,它们 必须 满足 条 件 式 〈10.7-177， 对 一 切 “ 若 〈 罗 ,ro) >= 0. 
则 有 
и [Co — DT} а DT] = M siga (dh, Ta). | 
YRO. 7-18) #8" 一 1 项 系数 不 为 零 , 但 我 们 已 知 任意 个 向 量 po sri “Tm 
线性 不 相关 ,当然 # 一 1 个 向 量 也 线性 不 相关 ,这 样 若 
У C matm = Ф 


必 有 Cm = Co 一 … 一 Co 一 0， 这 意味 着 对 任何 上 均 有 等 式 и) == и). Bita 
以 看 出 ， НАЯ 的 . 4 

顺便 指出 ,我 人 ] 在 上 面 唯一 性 的 证 明 中 ,还 得 到 这 样 一 个 结 ни: 自 边 界 点 到 达 原 点 的 
最 速 控制 (O) 最 多 有 = 一 1 个 时 刻 不 为 极 值 土 M . 同 理 可 推 知 ,对 应 于 两 个 顶点 连 线 上 
某 点 的 最 速 控制 最 多 有 一 个 时 刻 不 为 极 值 。G(272 的 二 维 边 界线 上 的 任意 点 所 对 应 的 
最 速 控 制 ,最 多 有 一 个 时 刻 的 值 不 为 土 M， 如 此 等 等 。 由 此 ,不 难 理解 ,任何 自 边界 点 到 
达 原 点 的 最 速 控 制 , 均 可 由 包含 此 点 在 内 的 边界 超 平面 GOT) 的 顶点 所 对 应 的 最 速 控 
制 线性 组 合 而 成 ， 即 


10.7 最 优 控制 函数 的 综合 | 333 


u(r) = Хы, 1221 20 


这 里 (z) 为 第 i 个 顶点 所 对 应 的 最 速 控制 。 
为 了 确定 自 GOT) 的 边界 点 至 原点 的 最 速 控制 的 唯一 性 ，， 需 指出 一 些 判别 条 件 . 
这 些 条 件 满足 后 ,唯一 性 就 有 了 保证 . 我 们 在 这 里 指出 两 个 不 完全 等 价 的 判别 条 件 。 
(1) smua asiya | 


A 2У — Ay t bu, С : (10.7-19) 


其 中 矩阵 4 的 一 切 特 征 根 均 为 实数 ， 而 向 量 . 
e= e^t № ат (10.1-5) 


的 一 切 分 量 均 不 为 零 , 则 序列 式 (10. 7-5) 中 任意 = 个 向 量 线性 无 关 . 

(D 设 运动 方程 式 的 矩阵 4 为 正规 矩阵 , 即 4.4 = AA. BARRER CA 一 49) 
的 一 切 特征 根 中 至 少 有 一 个 ， 如 b. Т 不 为 zx 的 有 理 数 倍 ， 那 么 ， 向 量 序列 式 
(10.7-5) 内 任 取 x# 个 向 量 都 为 线 福 无 关 ,，  “ 

ЕЯ 5 SISA, ЕДВ. 

ИН ИИ, 设 受 控 对 象 的 运动 方程 为 


2. = Ay + bu, |u| <M, с. (07-197 


式 中 和 矩阵 4 的 特征 根 均 为 实数 (他 括 零 根 在 内 ), 那么 有 如 下 ” BER: 自 等 时 区 的 任何 
顶点 到 达 原 点 的 最 速 控制 最 多 由 4 眉 组 成 ,在 每 一 段 内 最 速 控制 < 取 值 +M 和 —M , 在 
相 邻 而 眉 内 符号 相反 ; 如 图 10.7-3 所 示 。 前 面色 经 证 明 。 自 等 时 区 的 顶点 到 达 原点 的 最 
速 控制 在 任 二 忆 点 上 上 , 均 不 为 零 ,并 且 漕 足 必要 条 件 式 C10.7-13)， 当 式 (10.7>19") 内 和 矩阵 
АВО НЕ д, a = 1,2,--:, n 均 为 实数 时 ， 寺 列 微 分 方程 所 对 应 的 共 亏 差 分 广 
程式 | 


Н*ФСтТ) = D'é(m T) (10.7-20) 
的 任何 解 AT): = оф Е с 所 构成 的 内 积 为 l 
CEMT), в) = > С.а,СтТ) г", 《10.7-21) 


EAR С.о = 1, 2, :.-, п SSE ФЭ, ‘admT) ye = 1, 2; tgn Жт 
的 单调 函数 。 因此 ,这 一 内 积 是 由 # 个 单调 函数 组 合 而 成 ,那么 对 自 变数 m 的 方程 式 ， 
ü e(mT) = (@Cm T); е) = 0, 

最 多 有 * 一 个 实 根 ,两 个 根 之 间 的 pCmT》 的 符号 相同 。 故 由 式 0. 2-13) 所 决定 的 控 
HARRER В» 一 1 次 ,换言之 ,，wCmT)》 最 多 由 #* 段 常 值 组 成 ;至 于 每 段 内 的 脉冲 
数 ， 则 由 初始 条 件 . gp。 所 单 值 决定 . 根据 前 面 讨论 可 知 ， НЫЕ aG), А 
u(z) 的 诸 变 号 点 的 位 置 即 可 . 

其 备 了 上 面 的 几 个 概念 后 ， ВЕН а, 综合 的 任 
务 是 找 出 一 个 以 系统 状态 y = (у, Jotto yo) 为 自 变量 的 # 元 函数 "о Уэ ***> У») 
将 其 代 人 式 410.1-4) 中 Е ЕЯ 
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Ну = Dy 十 си(у), (10.722) 

若 系统 式 (10.1-4) 为 全 局 可 控 , 则 式 (10.7-22) 对 任何 初始 条 件 能 以 最 少 的 步 数 到 达 原点 . 
求 出 这 个 多 元 函数 的 过 程 就 叫做 最 速 控制 函数 的 综合 。 与 常 微分 方程 描述 的 系统 不 同 的 
是 ,对 任 取 的 初始 条 件 办 ， 最 速 控制 一 般 没有 唯一 性 ,这 给 综合 问题 带 来 了 一 些 困难 。 但 
是 ,如 果 能 够 在 很 多 种 最 过 控制 中 选 定 一 种 来 加 入 实现 ,综合 问题 也 就 得 到 了 解决 ， 

最 速 控 制 综合 方法 的 基本 思想 和 连续 系统 一 样 , 是 寻找 开关 团 商 ,在 状态 空间 中 , + 
出 等 时 区 GCNT)， 当 NN 足够 大 时 , 它 将 包含 以 原点 为 中 心 的 足够 大 的 区 域 , 在 GONT) 
中 按 控制 的 不 同 取 值 ， 划 分 为 两 个 半 区 域 GNT) 和 GNT), 在 G*(NT) 中 
и 二 +M, 而 在 GNT) 中 x 一 一 M. N> 9, 两 个 半 区 域 的 分 界面 将 是 4 一 1 
维 超 平面 。 显然, 如 果 系 统 是 全 局 可 控 的 , 当 N коо МЎ, СОТ) 的 这 种 分 界 曲 面 也 将 随 
之 扩大 ,最 后 能 将 整个 状态 空间 分 为 两 半 。 用 一 个 函数 f 表示 这 个 分 界 曲面 ,开关 曲面 上 
的 点 应 满足 等 式 Ку) 一 0; 在 半空 间 G- 中 fG) < 0, 在 半空 间 G+ 中 К > 0. H 
Ку) 一 0 所 决定 的 这 个 曲面 就 是 开关 曲面 。 于 是 最 速 控制 就 可 以 表示 成 

úly) = М sign Ку». 《10.7-23) 

对 于 给 定 的 离散 系统 ， 用 计算 机 来 求 出 开关 曲面 的 办 法 很 多 。 如 果 算 阵 DD 的 特征 根 
Jn 个 不 同 的 实数 , 则 可 以 根据 本 节 中 前 面 讨论 这 的 性 质 ( 任 一 最 速 控制 由 ? 段 组 成 ), 应 
用 逆 轨 线 方法 求 出 整个 开关 曲面 .计算 过 程 如 下 : 

ау 将 原 方程 式 中 的 过 程 逆转 ， š 

‚ INT) = D-ty((N + ОТ» 一 D ea QN T> i 

REU | ЕТ 
| KN 一 1)7) = D-'Y(NT) — — peuCN ~ ЮТ). I (10.7-24) 

(2) ^и=+м, о, 求解 式 (10.7-24) 得 到 一 组 解 yO IT) 
y( 一 2T);……、y( 一 NT), …。 用 直线 将 这 些 点 分 段 连接 起 来 ,得 到 一 条 由 原点 出 发 的 
折线 , 记 为 T+. 

G) 令 у0)=0, и= —M 递 推 求解 式 (10.7-24), 再 得 到 另 一 条 发 自 原点 的 折线 IT. 

(4) 将 T+ 和 Tr 上 任何 点 作为 初始 条 件 求解 式 《10.7-24); ,分别 取 # 为 —M + 
M ,使 其 符号 与 第 一 次 取 号 相反 ， 当 初始 条 件 历 遍 Tt 和 Tr 后 就 得 到 一 个 二 维 曲 面 ， 记 
为 Ta MA T, 是 由 好 和 Tr 组 成 的 ,第 一 半 是 由 Tr 和 и = +M 生成 的 ， 第 二 半 是 
以 T+ 为 初始 条 件 ; ие 一 M 生成 的 ; ' 

(5) 似 此 类 推 到 第 z 一 1 次 就 得 到 一 个 > 一 1 维 超 曲面 ,1。 用 某 盖 满足 前 述 要 求 
的 = 元 函数 Ky) = 0 去 逼近 Teo MERHAR 10) 即 可 按 式 (10.7-237 确 定 ， 

由 于 这 种 方法 的 近似 性 ,在 原点 附近 可 能 发 生 振荡 。 为 了 克服 这 一 缺点 ;系统 设计 可 
以 分 为 两 种 工作 状态 进行 。 当 大 偏差 时 采用 式 C10.7-23) 所 确定 的 控制 规律 , 在 小 偏差 时 
采用 第 10.6 节 内 所 介绍 的 线性 控制 规律 , 这 样 就 可 以 避免 系统 在 原点 附近 的 振荡 现象 . 
上 面 讨论 的 方法 只 对 矩阵 D 有 纯 实 根 的 情况 有 效 ， 对 任意 矩阵 也 的 最 速 控制 综合 是 比较 
复杂 的 ,没有 简 全 的 方法 可 以 采用 ， 本 章 后 的 参考 文献 [10] 申 介绍 了 一 种 较为 精密 的 方 
法 ,应 用 的 范围 可 以 更 广泛 些 。 

对 于 二 阶 系统 ,由 于 可 以 在 平面 上 作 图 ,因此 用 等 时 区 的 方法 可 以 有 效 地 求 出 任何 系 


ta ， 


10.8 ”对 图 定 的 初始 状态 求 最 速 控制 = зав 


统 的 开关 曲线 . 我 们 再 回 过 来 讨论 本 节 前 面 举 的 例 . 我 们 把 图 10.7-1 中 的 四 个 等 时 区 画 
在 一 块 ; 就 可 以 很 明显 地 找 出 开关 曲线 了 。 从 图 10.7-4 中 可 以 省 出 ,一 切 属于 GCT) 而 


图 10.7-4 . 


不 属于 GC37) 的 点 у 都 可 以 用 w 一 1 或 we -1 一步 到 达 GC377 而 不 能 到 达 СОТ). 
GGT) 的 一 切 边界 点 一 步 以 后 只 能 到 达 GC3T) 的 边界 ， 而 不 属于 CGT) 的 GUT) 
的 内 汀 则 可 以 于 一 步 后 进入 COT) 的 内 部 ,但 不 可 能 进入 СОТ). 由 my т n Ж n 
ERIR Ро 一 7 一 mm — 和 — r, 连 成 的 折线 记 为 Tr, 它们 和 记 Г, 在 折线 
г, 的 平面 “都 必须 取 +1， 在 折线 Г, 的 下 面 * 应 取 一 1。 因 此 ,折线 页 正 是 竺 求 的 并 
关 曲 线 . 这 里 有 两 个 问题 ， 一 个 问题 是 靠近 Г, 的 点 有 可 能 在 一 步 之 后 超过 开关 线 而 进 
大 另 -一 半 平 面 ; 甚 茜 进入 步 数 比 原来 更 多 的 等 时 区 ， 另 一 个 问题 是 :G(27) 中 的 情况 ,这 
里 几乎 所 有 的 战 按照 规律 式 (10.7-237 都 不 能 在 两 步 之 内 达到 原点 。 因此 对 平面 上 多 数 
点 来 说 ， 蓉 制 值 总 取 极 值 的 控制 并 不 一 定 是 最 速 控制 . 为 了 实现 最 过 控制 必须 对 控制 规 
律 作 适 当 俊 改 ;这 方面 的 详细 研究 读者 可 参看 文献 局 0]. | 

- ABMEM а гаа А 并 不 是 所 有 时 刻 最 近 


控制 都 取 极 值 ， 这 是 因为 线性 断 续 系统 的 控制 只 能 在 采样 时 刻 变 化 ， 并 且 这 粹 的 取 值 要 


延续 一 个 采样 周期 。 而 线性 连续 系 绕 的 控制 在 任何 时 刻 都 可 变化 。 当 采样 局 期 愈 来 愈 小 
时 ,线性 断 续 系统 的 最 速 控制 就 愈 来 愈 趋 于 线性 连续 系统 的 最 过 控制 。 


10.8 МЕН 


在 上 一 闻 , 我 们 主要 讨论 了 各 束 离散 控制 系统 的 综合 方法 ， 可 以 看 出 主要 在于 分 析 开 
关 曲 面 ， 然 后 根据 开关 曲面 来 设计 采样 系统 的 控制 装置 ， 对 于 系统 可 控 区 内 尾 党 点 作为 
初始 状态 的 情形 , 很 明显 , 控制 装置 的 任务 是 对 于 任 赛 初始 状态 都 能 决定 相应 的 控制 ,能 
使 系统 以 最 短 的 时 间 归 零 。 这 种 方法 对 于 低 阶 系统 是 有 效 的 ， 而 且 也 必须 这 样 才能 解决 
问题 。 对 于 险 数 高 的 采样 系统 ， 按 上 述 方法 就 比较 复杂 ， 在 第 八 章 我 们 曾经 讨论 过 有 一 
类 系统 ?初始 状态 已 给 定 , 而 且 这 种 系统 只 使 用 一 次 ,在 这 种 情况 下 ,只 要 决定 与 初始 状态 
相对 应 的 控制 ， 即 具体 求 出 控制 量 x 在 + 一 0, T, 2T, --- 的 值 就 能 满足 要 求 ， 这 一 节 
就 来 讨论 关于 对 给 定 的 初始 条 件 最 速 控制 的 一 种 综合 方法 , 
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假设 受 控 系 统 的 误差 用 y 表示 ,初始 误差 等 于 系统 特性 由 方程 (10.1-4) 描 给 , 控 
制 量 x 的 取 值 范围 受到 式 (10.7-2) 的 限制 , 要 求 选择 满足 限制 条 件 的 控制 ,使 系统 初始 误 
差 у, 在 最 短 时 间 之 内 归 零 . | 
这 里 仍然 从 等 时 区 人 手 。 前 面 已 经 谈 到 ,在 满足 某 些 条 件 情况 下 , 当 Ма (n 是 系 
统 阶 数 ) 时 ,等 时 区 GONT) 是 一 个 = 维 凸 多 面体 , 它 的 边界 由 有 限 个 小 于 或 等 于 — 1 
维 的 超 平面 组 合 而 成 ， 当 N 增 大 时 ，GCNT) 随 着 六 的 增 大 而 向 外 扩张 ,用 zCN, $) 表 
示 等 时 区 GONT) AREA, GONT) 过 该 点 支 面 的 外 法 向 最 等 于 4, 由 zCN: $) 到 
达 原 点 的 控制 形 如 式 (10.7-17) 所 示 
и[ (а — DT] = M. sign (ф, Ta)» 
其 中 о= 1,2, =, N, . 
ZCN, ф) = uh + (фуги: + : + ин (фт, (10.81) 
当 2(№М,ф) 是 GCNT) HAN, (Ф, г.) == 0, а = 1, 2, +N, 38 z(N, $) 不 是 
顶点 时 , 则 在 N 个 Ф, г.) 中 至 多 有 =” 一 1 АРЗ, 这 时 候 与 其 相应 的 控制 是 绝对 值 小 
于 M 的 任意 实数 。 有 了 等 时 区 的 概念 ,那么 要 求 系统 的 初始 误差 y, 以 最 短 时 间 归 零 的 问 
题 可 以 理解 为 : 在 = 维 空间 中 给 定 一 点 办， 另外 有 一 个 随 着 立 的 增加 而 向 外 扩张 的 凸 多 
面体 GCNT)s 使 me СОТ), 而 YEGIN., 一 DT) КЕ №, ЖАЯН Yo 
归 零 的 最 少 步 数 ，Ne7 就 是 归 零 的 最 短 时 间 ， 如 果 уо 恰好 位 于 GCNoT) 的 边界 面 上 ， 
Wawapa asa 17) 确 定 ,这 时 候 ， 根据 公式 (70.7-6 
== ` u pr, + и: (фот; + s+ им pry. (16 (2) 
其 中 和 表示 сот) 过 Yo 点 的 支 面 外 法 向 量 ， 另 一 种 可 能 性 是 y, 位 于 GN,TY 的 
内 部 ,这 时 候 最 优 控 制 不 是 唯一 的 .进一步 分 析 就 会 发 现 , 问题 的 焦点 在 于 , 不 容易 根据 
来 确定 使 系统 由 yo 归 零 的 最 短 时 间 №Т, AR у 究竟 是 GMT) 的 边界 点 呢 ? 还 
是 GOT) 的 内 点 。 为 此 从 直观 方面 来 加 以 考虑 。 对 于 任意 给 定 小 于 № WEER N, 
如 果 控 制 熏 的 限制 条 件 |а < M 的 界限 放 得 宽 一 些 , 并 且 当 控制 量 能 取 较 大 值 时 ,系统 
可 以 在 : NT 时 间 内 ,由 x F. 反之, 对 于 任意 大 于 № 的 正 整 数 ,即使 控制 量 的 取 值 
范围 缩小 一 些 , 也 能 使 系统 由 y 在 МТ 时 间 内 归 零 。 这 一 事实 是 很 简单 而 明显 的 ,说 得 
确切 一 些 ,把 式 C10.7-2) 的 限制 条 件 改 变 成 i À 
lul SaM, (10.8~3) 
其 中 “满足 下 述 条 件 
l 0 <a < +оо, (10.8-4) 
在 # 满 足 式 《10.8-3) 的 限制 条 件 情况 下 , 相应 的 等 时 区 用 符号 GNT) RR 通过 4 的 
变化 就 可 以 把 等 时 区 GCVT》 加 以 放大 或 缩小 。 很 明显 COT) 也 具有 CNT) Br E: 
有 的 一 切 性 质 , 且 随 着 c 的 变化 而 连续 变化 . 引进 GNT) 以 后 ,对 于 给 定 的 у, 一定 
可 以 确定 一 个 相应 的 а, 使 y 位 于 GOT) 的 边界 面 上 ， 这 样 就 排除 了 yo 可 能 是 
GNT) :的 内 点 的 情形 , 由 于 进行 系统 设计 时 , 限制 条 件 是 预先 给 定 而 不 能 改变 的 , 即 公 
式 (10.7-2) 中 的 M 是 给 定数 ,所 以 最 后 确定 的 控制 仍然 不 能 超过 М. 这 就 需要 确定 适当 
的 最 短 归 零 时 间 №Т. 很 明显 ，m, № 和 六 之 间 有 如 下 关系 : 
WR N < №, Ш м > 1, М> №, Mj asl (10.8-5) 
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由 ow 是 否 大 于 1, 就 可 以 用 来 决定 №: 为 了 确定 m 引进 函数 ， 
ЕФ, а) 一 Сф, [—y + а«=(М, ф)]). 2 (10.86) 
上 述 函 数 中 的 =(М, $) 表示 GCNT) 边界 上 的 点 , 它 的 表达 式 由 式 (19%.8-12 给 出 ， 由 于 
СМТ) RAGE, KRE ye GONT) WI 
(é, —z(N, P) + y) < 0, 
或 
СФ, 207, Ф)) = max Ф, у). (10.8-7) 


СМТ) 

又 由 于 GCN7) 包含 原点 , 所 以 上 式 左 端 是 一 个 非 负 的 量 . 如 果 只 考虑 满足 下 列 条 件 的 
+ А | ` 

' ` (é, =y) < 0, | (10.8-8) 
ЖД, Еф, а= 0) <0, Ш ЕСФ, а) 是 = 的 连续 单调 递增 十 数 , е 一 个 满足 式 
ао. 8-8) 的 $, 就 可 以 由 纱 确 定 一 个 相应 的 a(9), 使 | | | 

Е(ф, (Py 0. ` (10.8-9) 
HTAR F АРА 所 以 有 两 种 情形 使 式 (10.8-97 成 立 : 

CD 向 量 多 和 向 量 一 m 十 cz(N, $) ER. 
==> e —y + ozCN, ф) = 0, | 
我 们 感 兴趣 的 是 第 C2) 种 情形 . dh 种 情形 成 立 的 Ф, 和 alh). XR 
= Сф), Ф), O (08-10) 
у, Е G, (МТ) 边界 上 的 点 ，m нА, 对 任意 符合 式 C10.8-8) 的 
$, $ = @,, ТАНАХ (108-1), 这 个 A HME GaNT)》 上 的 某 一 点 aal), Я 
G, (МТУ. 的 凸 性 ,向 量 — У, + mzCNT) 与 $ 的 夹 角 小 于 #/2。 于 是 得 到 
| ЕСФ, o) = ($, —y + az(N, $)) > 0. 

前 面 已 经 提 到 函数 РСФ, a) 是 < 的 单调 增 函数 , 故 可 以 找到 一 个 a($), 0 < ak) <, 
(Ë ЕОф,аСф)) = RY. ATAC T ERMER- ф BRL RE ó = @,, 
那么 aQ) 就 小 于 om 因此 得 出 ó, 使 «(4 REKED AE. MFO, 22 一 0 
解 出 $, 


(Ф, уь) _ 
. Фа = ао 
然后 求 аф) 的 极 大 值 就 可 以 得 到 ао, Bh | 
= = mar — (25) __ _ 
LACA) max о(ф) max Фа ФУ (10.8-12) 


这 里 d 只 受到 (ф, —у) < 0 的 限制， 求 ИА: 的 极 大 值 就 仅仅 是 多 元 函数 的 极 值 问 
以 下 我 们 不 直接 求 (H) KRAE. MARAR FEER Fab, а) 的 极 小 值 . 
逐步 逼近 的 步骤 大 致 是 , 先 取 一 个 由, 由 @, 决定 (Фо, Еф, (фу 0. ЖЕ 
Ж ЕСФ, a) 的 极 小 ,这 时 候 о 是 固定 的 数 ， 可 以 知道 
grad Е(ф, а) = —y + wzCV， $). 08) 
$ . 
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ф, = ф, — K[—y + в=(М, ф)], = (10.8-14) 
其 中 天 是 正 数 , 只 要 适当 选择 入 ， 那 么 就 求 得 一 个 新 的 d 并 县 可 以 证 明 此 é, 仍 满足 
条 件 式 (10.8-87, 且 
Е(фь, z) < Е(ф, =) = 0; |  Gl08-15) 
НЕЕ: e КЖ, Н Ф, 就 可 以 确定 一 个 ox 办 ), 使 得 
Е(ф,, ($) = 0, 、 (10.8-16) 
#E ` | 
оф.) > „Ф. ; (10. 8-17) 
可 以 看 出 ,使 Еф, а) 最 速 下 降 的 方向 实际 上 也 就 是 使 (d) 最 速 上 升 的 方向 ， 求 得 
Ф, 后 ,再 以 它 代替 原先 的 四 继续 进行 ,最 后 遥 近 到 Фи. 

按 上 述 步 难 迁 行 时 ,可 能 发 生 这 种 情况 ,到 第 i KE, (Po r.) 中 有 = 个 等 于 0 
а<о<»-—1). 其 原因 在 于 GNT}: 的 边界 面 由 有 限 个 小 于 等 于 ”一 1 维 的 平面 组 
成 ,因此 由 é; 决定 的 控制 量 在 = 个 采样 点 的 值 只 能 确定 到 绝对 值 小 于 M 的 程度 ,过 到 这 
种 情形 时 , 把 未 能 完全 确定 的 量 表示 成 uwo им, to un。， 然 后 求解 退化 线性 代数 方程 

—y + а=(М, ġ:) = 0. l (10.8-18) 

EË м ACN, Ф) 中 确定 的 项 移 到 等 式 的 另 一 端 , 并 且 用 有 表示 ,于 是 上 式 可 写成 
амм, 十 ам Рн, + °° + ин Рм, = В. (10.819) 
如 果 解 上 述 方程 所 得 с 个 量 的 绝对 值 小 于 等 于 1 ， 这 就 意味 着 控制 是 可 准 控制 ,在 c 个 量 
中 只 要 有 一 个 的 绝对 值 大 于 M， 则 控制 不 是 可 准 控制 ， 当 出 现 这 种 情况 时 上 只 消 把 © 个 量 都 
вя 0 (或 者 每 个 量 的 绝对 信 都 小 于 M 的 一 组 数 ), 然后 求 出 grad F (фи, oCh), 继续 进 

. 有 一 点 重要 的 事实 是 值得 注意 的 ， 对 于 给 定 的 у, 我 人 门 是 从 较 小 的 正 整数 人 开始 计 
як. 在 计算 过 程 中 ， 没有 必要 求 出 am， 当 第 i 次 逼近 , 只 要 «(Фр > 1， 就 不 必 继 续 下 
去 ,其 因为 再 往 下 其 人 会 更 大 . 由 关系 式 (10， 8-5) 知 :一 且 s> 1; 说 明 N < №, 此 时 自然 
把 N 换 威 N + 1 再 进行 。 这 样 交替 的 修改 四 和 Ns, 当 N = N, — 1 hj, «>11 而 N = 
№ 时, aa < 1， 那 么 МТ 就 是 使 系统 由 y。 归 零 的 最 短 时 间 ， 这 个 使 < REKI o 的 
如， 就 完全 决定 了 最 速 控制 . 

以 上 只 叙述 了 从 初始 状态 ， 到 达 原 点 的 最 速 控 制 综 合 方法 ， 至 于 到 达 给 定 区 域 的 问 
题 ,完全 可 以 用 类 似 方 法 进行 ,这 里 不 再 加 以 讨论 ， 其 体 计算 方法 及 例题 读者 可 参看 文献 
[8]. 


10.9 ARRE ыы 


前 面 几 节 中 ， 我 们 主要 讨论 了 最 这 控 制 的 一 些 特 性 和 控制 半 置 的 设计 ， 即 所 谓 综合 癌 
题 . 在 某 些 系统 中 速度 问题 并 不 是 特别 重要 的 ， 例 如 卫星 的 次 态 控制 或 某 一 慢 变 过 程 的 
控制 ,那里 有 关于 能 量 消耗 或 均 方 误差 方 面 的 要 求 , 于 是 主要 要 求 将 是 按 别 的 指标 达到 尽 
量 好 的 性 能 ， 正 象 在 连续 系统 中 那样 ,这 种 质量 指称 第 可 以 用 下 列 形式 表示 出 来 : 


J= > ҺСхСіТ), uGT)) = min, ` (10.9-1> 
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式 中 хСТ) 和 аСТ) AR ERREA REER eni 
足 方程 组 : | 
Hx(kT) = x((& + ПТ) каат), «то, (10.9-2) 
式 中 f= Ch, hs 055, |); 我 们 先 假定 р љавзо, ПР НЕЕ 
数 ， 
类 似 于 在 连续 系统 中 的 处 理 方法 ， 我 们 引进 新 的 状态 变 盟 ®САТ= 1, HR (10.9-1) 
显然 有 | 
НАТ) С + DT) = ВЕТ), ату) + АТ), (10.9-3) 
现在 把 式 (10. 9-3) 和 (C10.9- -2) 联 立 起 来 ， 就 得 到 一 个 扩大 了 的 方程 组 : f 
FroCkT) = а СЕТ) + ССТ), URTA) 
Hx (RT) = fiGe(k T), uCkT)), 
eRT) = GT), фт). | (10.94) 
ЕКАЕНЯЖВИТ, 
为 了 下 面 讨论 的 需要 ， 再 引进 一 个 a 十 ТЕРА Ф- 一 Сф фо as Ф), 
а pin 8 S | 
_ патеФат», ат) 


Тита» + > LADIGAN, а(Т)), (10.9-5) 
并 要 求 向 量 JAT) 满足 方程 组 ü 
Н*ф, (АТ) - Әп. і = 0, 1, 2, tetany (10.9-6) 
ôr; А г. 
H* 是 左 移 算 子 ， 将 上 式 展开 后 有 
H*bG&T) = ФК — DT) = Е саат, 


_ НАТ) = ФС — Пт) = 91. — -> ФЕТ (#СЕТ), (АТ, 


хоз вох ооо ох о . ............... ... 


ea = p(k — рту 21 дп 一 > ¿GT 5 91. ` кат) аА). 


(10,967) 

所 谓 最 优 控 制 问题 ， 是 指 对 给 定 的 初 抬 条 件 x0) = #, = C» Zys Zu°**o X), RKE 
制 函数 ART) = G GT), ЕТ), >s š. GT), k 一 0, 1, .…， 使 系统 式 (10.9-2) 在 
有 限时 间 内 归 零 . 假定 NT 表示 到 达 原点 的 时 间 ， муру (УТ) 达 最 小 
值 . 

用 第 九 章 内 曾 用 过 的 方法 ， 可 以 把 极 大 慎 原 理 移 植 到 离散 系统 的 情况 中 来 类 似 在 
第 9.6 节 中 的 讨论 ,可 以 得 到 最 优 控 制 所 必须 满足 的 极 值 条 件 。 用 ARTIM aT) 分 别 
表示 最 优 轨迹 和 与 其 对 应 的 最 优 控 制 ， 那 么 , 必 存 在 一 个 非 零 向 量 泣 数 ФСТ), k = 0, 
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1, 552, № 满足 式 (10.9-6), 使 在 每 一 时 刻 均 有 
HGT), SGT), &CkT Y) = max ПСЁСКТ), ФСТ), u), 

k=0, 1,2, +++, Nos o (10.9-7) 

ЕКО ем ВИКА ПИН EENDE о 
ИСТ», ФОТ), &CkT)) = const > 0, 
k= 0, 1,2, +++, №, C10.9-8) 
这 就 是 极 大 值 原理 对 离散 系统 的 应 用 。 它 的 证 明 留 给 读者 ， 实 际 上 这 个 证 明 与 第 九 章 中 
. 的 证 明 完全 类 似 ,只 须要 注意 到 三 点 ， 首 先 , 这 里 对 最 优 轨迹 可 以 用 点 变 分 , 而 不 是 象 在 
连续 系统 中 那样 在 小 区 间 内 变 分 ;第 二 ,系统 式 (10.9-42 的 变 分 5 满足 方程 式 : 
Pbxi(k7) = > LAATAT) 5047), ¿= 0, 1, ° 


вен. ` 


它 与 EAT) 之 间 有 关系 式 : | 
СЧЕТ), #&ТУ) = sonst: (10.9-9)) 
#=, ФОТ) 是 一 切 变 分 后 的 轨 线 终点 构成 的 锥 体 的 外 法 向 量 ， 
注意 到 上 述 事实 和 式 (10.9-6) 的 第 一 式 知 фо 为 常数 又 因 式 (10.9-7) 是 一 个 线性 
齐 次 方程 组 , 故 可 取 p 一 一 1。 于 是 ， 决定 最 优 控 制 的 全 部 问题 变 为 两 点 边 值 问题 ， 
Hx(kT) = #х(КТ), u(kT)), x(0) = x, 
Н*ФСКТ> = FCxCRT), а(АТ))фСКТ), ENT) = Фа, 


F(x(kT)s акту) 是 由 5 êt: “构成 的 Cn + 1) X G + 1) и: 


1, 0 0 .… 0. 
ðh Əh . Өү. 
ro) р 
Әһ 94... аһ 
Әх, Ӧх, Ox, 


最 后 аСТ) 应 满足 极 值 条 件 式 (10.9-7)。 如 果 从 某 些 其 它 考 虑 能 决定 边 秆 条 件 如 ， 那 
么 问题 就 完全 解决 了 . 实质 上 在 第 10.7 节 中 我 们 对 最 速 控 制 问题 就 是 用 等 时 区 的 概念 来 
确定 ФМ. | 

最 后 ,我 们 应 用 上 询 得 到 的 条 件 , 具 体 讨 沦 一 下 具有 二 次 型 指标 的 线性 离散 系统 的 最 
优 控制 问题 ， 设 到 达 终点 的 时 间 NoT 是 给 定 的 ,而 且 终点 是 不 固定 的 ,指标 泛 函 是 


No 一 No-1 


J= SGT, QxGT)) + У) сабт), RuG?) ` 


`+ (XCNoT), SxCNoT)), : (10.9-10) 
AH 0, К, S 都 是 正定 矩阵 。 记 х СМТ) = J, 于 是 有 
Hx (КТ) = хо(КТ) + (xCRT), OxCKRT)) + UKT), Ка(кТ)), 
2(0) = (CNT), SCNT). = (10.9-11) 
受 控 对 象 的 方程 式 是 ， | 
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Нх(АТ) = Ож(ЁТ) + Cu(kT), ` x(0) = x, | (10.9-12) 
构造 函数 | B 
ПОТ) = b. [z T) + (x, Ох) + (а, Ra)] + CERT) Dx(kT)) 
+ CECT), саат». (10.9-13) 
我 们 着 到, 函数 HGT) 在 每 一 时 刻 都 是 的 二 次 型 “注意 到 = Ж 
ПСТ) = р(х, Ф) + (DRT), CUTY) — CuCkT), RuCkT)). 
由 最 大 值 条 件 知 ,也 的 最 大 值 正 是 对 应 的 极 值 。 于 是 由 极 值 条 件 
on 


Е Ба бй 1,2, 55557 | (10.9-14) 
立即 可 以 求 出 最 优 控制 与 ФОТ) 之 闻 的 线性 关系 : | 
ат) 一 + ROCHT), (10.9-15) 


Rh Cr 是 5 的 转 置 矩 阵 ， 把 ат) HARAR C10.9-12), 并 同时 按 式 (10.9- s) 8 
出 TY 所 应 满足 的 方程 式 ， ИМЕНА: | 


Нх(АТ) = DxCXT) + = > СЕ-С"ФТ, x(0) = хо 


H*$CT) = ОФСЕТ) 一 о, ФТ) = d —  Gogs-16) 

我 们 看 到 ， 为 了 具体 地 求 出 最 优 控制 .在 这 两 个 联 立 的 方程 组 中 。 必 须 也 只 须 求 出 

SRT) 在 另 一 端点 的 边界 条 件 OOT) 一 如， 这 就 是 两 点 边 值 问题 。 在 这 个 具体 问题 

th, EREE м 和 ds 之 间 的 一 一 对 应 关系 ,如 何 去 求 出 这 种 关系 的 表达 式 , 就 是 最 优 控 

制 的 综合 问题 。 这 需要 其 它 的 补充 知识 。 例如 , 像 第 九 章 中 所 作 过 的 那样 ,把 综合 问题 转 

化 成 一 个 黎 卡 提 插 阵 方程 的 求解 问题 ;或 者 应 用 等 损耗 区 的 概念 去 求 出 хь 和 内 之 间 的 
关系 ,等 等 . 最 后 ,还 可 以 用 数字 计算 方法 去 迭代 还 近 , 求 出 使 7 达 极 小 信 的 Ф ， 
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+E ВНЕ 


在 这 一 章 里 ,我 们 将 要 在 常 系数 线性 系统 里 再 引进 一 种 新 的 因素 ,这 就 是 时 谐 。 所 谓 
FJ 的 章 义 是 :系统 的 各 个 变数 之 间 的 关系 不 能 够 用 这 些 变数 在 局 一 时 刻 * 的 值 的 关 
Жжж, БН, 这 个 关系 牵涉 到 某 些 变数 在 时 记 : 的 值 ,同时 也 榨 涉 到 某 些 变数 在 村 
刻 :一 r+ КИШ. 那些 在 时 刻 : — г 取 数 值 的 变数 与 那些 在 时 刻 : 取 数 区 的 变数 比较 ,在 
НУГА) ЕР СЕРЕ) 就 是 zr。 如 输 气 管道 中 压力 波 的 传播 过 程 是 时 潇 环 节约 一 个 例子 ， 
因为 压力 波 在 管道 中 是 以 有 限 速度 传播 的 ， 管 道 始 端的 压力 波 变 经 过 时 合 r 才 传 到 管道 
末端 ,此 外 ,还 存在 某 些 高 阶 系统 ,它们 很 难 用 一 般 的 简单 的 微分 方程 来 描述 ,有 时 就 在 采 
统 方程 中 引进 时 滞 量 z, 把 它 作为 时 谱系 统 来 近似 研究 ， 以 达到 化 简 的 目的 ， 例如 ， 对 单 
ии 11.0-1 所 示 的 系统 , 有 时 可 以 认 

ЕЛИ АЕ КН z 与 第 3.1 
ВЕНЫ на 
系统 (有 时 沿 作 用 的 系统 ) 的 运动 状态 是 用 常 系数 的 微分 
差分 方程 描述 的 ， 这 当然 比 以 前 所 讨论 过 的 只 用 微分 方 
程 描述 的 系统 要 复杂 得 多 ， 曾 有 很 多 人 研究 过 有 时 济 的 
Жах, шій: FARR (Callander), RÆ (Hartree), 
” 波 特 尔 (Porten) 中 议 及 米 诺尔 斯 基 СМіпогзкуу 1; 崔 泊 金 
(Uom 等 等 ， 秦 元 勋 等 曾 对 此 类 系统 作 过 综合 性 
研究 mm. 但 是 ,我 们 要 讨论 的 问题 的 范围 是 更 狭小 的 . 我 
们 只 希望 知道 如 果 反馈 控制 系统 有 一 个 固有 的 时 滞 
r， 那 么 ,应 该 怎样 分 析 这 个 系统 的 运动 状态 ? RIEN 
希望 把 第 4.3 节 的 乃 氏 方法 加 以 修改 ， 使 这 个 方法 也 能  — | 
аня ЕЖ, iot 

以 下 我 们 在 研究 一 般 理 论 的 同时 ， 还 要 通过 时 沼 系 | 
统 的 一 个 特例 的 处 理 来 说 明 这 种 理论 .这 个 特例 就 是 利用 反锁 控制 的 方法 使 火 籍 发 动机 
中 的 燃 岩 过 程 稳定 。 很 多 学 者 研究 过 淡薄 发 动 本 中 燃烧 过 程 的 不 稳定 现象 。 但 是 下 面 关 
于 燃烧 时 灌 现 象 的 分 析 是 根据 的 克 洛 科 ССтоссо) 的 研究 结果 中。 这 个 观点 虽然 已 经 证 明 
不 能 用 在 所 谓 "高 频 振荡 ,但 对 火箭 发 动机 的 所 谓 “ 低 频率 振荡 " 却 是 适用 的 ， 我 们 为 了 使 
计算 简单 起 见 ,假设 只 ВИ. 


11.1 ЗЕ 


Ika ЛЕНИЕ, НХ 
НО, 然后 就 迅速 地 燃烧 而 变 为 热 燃气 。 假 设 h) 是 时 刻 : 时 由 于 燃烧 而 产生 的 热 燃 
气 的 质量 速率 (所 谓 “质量 速率 ”就 是 按照 质量 来 计算 的 时 间 变 化 率 )， 认 ;(:) 是 在 时 刻 : 
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时 时 入 燃料 的 质量 速率 .r(z) 是 在 时 刻 : 开始 燃烧 的 那些 燃料 的 时 滞 ， 所 以 ,在 从 + 到 
1+ dt 这 一 段 时 间 间 隐 内 燃烧 的 燃料 是 在 从 гат #J £— r + dG 一 т) 这 一 段 时 间 间 
隔 内 喷射 进来 的 。 因 此 。 
ть (z) d: = и (а — Td — т). (11.1—1) 
产生 出 来 的 热 燃气 。 有 一 部 分 被 用 来 充 加 在 燃烧 室 中 ， 从 而 提高 燃烧 室 中 的 压力 
рО), ， 另 外 一 部 分 通过 距 口 被 暑 射 出 去 。 如 果 燃 烧 室 中 可 能 发 生 的 振荡 的 频率 相当 低 ， 
因此 ,就 可 以 把 燃 娆 室内 的 压力 看 作 是 均匀 的 ,而 且 , 作 为 第 一 次 的 近似 中 ,我 们 也 可 以 把 
访 过 陆 口 的 气流 看 作 是 似 稳 的 (所 谓 “ 似 稳 ” 的 意思 就 是 : 在 任何 一 女 不 太 长 的 时 间 间 隔 
内 都 可 以 看 作 是 平稳 的 )、 所 以 ,经 过 时 口 的 暑 气 的 质量 速率 与 火箭 发 动机 中 的 热 燃 气 的 
密度 成 正比 .但 是 ,对 于 “单一 燃料 ”( 也 就 是 只 用 一 种 燃料 ?的 火箭 发 动机 来 说 , 热 燃气 的 
盘 度 几乎 与 燃烧 压力 无 关 , 而 热 燃气 的 密度 只 与 压力 成 正比 ,所 以 ,如 果 元 是 流 过 整个 系 
统 的 稳 态 质量 速率 ; М, 是 发 动机 中 的 热 燃 气 的 平均 质量 ; 5 是 燃烧 室 中 的 压力 的 稳 态 平 
均值 .如 果 把 尚未 燃烧 的 液体 燃料 在 燃烧 室 中 所 占据 的 容积 忽略 不 计 ,我 们 就 有 


hdi = # 54 +4 (м, 2), (11.1-2) 
р 


现在 ， ИЕН а, 我 们 分 别 引 进 两 个 无 量 纲 变数 上 和 ”， 它 们 
的 定义 是 : 


p=2=Ë, „е %, о а 
P m 


所 以 由 和 了 ЕЛ ЖАРЕ ВА АНА ЗЕ. HAR (11.1-3)， 并 且 把 
hs 从 方程 (11.1-17 和 (111-27 消 去 ,就 得 到 


М, 4 y +1 (1 6-ю + 11. _ 《11.1-4) 
т dt 


ITERE, MATIERE BHED SARKA: BERKAS 
烧 临 界 状态 的 质量 速率 是 (р), WA Hi 就 由 下 列 公 式 确 定 : 
P. КР! = const, ` (11.1-5) 


ЗН ЕЕ ЛИ EEE 
МЕ. >) 的 物理 意义 就 是 : 从 热 燃气 到 喷 信 的 流体 燃料 的 传 热 速率 ， PABULI- 5) 
对 + 微分 就 得 


U= 000921. (1 — t) =o, _ (ж) 


现在 我 们 就 可 以 明确 地 引进 离开 均匀 稳定 状态 的 微小 扰动 的 概念 ， 假 设 压 力 p 与 稳 态 什 
五 之 间 的 偏差 相当 小 。 那么 1(2) 在 时 刻 z 的 值 以 及 f(p) 在 时 刻 :一 7 的 值 都 可 以 用 
附近 的 泰勒 级 数 表示 . ДЖ RAZKRILA ДН 


СЛО +5 (4 у MOF 
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[pI = КВ +в (97) 6-5. TES 


以 上 方程 中 的 + У F3F32F221 PBNA ЕЛЕ. E 《**) 的 两 个 关系 式 相 
除 ,再 利用 (*) 的 关系 就 得 出 下 列 近 似 公式 : | 
— 4т a Zlog Í. фер — 11.16) 
1—4 1+ (ба) 0 — $G 0]. Qn 6) 
把 方程 (11.1-4) 和 (11.1-6) 合 并 起 来 ， 并 且 略 去 二 次 项 ,就 得 出 下 列 方程 : 


a + p= ple — 6) + n[@(z) — gl — 82]; (11-7) 


在 这 个 方程 里 


(11.1=8) 


> 5 一 二 ， o, (11.1-9) 


pa) -.(8)- (о, 
G 0—0) 60-0, | 


0, 是 发 动机 内 的 燃气 的 质量 的 平均 值 与 流 过 发 动机 的 燃气 的 平均 质量 速率 的 比值 , 因此 
它 也 就 是 热 燃气 从 被 燃烧 产生 到 经 过 喷 口 喷射 出 去 的 平均 时 间 , 所 以 Ө, 就 称 为 “燃气 通 
过 时 间 ”。 在 以 下 的 计算 中 ,我 们 就 用 这 个 基本 的 时 间 常 数 作为 测量 时 间 的 单位 。 z 是 无 
ВЕКИ. а 是 燃烧 的 无 量 纲 的 时 滞 常 数 ， ° 

MR n 是 一 个 与 五 无 关 的 常数 ， 那 么 f(p) 就 与 如 成 正比 ， 这 就 是 克 洛 科 所 很 设 的 
ЇСр) 的 形状 ， 现 在 ,我 们 把 问题 提 得 稍微 普遍 一 些 : Ср) 是 任意 的 ; “是 由 方程 (11.1-8) 
计算 的 ;因而 也 就 是 3 的 函数 。 如 果 把 f) 看 作 是 从 热 燃气 到 罗 状 的 液体 找 料 的 传 热 
率 ,那么 ,关于 传 热 的 物理 定律 指出 , ” 的 值 在 1/2 与 1 之 间 . | 

这 样 ,我 们 就 建立 了 措 述 燃烧 室 中 压力 实 化 规律 的 方程 ( 11 4-7. ` 


11.2 时 请 系统 的 运动 规 和 


在 上 一 节 ， 我 们 推导 了 火 简 发 动机 棋 烧 室 中 压力 变化 的 运动 方程 (1 1-7), 这 是 一 个 
”一 阶 常 系数 微分 差分 方程 ， 现 在 采用 常用 的 符号 ғ 代替 时 间 变量 z Я т 代替 时 滞 量 5， 
с. 953 


Pa = (a — De) — ngG т) + pt— r). 
由 此 可 见 ,压力 变化 的 趋势 (方程 左 端 ) 不 仅 依赖 于 当时 的 压力 9 (2) ， 而 且 明 显 地 依赖 于 


过 去 的 历史 状况 pG — r) 和 G т), т>0. 这样， 与 微分 方程 就 有 一 个 根本 的 差 
别 , 为 了 求解 方程 式 《11.1-72 НЕЕ ЕЕ z = m， 而 必须 给 在 一 个 区 间 上 ， 
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例如 给 定 


P = $G, STS <А. 
一 般 来 讲 ,时 潇 系 统 的 运动 都 可 以 用 一 阶 微分 差分 方程 组 来 撕 述 ,如 果 将 时 间 坐 标 原点 向 
右 移动 一 *， 那 么 初始 条 件 就 给 在 区 间 0 之 :之 + 上 ， 本 节 内 我 们 先 一 般 地 讨论 具 
有 一 个 常 时 光量 r 的 线性 常 系数 系统 ， 看 看 它们 具有 何 种 特性 ， 假 定 有 任 一 个 具有 时 沸 
因素 的 线性 系统 ,其 运动 方程 为 


dy; " | d | ， 
= > ау, Q) + > bayi — r) + ult), > т, 
i= = 


nA = pl), 0 < : < r, 


= 1, 2, о, 

写成 向 量 和 和 矩阵 的 形式 即 为 
5 = луб) + Bylt— + alt), t> r, (11.2-1) 
xG) = ф(), 0 < z: < r, (11.2-2) 


其 中 yp 和 а) 为 2 维 向 量 函 数 , 4 和 了 为 n Xx n BEBE, a) 称 为 驱动 函 
数 ，9 (人 称 为 初始 函数 , 它 定义 在 初始 区 间 [0, z] 上 .当然 ,对 于 变 时 滞 的 情形 , BD) r 是 
z 的 函数 zr(z) 时 ,方程 


A = Ay (© + ByG — r(e) ) + TO) 


移 初 始 区 邮 由 初始 时 刻 及 o ERER тСа) ПЕ. DEARA EEA Е, 
上 ,例如 

yG) =P), z€ Es. 
És 是 由 = a № ntr МАК. . 

， 这 一 节 里 我 们 将 讨论 满足 方程 (11.2~1》 和 初始 条 忻 式 C. 2-2) 的 解 的 存在 性 政 解 
BEANE. 为 了 便于 氢 述 。 我 们 先 定义 几 个 基本 概念 。 首先 必须 指出 ， 初 始 条 件 式 
《11.2-2)， 即 函数 9 (z) 实际 上 不 可 能 是 任意 的 。 既然 它 代表 系统 的 初始 状态 ，w(z) 
Q <, < 必然 为 “足够 好 ”的 一 条 曲线 。 由 于 9( 的 性 岳 对 系统 在 以 后 的 运动 有 
很 大 影响 ， 下 面 我 们 将 指出 ФО 与 y() 之 间 的 某 些 简单 关系 . 

WREAK f(z) ERRE a<: <y LAKERS, ДЖ JOO Е Са, 
t) 类 的 , 记 为 FO € Сы, wz)， 在 方程 (11.2-1) 和 《11.2-2) 中 如 果 а) 是 ССО, оо). 
Ж, p) 是 СТО, т] 类 函数 ;那么 在 го 0 上 存在 唯一 的 连续 УС), ЕЙ 
足 初 始 条 件 式 (11.2-2) 且 在 z> r 时 满足 方程 (11.2-1)。 如 果 aG) 属于 CO, оо) 类 
和 C2r, оо) 类， 那么 解 yG) 就 是 Cr, ©) ЖЖ. АНА ФС) 是 
Cio, r] 类 函数 ,而 且 在 上 “一 7 时 有 

se = Aq(r) + ВФ(0) + ur), (11.2-3) 


那么 解 的 一 阶 导数 У ЕТ, yG) 是 C, оо) 类 的 函数 外 
ХВ, 无 论 对 那 一 类 初始 条 件 ， 和 对 增长 速度 不 快 于 某 一 指数 短 的 uG), RITI 
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以 利用 拉 氏 变换 的 方法 对 方程 (11.2-1) 求 解 . 
利用 分 部 积分 可 以 得 到 


人 yG — т)е ча = er r y(z)e “di (11.2-4) 
和 . 
r y (z) е7" = фе“ +; r УС) ет 41; f e (z) e dt, (11.2-5) 


将 方程 (11.2-1) 乘 以 e, HMA r 到 oo 对 :积分 ,将 式 (11.2-4) 和 (C11.2-5) 代 和 就 得 到 


pG) | yG) dr = pG) + 96), (11.2-6) 
其 中 | . 
DCs) = sE — 4 — Ве“, (11.2-7) 
pG) = че) + GE — A) (p0) ча, © (112-8) 
qG) = r a) edt, | (11.2-9) 
# DG) МЕНЕ, | ` | | 
рэф еа = DOAR TAN 2-10) 


行列 式 dt DC) 称 为 方程 (11.2- 1 的 特征 函数， 方程 det D(s) = 0 称 为 特征 方程 ,特征 方 
程 的 根 称 为 特征 根 ， 

特征 方程 是 一 个 超越 代数 方程 ,在 复 s 平面 上 一 般 有 无 穷 多 个 根 , 记 为 sk = 1, 2, 
…-)， 而 特征 方程 在 任意 半 有 平面 Re ç > в (oa 是 任意 实数 )， 肉 只 有 有 限 个 根 ， 这 只 要 在 
该 半 平 面 内 以 原点 为 中 心 的 充分 大 的 圆 内 部 分 利用 特征 函数 的 解析 性 质 ， 在 圆 外 部 分 利 
用 颂歌 CRouchi) 定理 5c9 就 可 看 出 。 因 此 总 可 以 找到 这 样 的 常数 <， 使 


Res <e, k= 1, 255555 (11.2-11) 
因而 就 可 以 通过 对 式 C11.2-10) 的 拉 氏 反 变 换 得 到 解 yC) 
y( = |. ¿D C O[pCO + gC lds, 1> 0, (11.2-12) 


这 里 ,积分 路 径 (C) BAC 1.2-11)。 这 就 是 满足 初始 条 件 式 (11.2-2), 方 程 (11.2-17 的 
解 的 一 般 形式 . 

式 (1.2-12) 可 以 展开 为 级 形式 ， БАНАН Cis Co ts С, 
Cis ..., 使 

о C IC Cims a = 1, 2, ...). 

(2) с, 上 没有 特征 根 . 

(3) 在 C, 与 сы 之 间 只 有 有 限 个 特征 根 。 
М C, 上 位 于 Res > с 的 部 分 记 为 CF, М c, 上 位 于 Res < 的 部 分 记 为 Cr W 
Z | | 

| DAP + арена = | „рабо + qG) Jede 
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十 (рт [pCs) + gls) eds, | | (11.2-13) 
可 以 证 明 , 当 г 足够 大 时 
tim |. Р-Р» + 9CD]evas = 09, +> or C11.2-14) 
又 根据 留 数 定理 有 
= |, DOPO + «Леча = D REDOR ale, L215) 
AN 56661 * i 
和 
tim | «ЦР» + qC) ] eds = O [pG) + gCs)]e”ds, (11.2-16) 
因而 
оро [PCY + 9С) leds = lim У) Res DIC [p,( s) + qC) le. 
ті 15 ЄС) "А 
利用 式 (11.2~12) 即 得 
y( = lim > ResD (o) [p( s) + qG)]e2, t > nz, (11.2-17) 
з 


而 DIOL + gle” 在 的 留 数 具 有 、 

гирь 人 
的 形式 ,其 中 s 为 特征 根 ，pk (5) АРМАН, КН a WER. 因此 УФ 可 
表示 为 


= yQ) = lim У] еєр,(0), ‚> пт. (11.2-18) 
skECI А 
它 在 任何 有 限 闭 区 间 
оі й, 102 пт (11.2-19) 
上 一 臻 收敛. 如果 所 有 特征 根 都 具有 负 实 部 , 即 
Res < C < 0, (11.2-20) 
那么 ,极限 式 (11.2-187) 在 区 间 
1 < 00, L > вт | (11.2-21) 
上 一 致 收敛 ， 式 (11.2-18) 可 进一步 表示 为 
уб) = Уј ep. О). | (11.2-22) 
k=1 (о 
此 级 数 的 收敛 性 总 可 得 到 保证 ， 


11.3 HW Ева shita yE kE 


ИТ — НПОНУН ЖИВО але ERE, AYRI ЯН 
于 在 方法 和 概念 上 会 有 所 帮助 . 现 研究 齐 次 方程 组 
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20. = Ах(г) + Вх(г — r), z#2> h + т, 

КА =ø), р «<< + r. o. (11.3-1) 
这 里 仍然 沿用 李 雅 普 庄 夫 稳 定性 定义 做 为 研究 系统 稳定 性 的 依据 由 初始 函数 p(z) 所 
决定 的 一 个 特定 运动 (未 受 扰 运 动 ) x (2) 的 稳定 性 定义 可 以 这 样 叙述 ; 若 对 任何 正 数 
s> 0, 总 存在 一 个 正 数 6， 当 初始 函数 变 为 LAG) HEKI n < t < tr 内 清 足 ( 按 
кке E 同 的 向 量 范 数 》 


10 — 1O] < ә Е ` (11.3-2) 
时 ,方程 (11. 3-1) 相 应 的 解 x C) GEERD E >26 BE O o 
| Ел Ce) 一 ж (2) | < s, : ` ai. 3- -3) 


则 称 方程 (11.3-1) 的 这 一 特定 未 受 护 运 动 x () 是 稳定 的 ， 反 之 ; 落 对 某 个 e> 0, 找 不 
到 这 样 的 3 > 0， 则 称 未 受 扰 运 动 ж 人 为 不 稳定 . 特别 是 ; 当 运 动 x (2) 稳定; 且 
lim ж (#) = x(t), (11.3—4) 
Б, х) 为 渐 近 稳定 . 
稳定 的 几何 意义 可 由 图 11.3-1 说 明 . жи 60) 所 决定 的 
特定 未 受 扰 运 动 x (O. WT IFE 
给 定 半径 为 s。 球 心 随 xG) 迁移 
的 s 球体 ,可 以 在 фо) 附近 指定 
一 全 以 ?为 半径 、g() 为 球 心 的 
5 球体 , 使 得 在 到 otr 时 间 
内 以 ФС) 为 球 心 的 6 球体 内 的 任 
何 一 条 曲线 作为 初始 轨迹 的 运动 ， 
在 任何 ?之 и 时刻 都 走 不 出 (р) 
的 。 球体 的 范围 时 , 则 称 运动 x,Cz) | 
EBED. WEY x0) 的 某 一 个 了 
Е 球体 ,在 g(t) 附近 找 不 到 这 样 的 ë 球体 。 则 称 运动 x,(z) 不 稳定 .在 хо (г) 稳定 的 
情况 下 ， 如 果 随 着 时 间 * 的 增长 ，x:(z) 无 限 趋 近 于 x,(z) ，、 则 称 运动 хо (г) 为 渐 近 稳 
=. 
заняв, аитаин, 要 么 全 体 解 都 稳定 ， 要 么 
全 休 解 都 不 稳定 。 因 为 方程 (11.3-1) 由 任何 初始 函数 ФС), n <: < n + r, RER, 
一 个 特定 解 х0), ， 通 过 下 列 变换 = И 
y( = (0) – 00), . | (113-5) 
У 仍然 满足 方程 组 (11.3-1), 因 而 任 一 特定 解 со (0) 的 稳定 性 问题 就 化 为 同一 方程 组 
的 零 解 一 -y (x) 一 0 的 稳定 性 问题 。 这 样 , 若 零 解 稳定 , 则 全 体 解 都 稳定 ， 反 之 , 若 零 解 
不 稳定 ， 则 全 体 解 都 不 稳定 ， 因 而 也 就 有 系统 稳定 性 的 问题 。 下 面 我 们 只 研究 零 解 的 稳 
定性 
这 里 还 要 特别 指出 运动 稳定 性 与 初始 区 间 lo а + r] 的 关系 。 对 于 线性 常 系数 党 
时 请 微分 差分 方程 (11.3-1) 来 说 ， 与 线性 常 系数 微分 方程 类 似 ， 稳 定性 与 初始 区 间 Lo 
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& + r] 无 关 。 因 为 发 生 在 任何 区 间 Га, + r], №20) 上 的 扰动 Ae 经 过 变换 
À=:#— b 

后 就 可 变 为 在 区 间 [0, +] 上 的 扰动 

$Q + x) = К). 
所 以 ,车 对 初始 区 间 [9, r] 上 的 扰动 运动 xG) 是 稳定 的 ,那么 ,对 任何 初始 区 间 [№, 
h + т], 2220 ,上 的 扰动 ,运动 也 都 稳定 . 然而 ， 对 于 变 时 沿 系 统 则 不 然 , 若 运动 对 初始 区 
间 E,。 上 的 扰动 稳定 ,而 对 初始 区 闻 Е„(и > x) 的 扰动 未 必 稳 定 . 这 样 ,稳定 性 定义 就 
需要 加 强 , 只 有 对 任何 初始 区 间 E, (а > t) ERIEN Се), 满足 条 件 式 (11.3-37， 
才 称 它 是 稳定 的 ， 反 之 ， 只 要 对 某 个 初始 区 闻 Elh > x), ИЖЕ в(е), 满足 条 件 式 
《11.3-3), 就 称 运动 不 稳定 . 


现在 我 们 再 来 讨论 线性 常 系数 常 时 灌 系 统 
4 = Ay) + ByG — т) +и@), t> т, (11.3-6) 
满足 初始 条 件 | 
: yD = ф(), SKS | (11.3-7) 


的 运动 稳定 的 条 件 。 这 里 ， 我 们 所 关心 的 仍然 是 浙 近 稳定 问题 ， 与 通常 无 时 沼 的 线性 系 
统 类 似 ,系统 浙 近 稳定 的 充分 必要 条 件 是 特征 方程 det DC) 一 0 的 全 部 根 者 共有 负 实 部 . 
这 一 条 件 的 必要 性 是 显然 的 , 因为 只 要 有 一 个 根 具 有 正 实 部 ， И Re s, = ox > 0, ВА, 
由 展开 式 《11.2-22) 可 以 看 到 ，y (z) 中 包含 有 Pl) e 项 .显然 不 论 初 始 偏差 如 何 小 ， 
随 着 : 之 增长 ，lly (9 上 总 将 无 限 增 大 , 即 

ШУ | = >. 


所 以 解 是 不 稳定 的 ,当然 也 就 不 渐 近 稳定 。 这 个 准则 的 充分 性 ， 我 们 可 以 这 样 来 说 明 , 如 
EMEEK ФС) 是 定义 在 区 间 o < < Е С" 类 函数 , 设 
т = max leo |, 
那么 可 以 证 明 ` | f . : 
Тус) 一 lim лера С) | < сте" т, С11.3-8) 
这 里 c УЖЕЖЖ, сир») 是 DOP) 在 特征 根 s ХНА, РА) 是 :的 
多 项 式 、 其 宕 次 小 于 s WER с 为 任意 实数 , 求 和 是 对 С, МЕЧ Ве > с 交集 
内 的 所 有 特征 根 进行 的 . ЕВ АЗ, 那么 可 以 选 。 < 0， 使 所 有 特 

征 根 都 位 于 半 平 面 Res < c < 0 内 ,这 样式 C11.3-8) 就 成 为 
у) | < сте, t> z, (11.3-9) 
因为 c <0, 所 以 | 
МӨЛ! < cm, >T. | 


对 于 任意 给 定 的 s， 内 要 选择 m 满 足 


那么 yG) 就 满足 
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ly (1 < а= 一 8, +> т. 


在 有 限时 间 о< т 内 , yO EARN, TUAREN mH 
lOl <e, 0S < r. 
因而 总 能 找到 这 样 的 т, Æ :> 0 内 都 满足 
[УФ < e, 
所 以 系统 是 稳定 的 . 再 利用 式 (11.3-9) 便 得 到 . 四 
limlly G) || = imacome = 0, . С11.3-10) 


因而 系统 是 渐 近 稳定 的 . 
关于 第 11.2 和 第 11.3 节 的 详细 论述 ， наказан, 那里 还 讨论 了 更 为 一 般 的 
меха. | 


` 


11. 4 беъ) 


现在 我 们 就 以 第 111 节 的 燃烧 过 程 为 例 ， 分 析 它 的 稳定 性 . 克 洛 科 把 燃料 愤 入 速率 
是 常数 时 的 燃烧 不 稳定 性 称 为 固有 不 稳定 性 . 如果 暴 大 速率 是 一 个 与 燃烧 室 讨 力 ?无 关 
的 常数 ,那么 ，#z 0。 因 此 ,根据 方程 (11. 127), 多 定性 问题 就 由 下 列 齐 次 方程 限定 : 


а + (1 — 2)ф(=) + ngp(z 一 8) = 0), (11. 4-1) 


на (11.4-1), 作法 和 以 前 各 章 中 处 理 
没有 时 沫 的 方程 的 方法 相同 。 事 实 上 , 安 索 夫 《Aiasoff)' 也 用 过 这 个 方法 外 ， 然 而 ,在 目前 
的 燃烧 的 稳定 性 问题 里 ,基本 方程 没有 驱动 项 ,所 以 ,可 以 用 一 个 比较 直接 的 解法 ,这 个 解 
ВЕЯНИЯ тент, 作法 是 这 样 的 : it 
pz)” 5 , 

тална 

+ (1 — n) + пе" = 0, : (11.442) 
这 是 一 个 * ви. ЗЕНОН ЖЕНЕ 方程 (11.4-1) 的 根 s Зиля 
ñm 
“也 哥 区 应 月 拉 氏 变换 方法 从 方程 (11.4-17 得 出 方程 (11.4-27 来 . 假定 pCa). вк 
ЖА: @(s), 对 方程 C11.4-1) 进 行 拉 氏 变换 ,就 得 到 


ФО е0) + G 006) H nO + |, венаи] =. 


mE pa) ыы 始 条 件 ， 也 就 是 说 ，* 过 0 时 p =0, 那么 就 
有 

[s + (1 — n) + se DG) = 0. 
Е * 具有 相同 的 “意义 *， 这 
两 者 之 间 的 唯一 区 别 ， 就 是 这 里 的 。 已 经 通过 式 (11.1-9) 的 0, 的 变换 成 为 无 量 纲 的 量 
T. 志 可 以 看 到 这 样 一 个 有 趣 的 事实 ; 如 果 方程 (11.4-1) 是 一 个 在 方 稳 右 端 有 驱动 项 的 
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非 齐 次 方程 ,那么 , 对 这 个 方程 施行 拉 氏 变换 法 以 后 , 所 得 到 的 方程 仍然 是 非 齐 次 的 。 如 
果 把 g(x) 看 作 是 系统 在 单位 阶 跃 函数 作用 下 的 输出 ,系统 的 传递 函数 就 会 是 


1 
ЕС = — n cF 
(2 s + (1 — n) + пе" 


这 个 FG) 又 是 一 个 超越 的 传递 函数 的 例子 . 

克 洛 科 把 方程 《11.4-27 的 实数 部 分 和 虚数 部 分 分 离开 来 得 到 两 个 方程 , 根据 这 两 个 
方程 他 解 出 了 方程 的 复数 根 *。 然而 ,如 果 只 对 系统 是 否 稳定 的 问题 感 兴趣 ,那么 ,根据 第 
11.3 节 关 于 稳定 条 件 的 结论 我 们 仍然 可 以 成 功 地 利用 第 4.3 节 的 柯 西 定理 . 设 


GC) = e — а C11.4-3) 


п n 


于 是 ， 系 统 的 稳定 性 问题 就 归结 为 GCs) ЧЕН 5 平面 的 右 半 部 有 没有 零点 的 问题 ， 当 * 
在 一 条 包围 右 半 平 面 的 闭合 曲线 上 转动 一 周 时 ， 我 们 只 要 把 变数 СС) 的 相应 的 变化 情 
况 加 以 考察 ， 就 能 够 回答 系统 是 否 稳定 的 问题 。 如 果 向 量 СС) 旋转 的 总 圈 数 是 某 一 个 
数 ,按照 柯 西 定理 这 个 数 就 是 CO 在 右 半 S 平面 上 的 零点 个 数 与 极点 个 数 的 差 . ЕЖ, 
ЕЖЕ Gs》 显然 没有 极点 ,所 以 , G(s) 旋转 的 总 图 数 就 是 零点 的 个 数 。 因 此 ,如 
果 系 统 是 稳定 的 ， 那么 , 当 * 在 上 述 的 闭合 曲线 上 转动 一 周 时 ， G(s) 旋转 的 总 圈 数 一 定 
是 零 、 所 以 ,可 以 用 描画 力 氏 图 的 办 法 来 回答 稳定 性 的 问题 . 

但 是 ,对 方程 (11.4-3) 所 表示 的 G(s) 直 接应 用 上 述 的 方法 是 很 不 方便 的 ， 因为 时 涪 项 
cr 的 存在 ,这 个 表示 式 是 比较 复杂 的 。 对 于 这 样 一 些 有 时 滞 的 系统 , 萨 奇 (Satche) 提出 
了 一 个 富有 创造 性 的 巧妙 的 处 理 方法 “ea: 不 直接 处 理 GG) 本身 ,而 把 它 分 成 两 部 分 : 

GCs) = pG) ӨХ | (11.4-4) 


其 中 
8165) = е7, 


#26) = —1 ” 2 一 工 ， (11.4-5) 


п 


这 样 一 来 ,向 量 GC:》 就 是 一 个 顶点 在 gC) 
而 起 点 在 e) HAET. 如果 ЕЕ. 
变动 ，g.C:) 的 图 线 就 是 一 个 单位 圆 ， 如 果 
s 在 大 的 半圆 局 上 ，&(*) 就 在 单位 圆 的 内 
部 。 当 * 在 此 轴 上 变动 的 时 候 ，8:(9) 就 是 一 
条 与 虚 轴 平行 的 直线 (图 11.4-1)， 当 s 在 大 
的 半圆 局 上 变动 时 。g(9) 就 在 左 方 拱 画 成 一 
个 大 的 半圆 周 。 这 个 半圆 周 与 * 所 在 的 那个 
半圆 局 恰好 组 成 一 个 圆 局， 只 要 稍微 考虑 一 
下 ， 就 可 以 想到 ， 如 果 希 望 对 于 任何 时 滞 о 
WE СС) 旋转 的 总 图 数 都 是 零 ， 那么， 
в) 图 线 就 必须 完全 在 gC) 图 线 的 外 面 . 
м па 这 也 就 是 说 ,对 于 本 质 上 稳定 的 系统 , 即 绝对 
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稳定 系统 "来 说 ,必须 有 

-一 2>1 或 者 >> 0. (11.4-6) 
现在 , 很 容易 看 出 把 G(s) 分 解 为 п) 和 в) 机 部 分 的 作法 可 以 使 得 相当 的 本 条 图 
线 都 比 原来 的 G(s》 图 线 简单 得 多 。 gC) 的 图 线 与 
#:(5) 的 图 线 组 成 的 图 线 就 称 为 萨 奇 图 . 

Ж п 2 $. 660) 的 图 线 就 与 eO) 的 图 线 相 交 
因而 就 有 一 部 分 2:5) 点 在 图 11.4 和 -2 的 单位 贺 的 内 
部 ,但 是 ,只 要 相当 于 这 些 gC) 的 gC) 点 都 在 gC) 
АН, CC) 图 线 就 不 绕 原 点 转 ， 系 统 仍然 是 稳定 
№. 如果 对 于 同一 个 一 iw*, gC) 与 gx(s) 重合, 则 
G(s) 图 线 就 通过 原点 ,系统 处 于 临界 稳定 状态 ， 这 时 ， 
必须 满足 条 件 


|g.Goe*)| = 1, 
arggi Cio”) = argg; Cio"), 
再 从 式 (11.4-52 就 可 求 出 临界 稳定 状态 下 的 о* 和 8*, 


о* = 128—1, ` | (11.4-7) 


cos™! oo 一 a 
п (1 | a D 
2n — 1 -—=[- < ( n | 14-8) 
ma 5 = 6* hj, ф(х) 有 一 个 频率 是 w* 的 振荡 解 。 因 而 ó* 是 无 量 纲 的 临界 时 清 ， 
而 © * 是 无 量 纲 的 临界 频率 . 当 а < 六， 也 就 是 说 当 


cos (BV 2n —1)> 1-9" 
п 


8* = 


时 ,系统 就 是 稳定 的 . | | 
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现在 我 们 来 考虑 图 (11.5-1) 所 画 的 火箭 发 动机 系统 , 这 个 系统 包含 三 部 分 : 火箭 发 
动机 ,供应 燃料 的 馈送 机 构 (燃料 泵 和 附属 的 传导 装置 ) 及 反馈 伺服 机 构 。 为 了 近似 地 表 
示 出 实在 的 导管 的 弹性 效应 ， 我 们 可 以 假想 在 刚 硬 的 导管 的 中 点 《燃料 泵 与 燃料 喷嘴 之 
闻 ) 有 一 个 附 有 弹 筑 活 塞 的 容器 ,在 喷嘴 附近 还 有 另外 一 个 由 伺服 机 构 控制 的 容器 .。 传 感 
器 (测量 仪器 ) 测量 了 燃烧 室 的 压力 , 测量 的 结果 经 过 一 个 放大 器 而 成 为 伺服 机 构 的 输 和 人 
信号 .如 果 设 计 者 已 经 把 燃料 的 馈送 机 构 和 火 入 发 动机 本 身 的 设计 完全 确定 ， 不 允许 再 
加 以 更 改 ， 现 在 的 问题 就 是 : 是 否 可 以 设计 一 个 使 整个 系统 稳定 的 合适 的 放大 器 ? 因为 
关于 燃烧 的 时 沸 还 没有 确切 的 知识 , 所 以 , 在 进行 实际 设计 的 时 候 ,我 们 就 必须 设法 使 系 


1) AYTEN S 值 ,系统 都 是 稳定 的 , 则 称 系统 绝对 稳定 ， 
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图 11.5-1 ` 


统 无 条 件 地 稳定 ,也 就 是 说 ,对 于 任何 的 时 灌 д РИФТЕРИ т 
假定 he 是 流出 燃料 泵 的 燃料 的 瞬时 质量 速率 ; p EAFRD DOi NRH EJ, 
燃料 流动 的 平均 速率 一 定 是 m, ВЕЛ р. ЖЕНЕ ЕЛА ТЕ: 


bP. aA, (11.5-1) 


Po mh 

如 果 质 量 的 流动 的 变化 的 时 间 速 率 比 弹性 波 在 液体 中 的 传播 速度 小 ， 但 是 比 燃料 泵 的 转 
速 的 缓慢 的 时 间 变 化 率 大 ,那么 ,相当 于 常数 转速 的 情况 ,燃料 泵 的 压力 -体积 曲线 在 稳 态 
工作 点 的 斜率 就 是 a (这 里 所 说 的 “体积 ”就 是 流出 燃料 泵 的 燃料 护照 体积 计算 的 速率 ). 
对 于 普通 的 离心 泵 来 说 ，o 差不多 等 于 1， 对 于 传输 泵 《输出 的 流量 几 平 是 不 变 的 泵 ) 来 
说 , G 非常 大 。 对 于 等 压 系 或 者 简单 的 增 压 装置 来 说 , “ 等于零 ， 

”假设 加 是 喷嘴 与 弹簧 容器 口 之 间 的 燃料 流动 的 上 时 质量 速率 ; x дна 
Жо р. 是 作用 在 容器 上 的 瞬时 压力 。 于 是 就 有 


о — in = pX PL, | (11.5-2) 
dt 
这 里 的 2 是 燃料 的 密度 , 它 是 一 个 常数 . 


在 以 下 的 计算 里 ,由 于 摩擦 力 而 在 导管 上 引起 的 压力 降落 是 忽略 不 计 的 . 因此 , 压力 
ж ро — р, 只 是 由 流动 的 加 速度 引起 的 ,也 就 是 说 。 


р р 1—40. 8. (11.5-3) 


这 里 的 常数 4 леная: 常数 ! 是 导管 的 KE. Sasu, 如 果 p 是 控 
ЕЕ), 也 就 有 
1 dh, 


рі — Ра = 2—7, Е И ` (11.5-4) 
š ; 24 a’. . ， 
如 果 控 制 容 器 中 所 容纳 的 质量 是 C、 那 么 
m — h = 6 | (11.5-5) 


因为 控制 容器 与 燃料 喷嘴 非常 接近 , ВТА, нения, 由 
于 质量 而 引起 的 惯性 效应 是 可 以 忽略 的 ， 因此 ， 
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p- pm 10, | (11.5-6) 

2 pA 
其 中 的 4 РСР ЖОЕ. МЕ FEN Po 与 P ; WË ДР 是 
bh — P = ap = > = . (11.5-7) 


所 以 在 计算 中 可 以 把 4; WE. 方程 (11.5-1) 和 C11.5-7) 就 描述 了 燃料 馈送 系统 的 动力 
学 性 质 。 直 接 利用 消去 某 些 变数 的 计算 方法 ,就 得 出 т, p， 与 C 之 间 的 关系 式 。 为 了 把 
这 个 关系 写成 无 量 纲 的 形式 ,我 们 引进 下 列 几 个 参数 ， 

= 五 = 22р. = M _ 
P 5555 Е Fri oX, J 55497 (11.5-8) 
以 及 | | 


k = 


= ; (11.5-9) 
这 里 的 6, 就 是 方程 (11.1-9) 所 给 的 燃气 通过 时 间 。 这 样 一 来 , 连 系 pu 与 上 的 无 量 纲 
方程 就 是 | | 
рю sil +o +) 
+ Ba (p+ 1) +12 + Е Е (P+ +) + 1 Е 

.十 CG + 1) = + 714 十 твір + =): + Lpg Can = 0, (11.5-10) 
这 里 的 z 就 是 方程 (11. EXNER NER. 

伺服 控制 的 动力 学 些 质 是 由 下 列 各 种 因 素 的 综合 所 确定 的 : 测量 压力 的 仪器 的 特 


性， 放大 器 的 反应 性 能 以 及 伺服 机 构 的 特性 .伺服 控制 的 总 的 动力 学 性 质 是 由 下 列 算 子 
方程 表示 的 : 


dz 
这 里 的 是 两 个 多 项 式 的 比值 ,而 且 分 母 的 次 数 高 于 分 子 的 次 数 ， = 
PENA?) C11.5~10) 和 C11.5-11) 是 三 个 变数 ps р, к 的 三 个 方程. 上 既然, 它们 
都 是 常 系 数 的 方程 ,这 些 变数 的 适当 的 形式 就 是 。 | 
p = ae, д = be”, к = ce, | C11.5-12) 
把 方程 (11.5-12) 代 入 专 程 C11.1-7),《11.5-10》 和 C11.5-11), 就 得 到 а, b, с 的 三 个 齐 次 
方程 。 所 以 我 们 有 


ғ (2. 4 )• = к, С (11.35-11) 


als + а- n) 十 пет] — Ье == 0, 
p[i + aE (P+ 2): + teoa ор) 
+ [aE (p+ 1) + J| s + [+e (e+ 2) +1] а + 1 рр] 


+ «(2+ 2) + Тв (P+ Г) а+ L рва}. =o, 
2 2 2 4 


re Ep ЧИКО НОНО очно сеен нато тени а сота С. iammm олени 
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Е(ғ)а — c = 0. 
为 了 使 a,b,c 三 个 数 不 全 是 零 ， 它们 的 系数 所 组 成 的 行列 式 就 必须 等 于 堆 ， 系数 行列 
ARA ARE 


| EG) = (L + 122) pee + +L JE Е safes 1а 
+ | sz(P+ т) ++ Е ++ 2) 
+ ет {+ ЛЕЯ + Б ЈЕ (1 + (р + +)) + 2 Јер я 
+ [ar (P+ tt) [re (F+ 1) + 2] 


+ н [+ РЕ? + 1-88 (e+ +) 


+ Js +P + 1} =, | (11.5-13) 
为 简单 起 见 , 我 们 写成 下 列 形式 : у р 
Е = L.() + HO, (1.5413) 


其 中 | 
поел враца), 
+ [ee p+) fiele) 
но) = рв? + [1 /7 下 +a (P+ 2) + Jep] + [в (+ 2) 
керере аре 
+1 рев (P+ tjat ле (в 1). (11.5-14) 
AGI. 5-13) 就 是 用 来 确定 指数 s 的 特征 方程 于 是 FG) 就 被 认为 是 反馈 部 分 的 总 传递 
函数 。 整 个 系统 的 稳定 性 问题 就 决定 于 方程 (11.5-1327 是 否 有 实 部 为 正 的 根 . 
Иб 没有 反馈 伺服 机 构 时 的 不 稳定 性 ， 


如 果 没有 反馈 伺服 机 构 , 那 么 ,只 要 在 方程 (11.5-137 中 使 ЕС) 一 0， 就 得 出 系统 的 
特征 方程 ， 和 通常 的 情况 一 样 ， 我 们 假设 方程 (11. 5-13) 中 与 e" 相 乘 的 部 分 HCs) ЧЕН 
жз 平面 没有 零点 ， 因 此 ,就 可 以 用 HO 除 方程 (11.5-13) 而 不 会 使 除 得 的 商 数 在 右 半 
3 平面 上 有 极点 。 这 样 一 来 ,就 又 得 到 了 描绘 萨 奇 图 所 需要 的 表示 式 : 


‹ E( 
G(s) = = 2:(5) — 22(5), 
©) Ho T EO вк. 


gG) = е7", 
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所 以 в) БИА“ SB Pri”, АН 5205) 就 复杂 得 多 了 : 
ro- 人 + 
x 性 PES + > JE + (+ 1 
+ J] s+ p +a 人 十 
{2 ре? – 1 Е + а E +1) + 5 a+ с [== + (1 +2) 


Ла) 


| (11.6-1) 
如 果 * АЕК, s= io, ВД, nC) 的 图 线 在 * 轴 上 的 “ 截 距 ? 的 坐标 就 是 方程 
《11.6-1) 在 :一 0 时 的 值 ， 也 就 是 
1 
. 1—a 1+a(P +t 1) 
800) = —— 


а (11.6-2) 
| 1+a(P+ L) + P/a) 

因为 ， n,a :和 丈 这 三 个 参数 都 是 正 数 ,所 以 现在 的 g0) 的 绝对 值 小 于 方程 (11. 4-57) 所 给 
№ e(O 的 绝对 值 ， 我 们 已 经 知道 那个 g0) 的 值 是 与 系统 的 无 条 件 稳定 性 有 关系 的 . 
现在 我 们 就 看 到 ， 由 于 有 了 燃料 馈送 系统 ,结果 就 使 得 萨 奇 图 的 LC 图 线 更 接近 于 z Ce) 


的 单位 圆 图 线 。 警 如 说 ,如 果 不 考 虑 馈送 系统 ,那么 , 当 а = у, 200 图 线 就 刚好 与 


相当 于 发 动机 本 身 的 单位 加 图 线 相 切 。 但 是 ,如 果 把 馈送 系统 也 考虑 进去 ，g2(s) 图 线 就 
与 单位 圆 相交 了 ,而 且 ,当时 滞 5 超过 某 一 个 有 限 的 数值 时 ,系统 就 失去 稳定 性 .因此 , 馈 
送 系 统 的 影响 是 不 利于 系统 的 稳定 的 。 从 方程 (11.6-1) 可 得 出 对 于 * 的 大 的 虚数 值 的 渐 
近 表 示 式 (11.6-3》， 考虑 了 这 个 表示 式 就 会 使 我 们 更 加 确信 上 述 的 事实 ， 
220) = — É + — 2) +. ef [| №1 (11.6-3) 
因此 , 对 于 s 的 大 虚数 值 来 说 ，gx(s) 浙 近 地 趋 近 于 一 条 平行 于 谱 轴 的 直线 ， 这 条 直线 在 
虚 轴 的 左 方 , 与 虚 轴 的 距离 是 | 
l—n_ 2P 
n Jn?’ 
所 以 ,还 是 可 以 看 到 ,馈送 系统 的 作用 是 使 82(s) 图 线 更 接近 单位 加 .~ 
这 样 就 很 明显 ， 如 果 参 数 n 差不多 等 于 1/2, 或 者 大 于 1/2, 就 不 可 能 把 系 红 设 计 成 
无 条 件 稳定 的 ,因为 在 没有 反馈 伺服 机 构 的 情况 下 ， РО). 图 线 与 py*) 图 线 总 是 相交 的 、 
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如 果 方 程 (11.5-13) 中 HC) 在 右 半 s 平面 没有 Ав ИУ 和 20 
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的 萨 奇 图 就 可 以 判断 方程 (11.5-13) 在 右 半 平面 有 没有 零点 ， 
这 时 
gG) = e, 


в = — (Z. + 二 ?性 PES + Е + (F+ т) а 


+ [ек G + 2) + Л s+ Ë + «(р + 1) нс, (11.7-1) 


这 里 的 ЫС) BWR (11.5-14) 所 
7. 

4 s ДЕ 11.41 所 画 的 路 线 上 
8504, aO 的 图 线 仍然 是 一 个 
单位 圆 。 内 此 ,如 果 相 应 的 gz) 图 
线 完 全 在 单位 较 的 外 面 ,方程 
(11.5-13) 就 不 会 在 右 半 3 平面 上 
有 根 。 换 名 话说 ， 如 果 在 设计 伺服 
控制 部 分 的 传递 函数 FC O 的 时 候 ， 
使 zÜ) 图 线 完全 在 单位 圆 的 外 面 
(图 11.7-1》, 那 么 ,对 于 任何 的 时 灌 
ВАЖЕН: = - 

‚ 作为 一 个 例子 ,我 们 取 
1 


| . 3 
图 11.7-1 п = у Р == 2 
| 2. 2° 


а = 1. 
а 的 数值 相当 于 燃料 泵 是 一 个 离心 泵 的 情形 。 如 果 没 有 伺服 控制 ， 26) RE 
pg 一 一 工 1 (2 十 1)(22 十 32 十 9 十 6) É 
2 ә +35 + 65 + 6 ` 
主要 的 兴趣 在 于 取 纯 虚 数 io Co 是 实数 ) 时 的 в) 的 变化 情况 。 因 而 
(6 一 21oz + 400*)(6 一 30°) 十 0021 一 802) (6 — 02) 
(6 — 3002)? + (0206 一 02)? 
—L jv (21 一 802)(6 — 3002) — (6 — 21 + 40*) 6 一 cz) ` 
(6 一 307) + ox6 一 т И 
图 11.7-2 中 画 出 了 这 条 图 线 的 о> 0 的 部 分 可 以 明显 地 署 到 ,如 果 时 灌 的 值 足够 大 ， 
系统 就 会 不 稳定 .从 另 一 方面 来 看 ,如 果 考 虑 了 伺服 控制 ,而 且 假 设 g2《s) 能 够 相应 地 变 为 


= Се + 2)(ç + 3) 
4:(4) 2  G+oO + 6) | 


那么 ,正如 图 11.7-2 所 画 的 那样 ,新 的 O 图 线 就 完全 在 д) 的 单位 圆 图 线 的 外 面 ， 
因而 ， 现 在 的 系统 就 是 无 条 件 稳 定 的 ， 根 据 方程 (11.6-I7 和 (11.7-1) 直 接 加 以 计算 ， 就 


А 1 
82 2 


> 
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知道 色情 部 分 的 传递 函数 ЕС) 应 当 是 i 
s + 1.0528)C3 + 0.7164: + 2.6304) . 
FO) = 74875 ‘ss 十 е 326 ч 53323(7 + 0.4668: Sa 3.7511). 
所 以 ;反馈 部 分 具有 第 3.3 节 讨论 过 的 积分 线路 的 那 种 特性 . 如 果 测量 燃烧 室 压力 的 传 感 
需 的 反 点 性 能 和 带动 控制 容器 的 伺服 机 构 的 特性 都 已 经 给 定 了 :那么 ,我 们 就 可 能 设计 出 
一 个 放大 器 ， 使 得 总 的 传递 阔 数 接近 于 上 面 所 到 的 传递 汲 数 Fes) 用 这 个 何 最 控制 系统 
就 可 以 使 燃烧 过 程 得 到 稳定 . 
作为 第 二 个 例子 ,我 们 取 
| n=}, ре 3, J=4, E=}, а=0, 
2 2 4 
因为 “一 0， 所 以 燃料 泵 的 出 口 压力 请 是 一 个 常数 ,即使 燃料 流出 的 速率 发 生变 化 的 时 
Я р 也 不 会 变动 。 这 就 相当 于 简单 的 增 压 装 置 的 情形 。 如 果 没 有 反馈 伺服 机 构 , 则 
ZO) _ l 1 EDOS + 9 + 8: + 2) 
i ная 44 + 4 


34 š РРР 


1 LQ 一 2w2(2 - 一 1702 + 40%) + (4. — o, 12 - — 40 2) ^ 
_ pie): " С о Ра — а | 


| Е Са — 2и?) (12 — 4om — «АТ E ча) 
2 


€E 


(4 — 202) + «А — 2 
这 条 的 图 线 被 本 在 图 41. 7-3 E. RAT RRA RREH, TEN # 的 什 也 足够 


一 TO a 


[| Ш 
аи 
ПИЕ 
11.7-2 图 11.7-3 
P= 3. 1=4, E=}, а= 1 P=; j=, BE 一 上 ,wu 一 0 
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大 ,燃烧 就 会 是 不 稳定 的 ， 事 实 上 , 这 个 系统 的 稳定 性 能 还 不 如 前 一 个 例子 的 系统 好 : 也 
就 是 说 ， 对 于 比较 小 的 时 半 值 这 个 系统 就 会 变 为 不 稳定 的 . 8 图 线 在 o = 2 点 附近 的 
部 分 是 特别 有 趣 的 . 在 o == 2 附近 g; 图 线 与 z, 的 单位 圆 图 线 非常 接近 ,如果 时 汪 3 
的 值 又 能 使 得 在 w = 2 №}, gCo) 与 рію) 也 相当 接近 и) = вв), ТА, 在 
0—2 处 就 会 发 生 一 个 几乎 不 衰减 的 振荡 。 这 个 临界 的 8 值 显然 小 于 那个 由 g; 与 单位 图 
在 070.65 的 实在 的 交点 所 确定 的 时 滞 2 的 临界 值 . 

为 了 实现 无 条 件 的 稳定 性 ,必须 把 o 图 线 移出 单位 网 ， mimin, ipta g. 也 变 
为 与 第 一 个 例子 中 的 那个 图 线 完全 相同 的 “稳定 ”的 图 线 ， 


了 Y 士 2) 十 了? 
ЕК = —2 s - 23 
计算 的 结果 表明 :传递 函数 FO 就 必须 是 
Cs + 0.8126)(52 — 0.04337; + 2. 6506) 
FG) = — 4.875 ж) + 3X + 4) 

所 以 , 反馈 部 分 必须 具有 二 重 积分 线路 那样 的 特性 。 mE, 传递 函数 在 +2; 有 两 个 纯 虚 
数 的 极点 。 因 为 我 们 在 原 有 的 系统 中 忽略 了 导管 的 摩擦 阻尼 的 作用 ， 所 以 在 这 里 才 对 放 
大 器 发 生 了 这 个 不 现实 的 要 求 . 在 任何 一 个 实际 的 系统 中 ， 导 管 的 摩擦 阻尼 作用 必然 会 
把 所 需要 的 传递 函数 ЕС) НЕХ РНЕ кая. НИЖЕ 
的 极点 。 

必须 强调 指出 ， 利 用 反馈 伺服 机 构 来 稳定 燃 比 过 程 的 作法 的 优点 就 是 : 由 于 反馈 伺 
服 机 构 的 可 变化 性 很 大 , 对 于 任何 的 时 滞 8 或 z 的 值 , 我 们 都 可 以 使 系统 无 条 件 地 稳定 . 
既然 我 们 没有 关于 时 淆 的 准确 的 数据 ,所 以 ,这 个 实现 无 条 件 稳定 性 的 可 能 性 对 于 工程 实 
际 来 说 确实 是 十 分 重要 的 。 不 但 如 此 ， 如 果 要 求 在 参数 o 发 生 任何 的 变化 的 情况 下 系统 
都 是 稳定 的 ,我 们 也 可 以 用 以 上 这 种 伺服 稳定 的 方法 进行 设计 。 由 于 物理 学 的 理由 , ”可 
以 取 1/2 与 1 之 间 的 一 个 值 。 我 们 来 处 理 最 坏 的 可 能 性 xa 衬 1, 并 且 在 这 种 情形 下 进行 设 
计 , 使 系统 是 无 条 件 稳定 的 。 这 样 设计 出 来 的 系统 对 于 所 有 可 能 的 # 的 值 ,当然 都 是 稳定 
BS. 因此 ,即使 不 知道 系统 的 确切 的 参数 值 ,我 们 也 还 能 保证 反馈 伺服 机 构 的 稳定 作用 。 


11.8 ”利用 萨 奇 图 判断 时 洪 系 统 稳定 性 的 一 般 准 则 


在 以 前 的 伺服 稳定 作用 的 讨论 中 ， 我 们 都 假定 方程 (11. 7-1) 的 多 项 式 НЯ 在 右 半 S 
平面 上 没有 零点 和 极点 。 然 而 , 事实 并 不 一 定 是 这 样 的 ， 所以， 首先 我 们 应 该 研究 Н(ғ) 
在 右 半 s 平面 的 零点 和 极点 的 个 数 ， 

我 们 把 方程 (11.5-14) 简 写 为 

НО) = HY + ЕСО = 1 + LG) 

其 中 | | 
1, 1 1 1 

нк) = 1 рв + [+ Jefi + «(P+ 十)| + 2 jep} à 


+ [ав (P+ 1+ SEP P+ т) + [+a (+ 2) 2), 
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=t РЕ? + — з а(р+ 2 1) ++ 23]. 


假定 НС) ЖЕН S 平面 有 > 个 零 虚 和 9 个 极点 ,由 НС) 的 表达 式 可 以 看 到 , 它 的 4 个 
极点 一 定 都 是 ЕС) 的 极点 ,于 是 EG) 在 右 半 3 平面 上 也 就 有 94 个 极点 。 另 方面 ， 为 了 
得 到 Се) 和 вс) НЕ HO) :去 除 方程 (11.5-13) 中 的 EG) .这样 作 的 结果 就 在 右 
半 5S 平 面 引进 了 4 个 零点 和 ?个 极点 。 因 此 ,如 果 要 求 ЕС) 在 右 半 Ss 平面 上 没有 零点 ， 
GG) 就 要 国 绕 原 点 顺 时 针 方 向 转 一 9 + (q 一 r) 一 一 + 图 ， 也 就 要 求 gXs) :围绕 单位 
m СОАТЕ ТАЕ РЕ 一 ” 圈 。 于 是 , 就 需要 确定 НС) 在 右 半 5 平面 上 的 等 点 数 

。 因 此 只 票 画 НС) 的 分 子 多 项 式 HC) ВЛЕЕ Г. М; 沿 着 图 11.4-1 的 曲线 
转动 一 周 时 ， Н.С) 围绕 原点 顺 时 针 方 向 转 的 轿 数 就 是 HCs) 在 右 半 S 平面 的 零点 数 ， 所 
以 ,为 了 解决 一 般 情况 下 的 稳定 性 间 题 , 萨 奇 图 和 力 氏 图 都 是 要 用 到 的 (图 11.8-1), 


(b) арна (a) 1+ +) ИН ЖА LONDER 
11.8-1 (ЕЖЕ o, MRATANI w) 
显然 ,这 里 所 讲 的 把 萨 奇 图 和 疙 氏 图 结合 起 来 的 稳定 性 准则 ,对 于 任意 一 个 同类 的 时 
混 系 统 都 是 适用 的 。 这 一 类 系统 的 稳定 性 判 握 可 以 化 为 这 样 一 个 问题 , 即 确定 特征 方程 
E(s)=0 | 
是 否 有 大 于 零 的 实数 部 分 的 根 。 这 里 的 ECO 包含 有 с“ 因数 的 项 。 正 像 前 面 讨论 过 
的 那样 ,用 EC) 里 的 с“ 的 系数 НС) 去 除 EC) 便 得 到 - 


HO = GCs) в — 600), 


其 中 

пб) = е". | 
ш. 在 图 11. 4-1 所 夯 的 右 半 圆 的 路 线 上 转动 时 ， gi(s) 和 5) 的 图 线 就 构成 了 萨 奇 图 ， 
gxs) 的 图 线 是 单位 圆 ， 用 НС) № EG) 可 能 在 萨 奇 图 中 引进 若干 个 正 实数 部 分 的 零 
点 。 为 了 判明 这 个 情况 ,我 们 必须 画 出 НС) 分 子 的 力 氏 图 。 然 后 ,根据 СС) 围绕 原点 
沿 顺 时 针 方 向 转 的 圈 数 就 可 以 确定 EG) = 0 在 右 半 5 平面 上 的 根 的 个 数 . 
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函数 gx(*》 里 包含 有 反馈 部 分 的 传递 函数 ， 反 馈 部 分 中 的 放大 器 是 可 以 由 设计 者 自 
由 处 理 的 。 由 于 系统 的 其 他 部 分 的 原因 ，gxs》 里 也 可 能 包含 有 :的 超越 函数 ， 因 为 , 反 
馈 部 分 的 放大 器 的 传递 函数 通常 都 是 两 个 多 项 式 的 比值 ， 所 以 很 难 把 来 源 于 超越 函数 的 
损害 稳定 性 的 不 良 影响 完全 补偿 掉 . TE, APAR pO 图 线 上 最 危险 的 部 分 就 是 
最 接近 г) 的 单位 图 图 线 的 那 一 部 分 .然而 ,接近 单位 圆 的 gx(*) 点 通常 都 是 相应 于 
小 的 * 值 , 所 以 在 giCs》 的 危险 的 部 分 上 超越 函数 可 以 展开 为 * 的 泰勒 级 数 . 我 们 可 以 
只 取 数 数 的 少数 几 项 作为 超越 函数 的 近似 值 叹 ， 并 且 根据 这 个 近似 的 结果 来 设计 反馈 部 
分 的 放大 器 . "这 样 一 来 系 绕 在 危险 部 分 的 损害 稳定 性 的 不 良 影响 就 可 以 被 放大 器 补偿 
挤 。 不 富 而 喻 ;最 后 还 必须 根 锯 放 大 器 的 设计 特性 由 已 有 的 稳定 性 准则 粮 验 系统 的 性 能 . 
以 上 所 讲 的 方法 是 马 伯 尔 (Marblc》 ARIEF Con) 所 提出 的 ， 如 果 想 知道 详细 的 论述 ， 
读者 可 以 去 参阅 原著 5 


11.9 频率 法 的 稳定 性 准则 


这 一 节 我 们 力图 把 乃 氏 法 更 直接 地 应 用 到 时 汪 系 统 中 来 ， 希 望 利 用 无 时 谐 的 开 环 频 
率 特性 来 判断 有 时 沾 的 闭环 系统 的 稳定 性 问题 ， 这 种 方法 是 建立 在 图 11.9~1(c) 结构 图 
的 基础 上 的 。 由 第 三 章 关 于 传递 函数 的 知识 可 以 知道 ,任何 一 个 时 灌 系 统 ,不 论 时 灌 环 节 
位 于 系统 的 主 避 路 (图 11.9-1la) 还 是 位 于 反馈 线 上 (图 11.9-16), “fl ] 的 闭环 传递 函数 的 
分 母 (特征 方程 ) 是 相同 的 ， 例 如 图 11.9-1Ca) 的 闭环 传递 函数 为 


де FO O . 
$*Ç 1+ F,GOe D) + Ме"? и 


Ë 1.91 ' 
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其 中 FG) = FOF) ВИНЕ, №5), D 分 别 为 ЕК) 的 分 子 
多 项 式 和 分 母 多 项 式 ， 而 图 11.12) 的 闭环 传递 函数 是 
*Cs Fr = F ÇO _ | №:(5)0:($) s) == s $ 
OP TT De моет FCs) = Е.Е». 
可 见 图 11.9-1(a) 和 图 11.9-1(b) 的 闭环 特征 方程 相 网, 因而 两 者 的 稳定 性 是 等 价 的 。 这 
样 ,我 们 就 可 以 从 结构 图 11.9~1Cc) 出 发 来 考虑 有 时 灌 的 闭环 系统 的 稳定 性 . 


第 4.3 节 所 介绍 的 无 时 滞 系 统 的 稳定 判 据 准则 是 利用 开 坏 传递 函数 的 倒数 一 一 7 ке 5 


来 判别 的 。 当 然 ， 也 可 以 利用 传递 函数 ЕС) 本 身 的 图 线 来 判断 。 由 于 大 部 分 实际 系统 
传递 函数 分 母 的 除数 类 于 分 子 的 险 数 。 仅 在 个 别 铺 况 下 两 者 相等 ， 因 此 , 当 * 并 图 4.3-1 
的 曲线 旋 辅 时， Р.С) 图 线 的 主要 部 分 由 频率 特 狂 ， Fio) ВТЕ, BF Fa) = 
F Ga), Заа УА KEE Е К), = .< co, ,来 判 听 闭环 的 稳定 性 . 
пню аанча д, ЗОВ АННАН 
平面 上 不 包 国 《一 1, i0) A. 
从 时 滞 系 统 的 典型 结构 图 (图 11. 9-16) 可 以 看 出 ， ,有 时 灌 的 开 环 频率 特性 бы) 可 
以 由 无 时 滞 的 开 环 频率 特性 F.Go) 求 得 。 因 为 
ЕС) = Fio) iy 
即 对 任何 固定 的 自 变数 we， 向量 FXCiw》 可 由 FGe) 顺 时 针 方 向 转 以 rw 角 而 得 到 . 
因此 ,可 以 直接 利用 无 时 沸 的 开 环 频率 特性 来 判断 有 时 洛 的 闭环 系统 的 稳定 性 、 
首先 我 们 讨论 无 时 淆 的 开 环 系统 稳定 或 中 性 稳定 时 ， 时 滞 系 统 的 稳定 情况 。 此 时 与 
ОКА, РОН Баа НЕЕ ЖЖ о: (<o < 
оо АЖ C—1, 0. 
我 科 米 考察 特 竹 1 + FIGo), FIG) нию, m №) 和 
Ру 分 别 是 开 环 无 时 洲 系 统 频 率 特性 的 分 于 与 分 母 ;于 是 
* №) ezite БС) $ N.Go sisa Е 
19 Раш) = 1 + —2— Dia M = = Dao) > 
ЯНИНСКИ, УРАН ЖЕ. 若 要 求 有 
时 满 的 闭环 系统 稳定 ,那么 当 o 由 0 变 至 十 co ВЕ, ЕИН РС), 应 该 
不 包围 《一 1,i0) 点. 如果 F3(iw》 不 包围 二 1, 20》 点 而 通过 该 吉 ， 那 么 系统 就 处 于 
ЦЕЛЕ КАБ. Е Q, Батя. 
КЕСУ: К | p 
arg СЕК] 一 oO +29449 = = 0, 1, 2, ‚ С11.9-1) 
从 上 述 讨 论 似 平 可 以 得 出 结论 : a 实 
际 上 并 非 完 全 如 此 ， 有 时 ,利用 具有 时 谐 的 元 件 还 可 以 改善 闭路 系统 的 稳定 性 ， 例 如 , 设 
有 一 个 闭路 系统 当 没有 时 灌 元 件 时 不 稳定 ,如 具有 图 11.9-2 那 种 频率 特性 的 系统 ， 显 然 
它 的 闭路 系统 是 不 稳定 的 , 因为 频率 特性 包围 了 (一 1340) A; 此 时 如 果 在 系统 中 的 主 通 


1) “PARRA. 
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图 11.9-2 


路 或 反馈 角 路 内 增加 一 个 时 兴 元 件 ,使 频率 特性 曲线 顺 时 针 旋转 一 个 角度 ,当时 省 了 选择 
恰当 时 ,可 以 使 原来 包围 《一 1,;0) 点 的 频率 特性 曲线 转 到 此 点 的 外 部 ,于 是 增加 了 时 滞 
元 件 的 闭路 系统 就 一 变 而 为 稳定 系统 了 。 在 工程 实际 问题 中 ， 就 有 人 利用 时 光 元 件 的 这 
种 性 能 去 改善 系统 的 稳定 性 ,试验 的 结果 也 是 很 成 功 的 . 

关于 时 澡 系 统 的 线性 综合 方法 , 即 控制 装 置 的 设计 ， 也 可 以 用 频率 特性 去 进行 ， 比较 
成 功 的 方法 可 参 奢 文献 122]. 
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第 十 一 章 分 布 参数 控制 系统 


ERRE RIEZU ARS EARNED TERREA TEREE. 
Pin ERRER KER KEIL ARA ВОН Ya ЕВЕ 
体 约束 ,湿度 场 以 及 化 学 中 的 扩散 过 程 等 等 ， 这些 物理 量 的 变化 规律 ,必须 用 储 微 分 方程 
才能 准确 地 加 以 描述 .而 且 在 工程 技术 上 ,常常 要 求 对 这 些 物理 量 加 以 控制 ,使 其 变化 规 
律 满足 技术 上 的 要 求 ， 受 控 对 象 如 此 ， 控 制 装置 或 执行 机 构 也 有 类 似 的 情况 。 如 液压 和 
气动 执行 机 构 是 目前 应 用 比较 广泛 的 元 件 ， 当 油 路 和 气 路 结构 比较 复杂 且 路 线 过 长 时 ， 
在 其 运动 规律 中 也 要 考虑 流体 (工作 体 ) 本 身 的 状态 变化 , 而 这 种 状态 同样 是 由 偏 微分 方 
程 描述 的 ， 前 一 章 讨论 过 的 具有 时 兆 的 系统 ， 如 果 时 滞 是 由 于 运动 在 某 种 场 内 传递 而 造 
成 的 话 , 那 么 时 语系 统 就 是 分 布 参数 系统 的 一 个 特例 。 

由 此 看 来 ， 工 程 实践 向 我 们 提出 了 不 同 于 集中 参数 系统 的 一 种 控制 系统 。 在 这 种 系 
统 中 ,一 部 分 环节 的 运动 用 偏 微分 方程 描述 ,而 另 一 部 分 环节 则 用 常 微分 方程 描述 , 或 者 
全 部 环节 都 用 偏 微分 方程 来 描述 .我 们 把 这 种 动力 学 系统 称 之 为 分 布 参数 控制 系统 . 如 ` 
弹性 体 的 振动 控制 , 装 有 流体 的 刚性 容器 的 晃动 控制 、 温度 场 的 控制 , 以 及 热 核 受 控 反 应 
中 的 等 离子 体 约束 的 控制 等 等 ,都 是 典型 的 分 布 参数 控制 系统 ， 

从 工程 技术 角度 来 说 ,对 于 这 类 系统 ,我 们 自然 会 提出 ,什么 是 系统 的 稳定 性 ,什么 是 
它 的 过 渡 特 性 ,如何 进行 系统 分 析 , 怎 样 设计 一 个 满足 实际 限制 而 又 能 达到 既定 指标 的 控 
制 装置 ,使 系统 满足 规定 的 技术 要 求 等 。 对 于 集中 参数 控制 系统 ,这 些 方面 的 理论 和 实践 
都 较 成熟 , 但 对 分 布 参数 系统 来 说 , 尚 处 在 发 展 阶段 ,五 十 年 代 , 当 分 布 参数 系统 的 理论 
还 没有 建立 起 来 时 ,人 们 曾 用 集中 参数 的 理论 去 逼近 ,如 用 带 有 时 灌 环 节 的 常 微分 方程 去 
讨论 特殊 类 型 的 分 布 参数 控制 系统 0， 即使 这 种 比较 简单 的 分 布 参数 系统 ， 就 已 经 表现 
出 了 它 的 复杂 性 。 以 线性 常 系数 分 布 参数 系统 来 说 ,我 们 将 会 看 到 ,第 三 章 用 过 的 传递 函 
数 方法 对 它 还 是 可 以 应 用 的 ， 但 是 , 其 传递 函数 已 不 再 是 有 理 分 式 , 而 是 亚 纯 函 数 ， 系 
统 的 特征 方程 也 不 是 多 项 式 而 是 整 函 数 , 它 的 特征 根 也 不 是 有 限 个 而 是 无 穷 多 个 .显然 ， 
分 析 这 种 系统 比 集中 参数 系统 复杂 得 多 .至 于 线性 变 系数 系统 和 非 线性 系统 就 更 为 复杂 . 

近 十 几 年 来 ,由 于 理论 和 实践 的 发 展 , 特别 是 在 分 布 参数 控制 系统 的 研究 中 , 由 于 广 
泛 应 用 现代 偏 微分 方程 和 泛 函 分 析 的 理论 成 果 ， 不 仅 为 分 布 参数 系统 建立 了 比较 严格 的 
理论 基础 ,同时 也 提供 了 比较 有 力 的 工具 , 从 而 使 分 布 参数 系统 的 研究 有 了 很 大 进展 , 成 
为 现代 控制 理论 中 一 个 重要 分 支 ,并 越 来 越 引起 人 们 的 广泛 重视 , 

目前 ,在 分 布 参数 系统 理论 的 研究 中 , 某 些 方面 是 和 集中 参数 系统 平行 进行 的 ， 在 某 
种 意义 上 , 它 是 集中 参数 系统 理论 的 推广 ， 如 分 布 参数 系统 的 镇 定 问题 、 最 优 控制 问题 、 
能 控 性 和 能 观测 性 问题 ,以 及 分 布 参 数 系统 的 辨识 和 滤波 问题 等 等 ,都 取得 了 类 似 于 集中 
参数 系统 的 结果 . 但 是 ,由 于 分 布 参数 系统 描述 的 物理 现象 的 复杂 性 , 它 具 有 无 穷 多 个 自 
由 度 , 这 一 事实 本 身 就 决定 了 分 布 参数 系统 有 其 固有 特点 ,而 这 些 特点 是 集中 参数 系统 所 
没有 的 . 
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аж-ж8, 我 人 ] 公 就 分 布 参数 系统 的 基本 特点 和 纳 型 分 布 参数 系统 的 多 成, 以及 系 
统 分 析 和 综合 的 基本 方法 和 概念 ， вели. ЗРЕНИЕ ЛИ, RA 
СЕ гараа 

应 该 说 明 , 十 几 年 来 ,关于 分 布 参数 系统 的 研究 工作 很 多 ， 这 当然 是 很 好 的 事情 ;但 用 
来 解决 工程 实际 问题 的 研究 还 不 够 多 ， 而 且 偏 条 分 方程 理论 本 身 也 还 有 很 多 空白 ， 尤其 
是 从 控制 理论 的 角度 提出 的 新 间 题 还 需要 进一步 深入 地 研究 ， 


E 
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具有 分 布 参数 特性 的 物质 运动 ， 其 运动 状态 不 仅 依赖 于 时 间 ， 而 且 还 依赖 于 空间 变 
量 。 例 如 横向 振动 的 弦 , 它 的 横向 位 移 Се, х), ВЕЗЕ] # 又 是 弦 上 不 同 点 位 置 * КА 
B. KERIN, 骆 的 位 移 是 不 同 的 ; 即使 同一 时 间 ; 在 弦 的 不 同 点 = 处 的 位 移 也 不 同 . 
在 工程 上 ,所 有 具有 分 布 参数 特性 的 对 象 和 元 件 , 都 有 着 同样 的 性 质 。 描述 这 类 对 象 的 运 
动 方程 是 偏 微分 方程 或 积分 方程 | 

д. PEERS RRR EZ. ЖК г, БЕНЗИНИ G .质量 
BB o. + Ft M x 点 处 的 氢 角 为 ,x)， 则 阳 柱 体 的 担 转 振动 ， поте 
ВНЕ: 

rx с д? ве, 
` дг? p Ox’ 

其 中 JG, х) 是 控制 作用 ， 

再 如 ,一 个 均匀 各 向 同性 的 物体 ， 它 在 三 维 空间 占有 的 区 城 为 如， 其 边界 为 00. 设 
它 的 热传导 系数 为 4*， 比 热 为 <， 密度 为 o. Же «(5 х ys z) 表示 物体 在 (x, yo =) 
м ғ 时 刻 的 温度 , 那 4 ЩЕ : 


E- w= д2 Fe -a Se) tea x, Ys 2), 


осо 0 << co; - 4121-2) 
其 中 amt, IG, z, ys z) 为 可 调 的 热源 ， | 


MERIAN Вр Кг, z, y, z) = 0， 而 且 物 体 的 外 部 环境 不 随时 间 变 化 , 这 时 ,不 
管 初 翅 派 座 如 何 ,经 过 一 段 时 间 之 后 ,物体 内 部 源 度 趋 于 平衡 ,此 时 热 熏 仍 在 流动 -只 是 流 
ВЛ К Вот, 物体 内 都 的 温度 uli, z, y, z) 已 与 上 EA, 在 这 种 
情况 下 ， 它 满足 所 谓 拉 普 拉 斯 方程 
а s+% =o, G, 962. ` G12.1-3) 
Pekeypa a nada has, 而 且 都 是 编 人 性 的 , 即 在 方程 中 对 未 知 函 数 及 其 
时 数 都 是 线性 的 。 当 方程 中 所 有 系数 都 是 常数 时 : 吓 作 常 系数 方程 。 济 果 砷 册 卫 数 [ 如 式 
(12.1-1) 中 的 f(z; x)] RAF, MERKAR. SUERA, WA 2.1-3). 
对 线性 二 阶 方程 , 按 其 特点 又 分 为 双 曲 型 \ 抛 物 型 和 粮 贺 型 三 种 ,许多 分 布 参 数 环节 是 由 
这 些 方程 描述 的 :所 以 我 们 稍微 介绍 得 详细 一 点 ， 


+ К, D <<, 0<:< <, а?л-) 
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方程 (12.1-1) 是 双 曲 型 方程 中 的 一 种 。 这 类 方程 含有 对 时 间 ， 的 二 阶 偏 导数 项 , 即 

加 速度 项 。 自 然 界 中 波 的 传播 ， 物 了 林 振 动 等 的 运动 方程 大 都 属于 这 一 关 。 它 们 表现 出 对 
时 间 具 有 可 逆 的 性 质 ， 同 是 双 曲 型 方程 ， 可 以 描述 完全 不 同 的 物理 现象 .比如 一 维 双 曲 
型 方程 

u = p Zu ди. 

Or ðr”? 
当 а= 1, TRKD, o 是 质量 密度 时 , 它 描述 了 驴 的 模 向 振动 。 但 是 一 个 充满 气体 的 
细 长 管子 受到 小 扰动 时 , 管 中 气 体 压 力 p 也 满足 相同 形式 的 方程 ， 

Op _ pL 

Әг? Әх? 


只 是 系数 的 物理 意义 不 同 了 。 此 时 2-4, po po 分 别 是 初始 时 刻 气体 压力 和 密度 ， 


5 


k - = ЖЖ, с, ДЕ ЕНЕ, с, BENEN. 


Ув (12.1-2) EHHE HER — H. 这 类 方程 中 ， 含有 对 а 的 一 阶 偏 导数 项 , 即 速 

度 项 。 它 描述 着 自然 界 中 的 热传导 过 程 . 气 体 扩散 以 及 电磁 场 传播 等 物理 过 程 。 同 畔 ;在 
量子 力学 、 统 计 物 理 、 概 率 论 等 理论 研究 中 也 会 遇 到 这 类 方程 。 这 类 运动 过 程 在 时 间 上 ， 
通常 没有 可 道 性 . 和 双 曲 型 方程 类 似 , 同一 方程 描述 完全 不 同 的 物理 现象 . 比如 ,导电 线 
圈 所 围 圆柱 体内 的 磁场 已 ， 就 用 方程 《12.1-2) 来 描述 

эн „(ән . 2н. он) 

Or Өх? ду? дг? 
其 中 в c 是 光速 , EEFE, санж, 


双 曲 型 和 抛物 型 方程 ,描述 了 运动 的 动态 过 程 , 而 式 《12.1-3) 这 类 椭圆 型 方程 , 则 措 
述 了 运动 的 稳 态 过 程 。 诸 如 稳 态 下 的 热传导 问题 ,在 固定 外 力作 用 下 , 膜 的 平衡 问题 以 及 
不 可 压 编 理想 流体 无 旋 流 动 的 速度 势 , 静 电场 的 电位 等 等 ,都 属于 椭 贺 型 方程 . 

从 工程 技术 上 说 ,所 谓 分 布 参数 受 控 对 象 和 元 件 , 即 分 布 参 数 环节 , 就 是 指 其 运动 方 
程 是 由 上 述 各 类 偏 微分 方程 描述 的 。 这 些 拱 述 运动 过 程 的 方程 式 也 叫 发 展 方程 如 果 方 
程 和 边界 条 件 都 是 线性 的 , 则 这 个 环节 就 叫 作 线性 环节 ， 

例如 ,在 飞行 控制 中 , 一 个 细 长 体 飞行 器 , 有 时 不 能 完全 看 成 刚体 而 必须 考 虞 弹性 振 
动 。 此 时 作为 弹性 体 , 它 的 运动 可 以 近似 用 弹性 本 的 运动 来 描述 ,其 运动 浪 程 就 是 外 


(=) 2 十 C(x) 28 + BG) E + 0° руску S у, д), 
дх ôx? Өх? 


os oslo, (12.1-4) 

其 中 ma) 是 梁 的 质量 密度 , E 是 杨 氏 模 量 , ЕЛС) 是 x 处 的 弯曲 刚度 。C(x) 是 介质 对 

梁 横向 振动 的 阻尼 系数 ，3(x) 是 局 部 升力 系数 , JG, х) 是 控制 作用 。w = ul, z) ER 
在 zx 点 处 上 时刻 的 横向 位 移 。 显 然 , 这 样 的 受 控 对 象 就 是 分 布 参数 对 象 . 

和 和 集中 参数 系统 一 样 ,为 了 进行 系统 分 析 , 首先 要 分 析 分 布 参数 环节 的 动态 特性 和 静 

态 特性 ,因此 就 必须 对 描述 环节 的 方程 求解 ， 但 是 这 个 问题 要 比 集中 参数 环节 复杂 得 多 ， 
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一 个 用 常 微分 方程 描述 的 对 象 ,只 要 初始 状态 给 定 , 它 的 运动 就 瞧 一 确定 了 。 对 偏 艇 
分 方程 描述 的 对 象 ,为 了 确定 它 的 解 , 也 必须 给 出 初始 状态 , 即 初始 条 件 。 对 双 昌 型 方程 
要 给 出 初始 位 移 和 初始 速度 ,比如 方程 (12.1-1), 它 的 初始 条 件 可 以 是 


а, D| Рб), 200) — 49. (121-5) 


пана нов, 方程 (12. DERRAT 
«(15 x, y> z D| = ф(х, y, г). | | (12.1-6) 


候 是 ,只 有 初始 条 件 ,对 偏 微 分 方程 来 说 ,往往 还 不 能 唯一 确定 它 的 解 。 比 如 ,同样 作 
招 转 振动 的 区 柱 体 ， 它 可 以 是 两 端 项 定 不 动 的 ， 也 可 以 是 一 端 固定 不 动 而 另 一 端 是 自由 
的 。 这 两 种 不 同 的 边界 情况 ， 圆 柱 体 的 振动 规律 显然 不 一 样 。 同 样 ， 一 个 传 热 介质 的 边 
界 ,如 方程 C12.1-2) 中 的 80, 它 可 以 是 绝热 的 , 也 可 以 和 外 界 有 热 交 换 ,在 这 两 种 边界 条 
件 下 ,介质 的 热传导 规律 也 不 一 样 . 因此 ,为 了 使 方程 的 解 确定 ,除了 初始 条 件 外 ,还 必须 
有 所 谓 的 边界 条 件 ， 这 是 不 同 于 集中 参数 系统 的 . .例如 ,上 述 贺 柱 体 的 扭转 振动 ， не 
国定 时 ,边界 条 件 为 


"С x) = 0, r G, | = 0. 1757 I ` G12.1-7) 


如 果 .z 一 0 一 端 固 定 ，x = 1 一 端 是 自由 的 , 则 边界 条 件 为 
пб 0) = 9 2х) = 0, (12.1-8) 


.边界 条 件 反映 了 在 物体 运动 过 程 中 ,加 在 其 边界 上 的 约束 。 不 同 的 约 划 条 件 ,其 运动 
规律 也 不 一 样 。 当 初始 条 件 和 边界 条 件 都 给 定 以 后 ,方程 的 解 才能 唯一 确定 ,这 在 数学 中 
叫 作 偏 微分 方程 的 定 解 问题 ,而 初始 条 件 和 边界 条 件 叫 作 定 解 条 件 。 给 定 了 运动 方程, 它 
描述 了 物体 的 一 般 运动， 在 方程 和 定 逢 条 件 都 给 定 的 情况 下 ,方程 的 解 就 扒 述 了 驳 休 的 一 
类 特殊 运动 。 

对 上 述 三 种 不 同类 型 的 方程， 在 形式 上 有 着 完全 相似 的 三 HARRE, 以 方 
程 (12.1-2) 为 例 ,第 一 类 边界 条 件 是 | 


их, у, 2, = qt, x, y, 2), (х,у, „> € ðQ, (12.1-9) 
它 表 示 在 物体 边界 上 ，xw(z, z; y, z) 的 变化 规律 是 已 知 的 。 
第 二 类 边界 条 件 是 


Pulis i> Y> 22| = P:s ху y> в), Cas ys z) € 89, (121-10) 


其 中 ”表示 边界 曲面 00 的 外 法 线 方向 。 这 个 条 件 表明 ,在 物体 边界 00 的 法 线 方向 上 ， 
ut, x, y, zx》 的 变化 规律 是 给 定 的 。 
‘第 三 类 边界 条 件 是 | 


[266 5.20. + kukt, z; ys >| |, = Pt, z, у, х), (ху, z) Е ðQ, (12.1-11) 


其 中 《是 已 知 常数 。 这 个 条 件 是 式 C12.1-9) M (12.1-10) 的 线性 组 合 ; 它 表明 在 物体 边 
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я 20 № ƏQ 的 法 线 方向 上 ,两 者 合 在 一 起 uC, z, ys z) 的 变化 规律 是 已 知 的 ， 

如 果 p = p= ps 一 0， 则 叫 作 齐 次 边界 条 件 ,否则 嘎 帮 非 齐 次 边界 条 件 ， 

在 受 控 对 象 的 分 析 中 , 我 们 能 够 遇 到 的 有 三 种 问题 , 即 初 值 问题 , 这 全 问题, 混合 问 
ga. 

所 谓 初 值 问 题 ( 柯 西 问题 ) 是 指 只 有 初始 条 件 就 可 定 解 。 这 类 问题 描述 的 是 相当 于 空 
间 变 量 的 变化 区 域 为 无 限 大 村 的 动态 过 程 。 它 往往 出 现在 双 曲 型 和 抛物 型 方 程 中 ， 如 无 
限 长 圆柱 体 的 扭转 振动 ,无 限 大 介质 中 的 热传导 ,无 限 长 电力 线 的 传输 等 。 所 谓 无 限 大 的 
区 域 ,是 指 当 物 体 的 体积 很 大 , 而 所 要 研究 的 问题 是 在 较 短 时 间 里 , 较 小 范围 内 的 变化 规 
律 ， 比 如 大 气 中 某 个 局 部 范围 短期 内 温度 变化 的 情况 , 那 时 边界 条 件 产 生 的 影响 很 小 ,以 
致 可 以 斤 赂 ,这 时 不 妨 把 整个 物体 看 成 无 限 大 ,而 把 边界 条 忻 去 掉 。 于 是 就 变 成 了 只 有 入 
始 条 件 的 初 值 问题 . 

边 值 间 题 是 在 定 解 条 件 中 只 1 有 边界 条 件 ， 没 有 初始 条 件 . 这 类 同 题 描述 的 是 运动 的 
BELE. ИРИНЕ НЕЖИН. | 

ВАМ ЕЖЕ. ЖЖ 
НН. CAZ НЕНИЯ Н, ДНИ, A 
限 体 积 内 物体 热传导 ,有 限 长 电力 线 的 传输 等 等 。 从 控制 观点 看 ,我 们 首先 感 兴趣 的 是 动 
态 过 程 ,然后 才 是 稳 态 过 程 ,因此 ,我 们 讨论 的 重点 是 混合 问题 . 

以 上 所 讲 的 分 布 参数 对 象 ,其 空间 区 域 和 边界 , 在 运动 过 程 中 始终 保持 不 变 , 这 叫 作 
固定 域 分 布 参 数 对 象 ， 与 此 相反 ， 当 空间 区 域 和 边 
界 在 运动 过 程 中 随 着 时 间 而 变化 时 ， 叫 作 可 变 域 分 
布 参数 对 每. 比如 带 有 烧 包 表面 的 再 入 飞行 器 的 
烧 蚀 问题 7， 我 们 研究 再 人 飞行 器 烧 蚀 部 分 最 简单 
的 一 维 模型 ， 设 摩 为 1 的 烧 蚀 板 ,在 x 一 0 处 有 热 
输入 为 О(0), 00) 可 表示 为 宇宙 飞行 器 再 人 大 气 
BRE vs) 的 函数 ; 即 0O 一 46000). 在 x 一 1/ 


4662) 


图 121-1 处 烧 蚀 板 被 绝热 ， 如 左 图 。 
在 六 时 飞行 器 开始 再 入 飞行 ， 由 于 气动 加 热 , 在 = 一 0 Ара 时 达到 了 烧 蚀 板 的 
熔点 и. fE < :< ВИА ИЕН неон 
Bult, х) Ou(z, 


5 в 55 z) O< r<, 《12.1-127 


初始 条 件 是 | " 
(s). = aG), = (12.1-13) 


ШИЯ … 
ult, x) 
дх 
其 中 不 是 热传导 系数 ， 
由 于 板 的 一 端 是 绝热 的 , 随 着 时 间 : 的 增 大 ,热量 不 断 积累 , 当 : 之 所 时 板 开始 熔 解 
这 时 板 的 边界 和 内 部 温度 都 将 发 生变 化 . 用 SO 表示 板 的 固体 部 分 的 边界 , 用 0С, r) 


= 39600) ae | = 0， 的 (12.1-14> 


=l 


z=0 


ол 分 布 套 数 环节 的 数学 措 述 зл 


表示 板 内 温度 分 布 щура В, gC, z) 满足 下 述 方程 


#20 х) и Pea), 500) << x, < t, (121-15) 
初始 条 件 为 | .. 
: SC) = 0, UCh x) == (hy х). (12.1-16) 
边界 条 件 是 КЕ | 
ZC, =) m T Hm 
4560) _ , баг, xz) == ; 
ра— k 5: | 4С (2)), 
Ault, х) _ _ 
— 0, (12.1-17) 
其 中 o 是 板 的 密度 , a 是 熔 解 热 . 


”在 这 个 例子 中 ， 分 布 参数 对 象 的 区 域 和 边界 都 是 随 着 时 间 而 变化 的 . Bak CETA 
инфо. 但是， 经 过 适当 的 变换 可 以 把 可 变 域 的 分 布 参数 系统 变 成 一 个 固定 
域 分 市 参数 系统 耦合 一 个 集中 参数 系统 ,对 于 后 者 研究 起 来 就 比较 方便 。 今 后 ;我 们 主要 
讨论 固定 域 的 分 布 参数 对 象 。 

下 面 ,我 们 再 说 明 一 下 偏 微分 方程 解 的 含义 。 在 定 解 问题 中 , 解 函数 的 类 别 与 具体 癌 
题 的 性 质 有 关 , 需 要 每 次 具体 确定 。 例 如 它 可 以 是 指 这 样 的 函数 , 它 以 及 出 现在 定 解 条 件 
中 它 的 偏 导 数 ， 都 在 所 考虑 的 区 域 上 连续 ， 而 在 方程 中 所 出 现 的 它 的 导数 在 区 域内 部 连 
续 , 他 们 都 同时 满足 方程 , 当 区 域内 部 的 点 以 任意 方式 趋 于 边界 时 ,他 们 满足 定 解 条 件 . 以 
方程 (12.1-2) 为 例 。 运 动 方程 和 定 解 条 件 如 下 : 

ак o p (Ze p u 
д 


ðr? ду? >"), (z, y> 22 € Q, 0 << оо, 


u(t x, y> =) = ф(х, ys 2), (x, y, z)€ Q, t= 0, 


(5% + ku)| , = 9G z+ y> =), Gy ys 0690, #20. 


它 的 解 Gr, xs у, z) 是 指 它 在 2 和 20 上 以 及 :之 0 时 连续 ， 


Ou Pu Ou 


续 .其 次 ， D e? Oy? Or uts z, уз з) 代 到 方 


# (121-2) 中 使 其 成 为 恒等式 ， 当 :一 0 М, uC z, y> z) plas ys =) 对 任意 的 点 
Ces ys z) € O 处 处 成 立 ， 当 《x y> z) 9 并 以 任意 方式 趋 于 边界 9 上 任意 点 Cos yo 
z) 时 ,对 > 0 都 有 [26 + ku) > $G, zo po n) 成立， 这样 的 解 通常 叫 作 方程 的 
古典 解 。 古 奥 解 的 存在 往往 对 初始 条 件 要 求 比较 严格 ， 而 实际 中 给 定 的 初始 条 件 常常 不 
能 满足 这 些 要 求 ， 因 此 ,十 洪 解 有 很 大 的 局 限 性 。 为 了 满足 实际 问题 的 需要 ,要 用 广义 角 


代替 古典 解 。 它 在 较 广 的 范围 内 给 出 了 定 解 问题 的 解 ， 这 样 就 比较 接近 工程 实际 问题 的 
特点 ， 关 于 广义 解 的 定义 和 求解 方法 ,将 在 本 章 第 12.6 节 中 讨论 . 


Зи 90:20 ЊЕ 
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22 分 布 参数 环节 的 传递 函数 


分 布 参 数 环节 是 由 偏 微分 方程 描述 的 ,为 了 分 析 这 种 环节 的 特性 ,需要 求解 偏 微分 方 
程 . 在 给 定 了 定 解 条 件 后 , 解 偏 微分 方程 的 方法 很 多 ,但 在 控制 理论 中 常用 的 是 拉 普 拉 斯 
变换 法 和 分 离 系数 法 ， 特 别 是 拉 普 拉 斯 变换 法 ， 还 可 以 使 我 人 ] 去 定义 分 布 参数 环节 的 传 
ЖЖ. 


我 们 首先 定义 分 布 参数 系统 中 过 到 的 拉 普 拉 斯 变换 ?, 

设 二 元 函数 yG, z), 在 :> 0 时 是 束 自 连续 的 函数 .在 ;二 0 HAF. MERE 
定 的 *， 作 为 zt 的 函数 yG <) 的 增长 速度 小 于 с, < < оо, 我们 定义 

Ү(5, х) = е, x)e dit, Res > Go (12.2-1) 

AH * HRR. Res Es WRR., УС, х) 称 为 函数 yG х) ВНЖ. УС, <) 在 
Re < mw 上 的 值 可 用 解析 延 拓 方法 确定 ， 今 后 把 УС) ME yG, х) ПЖ, Ш 
yG, х) 为 Y(s, х) 的 原 浮 数 。 容 易 验证 ;第 二 章 所 讲 的 拉 氏 变换 性 质 ， банал 
的 .例如 , 当 у(0; х) == p(x) 时 , 则 有 Е 


r =u = edt = yG, х)е" | + 人 yG; x)e™tdt 
一 一 CD +, =). 
即 200240. 的 象 隙 数 为 一 p(s) 十 (es 2), 
队 此 而 外 ,还 有 以 下 人 性质: 
(1) УС, 0) = r уб, 0)e“dt, 


YG, D = N yG, De dt, 


С) 车 BaD 对 任意 固定 的 *，。 作 为 z 的 函数 其 增长 速度 不 大 于 h, 8 > on 
则 
r 0 x) e™ dt = б. r y(t, r)e dr = Эүб. к) х), Ве; > 0, 
о Әх 


Res в 的 慎 可 用 解析 延 托 方法 得 到 。 这 就 是 说 ,在 上 述 条 件 下 ， бу. =). 的 象 函 数 为 


0Y(y， х) 
дх 


(3) Ч Ве; >o 时 ， 
lim УС, x) = r lim уб, rx)e™dt, 
Ве; < о, 的 值 可 用 解析 延 拓 方法 确定 。 


1) 在 一 般 阔 数 空间 中 的 拉 普 拉 斯 变换 的 产 格 定义 请 参看 Hille, Е & Philips, В. S., Functional Analysis and 
Semi-groups, Amer. Ма. Soc., 1957. 
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设 ҮС, z) 是 уб, z) sam, ДЈ уСг, х) 可 用 拉 氏 反 变换 求 得 
уб, х) 一 = Wa YCs, x)e'ids, т > oa, (12.2-2) 


$ т 


在 常 微 分 方程 中 ， 应 用 拉 氏 变换 将 原 函 数 的 微分 方程 变 成 了 象 函数 的 代数 方程 ， 在 
偏 微 分 方程 中 ,应 用 拉 氏 变换 后 , 仍 是 象 函数 的 偏 微 分 方程 , 但 自 变 量 的 数目 将 减少 一 个 
(有 时 变 成 了 象 函数 的 常 微 分 方程 ). 然后 我 们 应 用 边界 条 件 将 象 函 数 的 微分 方程 解 出 ,再 
进行 拉 氏 反 变换 就 得 到 了 方程 的 解 .这 个 解 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 初始 条 件 引起 的 运 
动 , 叫 作 自 由 运动 。 另 一 部 分 由 外 加 作用 引起 的 运动 , 叫 作 强迫 运动 。 当 把 外 加 作用 看 成 
输入 ,而 把 它 引起 的 运动 看 作 输 出 , 这 时 输出 输入 象 函 数 的 比 , 仍 是 一 个 以 。 为 自 变量 的 
函数 ,我 们 把 这 个 函数 叫 作 分 布 参数 环节 的 传递 函数 ， 和 集中 参数 环节 不 同 的 是 ,这 个 传 
递 函数 不 再 是 有 理 分 式 ,一 般 地 说 , 它 是 * 的 超越 函数 ,而 且 还 是 空间 变量 的 函数 。 

我 们 举 几 个 例子 ， 说 明 拉 氏 变 换 法 的 应 о. 

用 . ` 
例 1， 求 初始 位 移 为 p(x), 初始 速度 为 
Ф068), # z.= 0 点 处 受 集中 力矩 uz) 控制 ， ) L 
两 总, 由 的 圆柱 体 扭转 振动 的 传递 函数 《 见 во 
图 12.2-1). | 
欧 柱 体 扭转 振动 方程 及 定 解 条 件 为 8 12221 
Prle абы), O< xr <1, 0 < : < co, 
w = о, В 


= Ər(G, х) = _ 
"0, = pG) 000887 | +). (12.23) 


对 上 述 方程 进行 拉 氏 变换 , 则 得 到 | 
a ж) 一 ARC, z) — арб) — pG), 


< H № = Uis), ARC x) 


xe] 


把 x «ПАБ, ARAR TO звютАнини, 它 的 通 解 是 
RG, ое" + or — a "h G — ОБФ® + 9646, 012255) 


co сз 是 任意 常数 ,利用 边界 条 件 , 得 到 co с, 应 满足 的 方程 式 
UC) = e е | 


$ -2 


0 = = се" -aze — | ch = — č)lspl) + ФС5)]46, (12.2-6) 
ЖЕ e, с, 代 到 式 (12.2-5) 中 , 便 得 到 


ву 


RCs, х) = — 1 
s ° sh — £ 
a 


i 
ОС) + 254 а СЕ 一 zx — Ё) 


№ ЯН — 
СО + ФЕ + "в а- z + ОФФ + ФМ ` 


+ | G + z р + (514 |. | (222 


我 们 可 以 夏 到 ,第 一 项 是 由 控制 作用 (O 引起 的 输出 ， 其 余 是 由 初始 条 件 引 起 的 办 
th. ЗАЛАА, 


1 — х 
a ` ch. — * . 

RCs, z) = ————uu,, (12.2-8) 

f | $ ° sh — 5 

由 此 ,环节 的 传递 函数 为 
2 х 
RCs, х а а 

WCs, х) = ON 一 一 了 ар, * | (12.2-9) 


例 2. м иены. — ИН ez СИЯ 
122—2), 它 的 厚度 为 ?， 高 度 和 宽度 认为 ETRA. 
墙 的 热传导 系数 为 《。 热 容量 ( 即 密度 和 比 热 之 积 ) 是 
с, ЖИМ Ce = 0 处 ) 的 汶 度 是 一 个 已 知 的 时 间 函 
| % úC), CERME. ЖМИ G 21 处 ) 是 绝热 

a l с ”的 。 墙 的 初始 温度 为 零 ， 我 们 感 兴趣 的 是 墙 在 x = 
图 12.2-2 ”处 的 温度 随 ¿GO 的 变化 规律 . 
设 墙 内 各 点 的 温度 为 yG, х), уб, х) 应 满足 抛物 型 方程 


260 Е, 0 <x<1, 0<;:<о, 
t 


yt Dl = ukt), — =) =) = 0, 


x= 


уб х) | = 0. (12.2-10) 
应 用 拉 氏 变换 方法 ,可 以 得 到 
csY(s, х) = k 216.5), 
YG, 0) = UCs), Ten] =0.. o | C12.2-11) 
dx =! 


£ p= P 则 方程 的 解 为 


YG, х) = SRE UG 2. (122-12) 


34 х = | 时 , 便 有 


122 papanta  — эз 


而 传递 函数 为 
YG. D _ 


例 3。 考虑 一 个 电力 线 传输 问题 。 有 一 ера ева, 每 单位 长 度 的 电阻 
为 R， 电 容 为 C， 假 定 导线 上 的 电感 和 电 漏 为 零 ， 传 输 线 端 点 接 人 一 电压 源 ， 其 电压 
e = e@) 可 以 人 为 改变 ， 把 它 作 为 控制 量 ， 电 力 传输 线 上 各 点 处 的 电流 К, х) 及 电压 
w(t， х) 应 满足 方程 


WCs) 一 ‚ (12.2-13) 


_ Эа, х) _ c Bult, x) х), 


дх ôt f 
2.2). х) В, х), (12.2-14) 
初始 条 件 和 边界 条 件 为 
0, х) = 0, u(0, х) = 0, 
“u(t, 0) = e(t), limu, х) < с, (12.2-15) 
应 用 拉 氏 变换 法 ,由 式 (12.2-14) 和 (12.2-15) 可 得 到 
= = C+U(ç, x), 
асю == RI(s, x); 
f ye “D = E(s), lm UG; х) < co, . (12.2-16) 
解 方程 组 便 得 到 _. 
"бы, 
UCs, x) = ECs)e 
IG, z) = ү O (12.2-17) 
若 感 兴趣 的 是 传输 线 上 某 点 x = x .处 的 电压 ОС, x), MERRY 
| WCs, х1) == Ulat) me БС ~ (12.2-18) 
ECs) ` 


例 4。 АПЕЖУЕ Токо, SS -- PIE E 835 2. 假定 在 
均匀 的 以 水 平 速度 了 流动 的 气流 里 ， 有 一 个 弦 长 
为 “的 机 可 ( 见 图 12.2-3》 

若 气流 在 x 一 0 点 的 垂直 方向 上 发 生 了 一 
个 扰动 速度 000), 32, ИНН z 841 
动 的 分 布 升 力 产生 ， 记 扰动 升力 密度 为 Ias х), 
它 满足 气体 动力 学 中 的 偏 微分 方程 ， 流 过 机 辟 的 
气体 是 分 布 参数 的 。 把 升力 密度 fG х) Ix 从 
0 到 < 积分 ,所 得 到 的 合力 就 是 升力 


YO = | Ko ar. 


(г) — V 
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机 村 每 单位 面积 所 受到 的 升力 和 速 压 头 > pV? ИЖ а, КНР 是 气体 
密度 。 西 尔 思 (Sears) 证 明了 , 当 扰动 速度 为 正弦 函数 时 


oC) = omV ei, (12.2-19) 

升力 系数 的 稳 态 解 Cest (z) 为 

cas (8) = 2rane p(k) = TE Ф000), (12.2-20) 

(DC 
AH 4 5? 而 
= ЈАК, Gik) + алк» _ 

ФСК) K.G + KGK) . (12.2-21) 
这 里 J, 和 J, 分 别 是 零 阶 和 一 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 ，K。 和 К, 表示 第 二 类 变态 的 贝 塞 
TAR, 


如 果 把 O HERA ¿(G 作为 输出 ,那么 环节 传递 函数 为 


б S.C) 
WCs) 765" 


R := iw， 代 到 上 式 , 便 得 到 了 环节 的 频率 特性 
Wliw) = = ФСК). — Ес (12.2-22) 


用 拉 氏 变换 法 解 偏 微分 方程 时 , 一 般 来 说 , 应 该 检查 它 的 原 函 数 是 否 是 方程 的 解 ,是 
否 满足 初始 条 件 和 边界 条 件 。 更 详细 的 步骤 , 读者 可 参看 书后 的 文献 [17,2,3], 

由 上 边 的 例子 可 以 看 出 ， 对 线性 常 系数 的 分 布 参数 环节 ， 传 递 函数 方法 是 可 以 应 用 
的 ,但 这 时 传递 函数 是 超越 函数 , 而 且 还 依赖 于 空间 变量 ， 在 对 象 的 不 同 点 上 , 传递 特性 
是 不 一 样 的 ,这 也 说 明了 分 布 参数 环节 的 特点 ， | 

在 结束 本 节 之 前 ， 再 讨论 一 下 解 线性 偏 微分 方程 的 分 离 变量 法 。 这 个 方法 的 物理 依 
据 就 是 释 加 原理 .大 家 知道 电子 学 中 的 振荡 名 路 和 力学 中 的 简谱 振动 ， 它 们 的 特点 是 运 
动 可 以 表达 成 一 个 时 间 z 的 函数 和 一 个 空间 变量 x 的 函数 之 积 ， 而 较为 复杂 的 振动 就 
是 这 些 不 同 频率 谐 波 的 又 加 ， 基 于 这 样 的 想法 ， 在 解 线性 偏 微分 方程 和 时， 认为 它 的 解 
wx(z,*) 是 两 个 单 变量 的 函数 之 积 即 wx。 х) = TOX), 然后 利用 初始 条 件 和 边界 条 件 
RH TO 和 XC(x)， 从 而 也 就 得 到 了 sC, x). 

我 们 考察 例 ! 中 圆柱 体 的 扭转 振动 。 作 用 在 x = 0 处 的 力矩 wz， 可 以 用 集中 力矩 
的 形式 反映 在 运动 方程 中 ,这 时 有 | 


Er(zt х) = 227020) 一 а?и(г)8(х), | 


ðr 
r(t, х) = 0, Dr(Ci х) | = 0 
дх x=0 Ox = ? 


= Ər G, x) 
OO SG: 22 | 


= ф(х), (12:2-23) 
=0 


其 中 8(s) 是 狄 拉克 函数 ?， 此 时 边界 条 件 是 齐 次 的 ， 


1) 引进 6(=) 函数 以 后 ,就 意味 着 rz, x) H x 不 是 连续 可 微 的 , 也 就 是 说 r(t, х) аг ХМ. УРГУ 
数 的 合法 性 的 定义 和 证 明 请 看 第 12.6 р, 
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首先 解 齐 次 方程 


Or x) =. p rG) | | (12.2-24) 
де 9х2 °, 
寻求 形式 为 rr) = TOX) 的 解 , 代 到 式 C12.2-24) 中 ,有 
TOX) = PTOX, (2.2-25) 
. FRON = 100). 
X(x) та’ 
两 个 不 同 自 变量 的 函数 值 相等 ,只 有 当 它 们 共同 为 某 一 常数 时 才能 成 立 。 即 
“тот — 2, | (12.2-26) 
其 中 和 4 是 常数 。 于 是 Хх 应 满足 方程 式 
| аХ(х) + А2Х(ж) = 0. ` <- (12.2-27) 
ER „С, х) == TOX) 代 到 边界 条 件 中 ,又 得 到 . | | 


| Х(0) = 0, Хр = 0. А (12.2-28) 
于 是 方程 (12.2-27) 的 通 解 为 . 
f А 


. À 
X (к). = с. sin — x+ ;cos — x, 
a a 


为 了 使 X(z) 能 满足 边界 条 件 式 (12.2-28), 只 有 当 % = 0, д, = 4, а, Ж 
有 可 能 ,而 相应 的 解 Xe) 为 


Xx) = 1, X.) = сов" д; n=l,2,--. ` 
我 们 把 1。 一 ° 叫 作 圆柱 扭转 振动 的 固有 频率 ,而 Xz) 叫 作 固有 振 型 ，Xu(e)。 
X.G) п=1,2, `+ 构成 了 L, 空间 一 组 直 交 基 ， 
对 非 齐 次 方程 (12.2-23) 的 解 -(,*)， 应 用 县 加 原理 , 先 把 +G, z) 依 上 组 直 交 基 展 
成 级 数 | 
rC, x) = P,G) + > Р.Х, (ж), | (12.2-29) 
式 中 РАФ, РФ, `+ 间作 广义 坐标 。 把 式 (12.2-29) 代 到 式 (12.2-23) 中 , 便 得 到 
x во È BOLO = Уур (ZES жк) = uae (122-30) 
利用 固有 振 型 的 正 交 性 


Я | 0 > m, 
| Х,„(х)Х,„(х)дх = | 
> п = т. 
把 方程 (12.2-30) 两 端 乘 以 Xm(x) 并 从 0 到 ! 积分 ， 则 得 到 广义 座 标 满足 的 无 限 维 方程 
组 
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PO = -2 ZOR 
Ba) = (9) P,() 一 z: uG) n= 1,2, e C12.2-31) 


在 解 式 (12.2-29) 时 ,将 方程 (12.2-23) 中 的 初始 条 件 代 入 , 并 利用 振 型 正 交 性 ,两 端 乘 以 
Xa(x)， 从 0 到 /积分 后 , 便 得 到 


PCO) = + | pdz, 
PCO) = 2 | ро XA dr, в = 152, +, 
во) = + [| ar, 
Р,(0) = 2p px) X, (к) 4х, п = 1, 2, (12.2-32) 


ЕЕ ВВ ВН 2-21), ЖН P.G). P.G), n = 1,2, ++ * 
BARAHA 2.2-29) ЖИВИ (2, х). 
若 初始 条 件 为 零 , 则 PCO) = 0, ÉCO) = 0, Р,(0) = 0, Р„(0) = 0, я = 1, 2, ···, 
这 时 可 解 出 广义 坐标 为 
РА = -= | G — r)u(z)4r, 
P, = 24 (пе @— r)u(r)dr, п = 1,2, +, (122-33) 


代 到 式 C12.2-29) 中 ,有 
С x) 一 -F7 -| G — - r)uÇr)dr + 5: cos х (- 2) п 27 (+ — т)и(т)ат 


nai 20 


一 -& K — r)ulr)dr 一 že S4 1 cos x [а зата — т)ибт)ат, 


вж 1 п 
(12.2-34) 
将 上 式 了 两 端 进行 拉 氏 变换 
а? [1 Z 1 
RCs, x) = — 7 É + 2 =. (= ) cos?” a| UCs), 
1 
由 此 的 得 传递 函数 为 
= ВО а) а [1 а 1 oom - 
ИС x) = 07 т Е +22 —_ (say 7 z|. (12.2-35) 
1 


这 就 是 传递 函数 的 级 数 表达 式 ， 利 用 复 变 函数 论 中 亚 纯 函数 最 简 分 式 展 开 定 理 ， 可 以 证 
明 , 这 个 级 数 形式 的 传递 函数 ,就 是 我 们 已 经 得 到 过 的 传递 函数 式 (12.2-9) 


аһ; 
C ) g a 

WCs, x) 一 一 一 

s hts 
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上 两 节 我 们 讨论 了 分 布 参数 环节 的 一 些 特点 ,在 这 一 节 里 ,我 人 ] 要 讨论 由 分 布 参数 环 


节 组 成 分 布 参数 控制 系统 的 一 些 特点 . 


如 同 集中 参数 控制 系统 一 样 ， 分 在 参数 控制 系统 的 主要 组 记名 分 是 受 控 对 象 观 侧 器 
和 控制 器 ， 观 测 器 测 得 受 控 对 象 的 运动 状态 ， 并 将 测 得 的 信息 送 到 控制 器 ， 控 制 器 根据 
控制 要 求 ,把 观测 信息 经 过 变换 ,处 理 和 加 工 然后 形成 控制 信号 ,再 将 它 加 在 受 控 对 象 上 ， 


使 其 按 控制 作用 而 运动 . 


以 图 12.2-1 所 示 的 系统 为 例 ， 候 定 要 求 控 制 弹性 圆柱 体 的 扭转 运动 ， 使 х 


= xg 处 的 


扭 角 保 持 为 零 .为 此 ,只 要 在 x = x, ХА Ле, Ш», Аняня, 传感器 敏感 出 来 


后 便 立 即 产生 信号 ,并 把 该 信号 送 到 电动 机 ， 
使 其 产生 扭矩 , 即 控制 作用 .这 个 控制 信号 经 
放大 后 ,加 在 圆柱 体 z 一 0 处 ,控制 圆柱 体 以 
消除 在 x, 处 产生 的 扭 角 . CER 12.3-1). 

在 这 个 例子 中 , 受 控 对 象 就 是 圆柱 体 , 受 
EERE Cor). 观测 器 就 是 传感器 ,而 电动 
机 和 放大 器 构成 了 控制 器 . 

受 控 对 象 的 动力 学 方程 为 


‘Or(t,x) _ 2 82 G х) х): 
дг Әх? 


` ult) 


一 а2и(1)6(х), 
9,0, ИЕ 0, Or(z, энъ = 
= меј 


тх) 


r(z, х) 是 圆柱 体 的 扭 角 ， о 是 控制 作用 ， emtogsasman=siya, 经 放大 后 


驱动 电机 产生 的 扭转 力矩 其 动力 学 方 各 为 
了 2 +0 = —krG; xe); 
яивснинново 
по, z) = +G, 0008 — края 500, =)» 
其 中 sS 是 测量 算 子 ，6(x) 是 狄 拉克 函数 ， 


这 样 ， 整个 闭路 控制 系统 的 方程 就 为 


Or(z, z) _ a? д: 20.02. х) 一 aula l)y 
82 


Or (2, a) =» () ИИ х) = 0 
до ” Bx hka °; 


TQ (р = —kSrG:, х), 
dt 


这 就 是 一 个 具有 反馈 控制 的 分 布 参数 控制 系统 . 


(12.3-1) 
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所 谓 分 布 参数 控制 系统 ， 就 是 指 系 统 中 至 少 含有 一 个 分 布 参数 环节 的 系统 ， 如 果 系 
统 全 部 由 分 布 参数 环节 组 成 ,就 叫 纯 分 布 参数 控制 系统 、 对 这 类 系统 ,理论 研究 工作 比较 
多 ,但 由 于 技术 实现 上 的 困难 ,实际 应 用 中 还 很 少见 到 ， 

目前 ,在 工程 实际 中 , 经 常 遇 到 的 分 布 参数 系统 ， 站 入 是 分 布 参数 环 池 和 集中 参数 环 
沁 互 相 耦合 而 成 的 控制 系统 ,而 且 多 数 是 受 控 对 象 为 分 布 参数 环节 , 而 控制 器 是 集中 参数 
环节 ,如 上 例 所 述 的 系统 . i 

我 们 再 来 考察 一 个 典型 的 分 布 参数 控制 系统 ， 受 控 对 象 是 式 (12 1-4) 措 述 的 弹性 采 ， 
其 运动 方程 为 . 


| тб) а + CG) Š + BG оба 8709 


= JG, х), 0 < xz < 1, 0 < ; < оо; o (12.3-2) 
边界 条 件 是 两 端 自由 的 , 即 
и -二 Ou 
x= о Әх? 
2. EJ(x) S, 
初始 条 件 为 ... - 


一 0， 


ze 


_ 一， 


一 pG, ди) 一 ФС). ‘(12.3-4) 
Ot = 


为 了 实现 反馈 控制 ,必须 测量 受 控 对 象 的 运动 状态 , 如 运动 的 位 移 、 速度 、 加 速度 ; 角 
度 ,角速度 等 , 并 用 它们 来 形成 反馈 信号 ， 为 了 测 最 这 些 状态 。 可 以 在 池上 安装 各 种 传 感 
器 ,如 加 速度 表 , 速率 陀螺 等 惯性 元 件 ， 在 实际 工程 问题 中 , 不 可 能 测 出 对 象 所 有 点 上 的 
状态 ,只 能 测 出 有 限 个 孤立 点 上 的 状态 或 者 某 个 区 域 上 的 平均 状态 .我 们 研究 两 种 反馈 信 
号 , 即 “ 窗 态 ” 反 馈 和 速度 反馈 .姿态 是 指 位 移 和 偏 角 ,而 速度 则 指 它们 对 时 间 * 的 一 次 微 
商 , 如 位 移 速 度 ,角速度 等 ， 传感器 的 输出 可 以 表达 如 下 , Uk aa), i= 1, 2 是 定义 在 
19,1] 上 两 个 确定 的 函数 , 它 由 传感器 的 安装 位 置 确定 ，5;，i 一 1, 2 表示 状态 测量 的 线 
性 算 子 C 有 界 或 无 界 ), 它 决定 于 被 测量 状态 的 性 质 。 这样 ,姿态 传感器 的 输出 就 可 以 表示 
成 


и 
#=0 


aG D = | Sule, ках, (12.3-5) 

速度 传感器 的 输出 为 ' 

qaz 1) = E Puli z) х) 。 2(=)ах = бас0а, 《12.3-6) 
例如 , 当 š = $,= 1 (SNT, H f 

L, sefa- + A], 

¿ (e) = A 2 2 
| 0, fa- nS], жЕ (0, D, i=l, 2, 
其 中 人 是 一 个 小 的 党 区 ， 这 时 2 4, 分 别 是 x, 点 附近 小 区 域 A 上 的 平均 位 移 和 平均 速 
度 ， 而 当 Š, = $ = -一 一 《无 界 算 子 ) 时 ， qo 4: 就 是 x。 点 附近 小 区 域 A 上 的 平均 偏 角 
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和 平均 角速度 ， 特 别 是 当 ul) = 6(х 一 z) hh, qo Ф 就 是 对 象 在 x, 点 的 姿态 和 速 
度 ,这 就 是 点 测量 ,而 前 者 叫 作 分 布 测量 ”9. 

传感器 的 输出 41, 42 要 经 过 放大 ;网络 变换 和 计算 机 处 理 . 完成 这 些 任务 的 装置 训 
是 控制 器 , 它 是 由 常 微分 方程 描述 的 。 设 x(z) = (и), 00) ee) ERR п 
个 输出 信号 ， №, h, 是 庄 通道 对 量 测 量 q, Ф RAKARE, ki = (Ry, kars +t ts Киз), 
i 一 1， 2。 则 控制 器 的 动力 学 方程 为 o . 

400 — уж + Баб D) + hayan 0 (12.3-7) 

ТЕ s X n ИМЕ. 

控制 器 的 输出 x(:) 经 过 执行 机 构 功率 放大 后 。 变 成 为 受 控 对 象 上 某 一 点 或 某 一 区 
域 上 的 控制 力 (或 力矩 Ке, х) 


JG, =) 一 (> „Кв 268), 


g = (m go tto 8.) 是 诸 通道 中 的 功率 放大 系数 .2(x*) 是 定义 在 о, 1] вал 
数 ， 它 由 控制 力 (或 力矩) 的 作用 点 或 区 域 决定 例如 , 取 
-A .+4A 
1, x€ | - 2 s x, + А], 
кА, + Al, небо, 
0, ЧЕ 2? -+ 全 |， c Е (0, 1), 
则 2(=) 表示 控制 力 加 在 x, 点 附近 的 小 区 域 A 上 .特别 当 b) = 6(x 一 re) 时 , 则 它 
表示 是 在 x, 处 的 点 控制 ,而 前 者 叫 作 分 布控 制 ， 
于 是 ， «ИЖ 


т) 5 дш 十 со) Š 9% | B(x) Š“ + Ка EJGD Š о = (>) De) 200), 
Ox < ву . 


2% 
ы). = 0; >| 


Ox? к= 8x: 


Ь(х) = 


= 0; 
х=і 


д Ou = 
0> Ox Е =) Өх? = 9, 


O 
дх 

ди |. = 
TONE — 20, 
ах(:) _ \ 
— = Jx=(z2) + Ад. Са, 2) + Ragas, t) 
qa t) = | Su(t ха («4х 


4:(аз> t) = Ps 2421) х) q (х)4х. (12.3-8) 


系统 的 方块 图 示 于 图 12.3-2 中 ， 

这 是 一 个 用 常 微分 方程 描述 的 控制 器 作 线性 反馈 的 分 布 参 数控 制 系统 . 对 这 个 系 
统 ,后 面 我 们 还 要 详细 讨论 ， 

一 个 分 布 参数 控制 系统 ,如 果 组 成 系统 的 所 有 环节 都 是 线性 的 ， 则 叫 作 线性 系统 . 这 
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里 再 强调 一 下 ,对 线性 分 布 参数 环节 , 不 仅 指 描述 它 的 方程 是 线性 的 , 同时 它 的 边界 条 件 
也 必须 是 线性 的 ,对 线性 系统 来 说 ， 双 加 原理 总 
是 成 立 的 ， 反 之 , 当 系 统 中 含有 非 线性 环节 时 ,就 
叫 作 非 线性 分 布 参 数控 制 系统 . . 

在 线 几 系统 中 ， 如 果 所 有 环节 对 时 间 变 量 : 
都 是 常 系数 的 ， 则 叫 作 线性 常 系数 系统 .而 当 
环节 的 系数 随 着 时 间 z 而 变化 时 ， 就 叫 作 线性 变 
系数 系统 ， 如 前 面 所 述 的 圆柱 体 扭 角 控制 系统 


图 12.3-2 


(12.2-1) 就 是 线性 常 系数 系统 . 
一 般 来 说 : 开 环 分 布 参 数控 制 系统 ,可 用 仿 微 分 方程 组 表示 如 下 : 


Эа х) == Lilu Ctx) ut x) .- их) РС), `. Fax) i = ],2,-- ,n> 


其 中 x= Cas ль tts za) € Q, O 是 空间 变量 的 变化 区 域 ,其 边界 为 90, O E: т 
空间 中 的 某 一 连通 区 域 . fi(:, x), 一 b 2,…,r 是 系统 的 控制 量 . Lo i=l, 2, 
-sn МИЛИ. ^ ОС, ж) = («С ж) аб x), 5-6, и, ж), 

Ki, х) = (12, ж), PG, x), + Ра ©); L = CL, Lo ttt 1), 那么 上 述 方程 可 
以 写成 向 量 形式 . 


Pi x) 100, х), fG, x)), z€. ` (12.3-9) 
系统 的 初始 条 件 为 ОИ | 
边界 条 件 为 | 

М Са (2, х), ГАС х)).= 0, j=l, 2, *** N, x є 69, 
如 令 М = (M. MD Мк)» 则 边界 条 件 可 写成 向 量 方程 

Ма, х) = 0, x € 00, _ (12.3-117 
其 中 M; j= 1,2, +, N ви. 
如 果 系 统 是 线性 的 ,上 将 是 线性 算 子 ,这 时 式 (12.3~9) 将 变 成 . 
BUE) LGU =) + DG, ФК, =), EEQ, (123-12) 


边界 条 件 为 


ОС, x) |. = Ох), К : И С12.3-10) 


, МОС, x)= 0, xE 6Q, (12.3-13》 
其 中 L 和 MM 分 别 是 s X n, N X n 阶 矩 阵线 性 微分 算 子 。Dkz, х) 是 n X > И. 
ЕН, ОС, х) МЕЖ, К x) 也 昌 作 系统 的 和 输入， 在 一 般 情 
况 下 ,系统 状态 不 能 直接 测量 到 ， 测量 元 件 所 能 给 出 的 量 往往 是 系统 状态 的 一 个 函数 ， 这 
时 观测 器 方程 可 以 表示 为 | 
УС, х) = SUC, х), ` = (12.3-14) 
其 中 УС, х) ШЕКИ. s 是 测量 算 子 . 
一 个 分 布 参数 系统 ,就 其 控制 和 测量 方式 来 说 , 较 集 中 参数 系统 有 更 太 的 灵活 性 和 多 


样 性 ， 这 是 分 布 参数 控制 系统 的 一 个 重要 特点 、 比 如 。 为 了 控制 一 个 物体 内 部 温度 的 分 . 


1 


m 
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— 


布 , 我 们 可 以 在 物体 内 部 有 限 个 点 或 区 域 ) 上 进行 控制 ， 也 可 以 在 物体 边界 的 有 限 个 点 
《或 区 域 ) 上 进行 控制 ， EREET ERA ERENER ЕЕ НЕМ ЧУ. 目前 ,分 布 参 数 
控制 系统 , 按 其 控制 方式 ,常见 到 的 有 以 下 几 种 。 O 

一 种 是 点 控制 这 种 控制 的 特点 是 控制 作用 集中 加 在 分 布 参数 对 象 的 有 限 个 孤立 点 
上 ,如 前 面 所 说 的 弹性 梁 的 点 控制 ， 就 是 控制 力 . JG. z) 集中 加 在 梁 上 一 点 * 处， 再 如 


温度 场 的 控制 ， 在 式 (12.1~2) 中 ， 如 果 ICi, x; ?> z) 一 >: О У Yis z— z); 
izi 


(x; yi z) EQ, i= 1, 2, sn, GO 是 集中 可 调 热源 ， 这 就 是 在 2 内 有 限 个 弧 立 点 
上 集中 加 热 来 控制 内 的 温度 分 布 bm 
在 点 控制 的 情况 下 , 系统 方程 中 出 现 5 函数 ， 这 种 函数 不 同 于 一 般 的 函数 ， мех 
ЖЕ 12.6 节 中 我 们 将 讨论 这 种 系统 的 分 析 方法 . 
另 一 种 控制 方式 是 分 布控 制 . 即 控制 作用 分 别 加 在 受 挖 对 象 的 有 限 个 区 域 上 ， 甚至 在 
整个 受 控 对 象 上 ， 如 弹性 梁 的 分 布控 制 ， 控制 作用 是 加 在 х, 点 附近 的 小 区 域 人 上 . 同样 ， 


在 营 度 控制 中 ,如 果 榨 制作 用 取 成 Gits ys z) 一 > кот, У» Sw У» ж 


定义 在 0, 上 的 函数 ,QiC2， 这 就 是 温度 分 布控 制 . 
第 三 种 方式 是 边界 控制 ,控制 作用 只 加 在 受 深 对 象 的 边界 上 . 反映 在 系统 方程 中 , 控 
制作 用 将 出 四 在 边界 条 件 里 ,对 式 (12.3-9) 的 边界 条 件 式 (12.3-11) 将 变 成 以 下 形式 : 
МСС, x), Боб, XY) = 0, хє 90, (12. 3-15) 
其 中 Во, х) 是 边界 控制 输入 . 而 对 式 (12.3- -122 的 线性 系统 其 这 界 条 件 式 (12.3-13) 
将 变 成 
M UG, х) = Во, м’), х € OQ... я (12.3-16) 
所 以 对 线性 系统 来 说 , 变 成 了 非 齐 次 边界 条 件 问 题 ， 
控制 作用 加 在 边界 上 的 方法 ,可 以 是 点 控制 ; 也 可 以 是 分 布控 制 ， ian, 在 圆柱 体 担 
角 控 制 系统 中 ,就 是 在 边界 z = 0 处 加 的 控制 作用 ,因而 是 点 控制 。 再 如 前 面 说 过 的 温度 


场 控制 ,如 把 边界 00 分 成 两 部 分 80,, 80, 在 80, 上 2 = 0,# 80, 上， дк = 


WG, x, ys ж), Ces yo х) 6905 W(x， y, =) 是 控制 作用 ;这 就 是 边界 分 布控 制 。 

相应 于 上 面 的 几 种 深 制 方式 ,也 有 相应 的 测量 方式 ， 这 就 是 点 测量 ,分 布 测量 和 这 办 
测量 . 

在 点 测量 的 情况 下 ， 测 得 的 是 分 布 参数 对 象 的 一 паев x A невя, 
ФЕВ ЗАЕС, А ЕКО А АНАЕВ 

Е НЕ НВ ОКРБ AGR EA ДНЕ 
状态 , 那 就 是 分 布 测量 ,在 实际 工程 问题 中 这 种 测量 是 很 难 实现 的 . 

当 测 量 元 件 放 在 对 象 的 边界 上 ， 测 得 的 量 是 对 象 边界 上 的 运动 状态 ， 这 就 是 边界 测 
量 。 这 种 测量 可 以 是 点 测量 也 可 以 是 分 布 测量 , 

分 布 参数 控制 系统 在 控制 和 测量 方式 上 的 这 些 特点 ， 相 应 地 带 来 了 系统 分 析 和 设计 
上 的 复杂 人 性 。 如 点 测量 点 控制 的 分 布 参数 系统 分 析 问 题 ， 就 是 一 个 比较 复杂 而 困难 的 问 
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题 . ' | 
下 面 ,我 们 再 简单 地 讨论 一 下 分 布 参数 系统 分 析 的 传递 函数 方法 . 
研究 一 维 空 间 变 量 的 分 布 参数 控制 系统 ,其 运动 方程 为 | 一 
Oy(1, х Dry(i x). 
a (в) 290200 PZO 2 + (08), 
0 < x < р, 
0 < :< 0, (12.3-17) 
初始 条件 为 | 
y(0, х) 一 polr), ви о = Фа), 577 | T D). ‚= pa (z), (12.3-18) 
边界 条 件 为 
k—1 Oiy | 
Ур, + 95 == 0, j= 1,2, tsk, (12.3-19) 


其 中 cos d; 都 是 常数 , КЕ ysr) 对 x 偏 导数 的 最 高 次 项 . yC, х) Ж z И 
阶 导数 就 是 yG, z) 本 身 ， 这 是 齐 次 边界 条 件 ， xz)5 (s) 一 项 是 控制 器 的 输出 并 且 以 集 
中 力 的 形式 作用 在 x 一 0 处 .控制 器 的 动力 学 方程 为 


bf b T +b — gao ET OOE „р, (12.3-20) 


rh 0,1,2, 5-5, m ERBO КО 是 系统 的 输入 , УС, xp 是 受 控 对 象 在 * = x, 
处 的 状态 ，m 个 初始 条 件 为 | 


du d™ 1u 
#(0) = uws ——| = tnst? 
00> dt =o , > dt”™! l=0 


整个 系统 是 一 个 点 测量 ,边界 点 控制 的 分 布 参数 反馈 系统 ， 

用 高 阶 方程 化 成 方程 组 的 方法 , 可 以 把 它 化 成 式 (12， 3-12), 《12.3-13) 的 形式 , 但 我 
们 直接 对 式 C12.3-173> 和 (12.3-1) 作 拉 氏 变换 | 

在 式 C12. з-за аА, аена 天 阶 微 分 方程 


= Umoe 


a, (z) [AY (5, z) 一 7909) — *** 一 @,— (z) ] | 
_ = > ayl) £ — [РУС z) — pke) — +++ — фа) 1 + ОС) ё (к). 
(12.3-21) 
HHE, 对 边界 条 件 式 (12.3- -197 两 边 作 拉 氏 变换 ， 得 到 
Уа 00 sa| + 5а TYG, PYG) = 0j = 1,25-1,4, (123-22) 
вн, чов 


Р.С ni У: 十 Рь-!(5> х) EY ри = У +... =. + PCs; x)Y 


= š Q (x, s, ф:(х)) 十 OLOF 
c=0 
式 中 
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Р(х, х) 一 У! за. (x), 


р,4,} 


Q(x "> ф. (=) = >, saqi) Teta э 
. 2=0 . 


pdsl 


当 a 一 0 时 ， св. 就 是 p ЖЕ. 
在 边界 条 件 式 (12.3-22) 下 ,求解 方程 


k А-1 
РС, х) EYG) рр, G, к) Убх) +... 
ах“ dx 


+ Pils, х)ҮС х) = 6(x — Ë). (12.3-23) 
设 式 (12.3-237 对 应 的 齐 次 方程 的 基本 解 组 为 Yles х), 65, Yelse +)， 而 系统 的 脉冲 过 
RARA С(х, Ns s) 则 式 C12.3~23) 的 通 解 为 


k х 
У (Cs, х) = > AiYils, x) + | G(x, ns 5)6(1 — &)47 


k 
> A;Y,G, x) + G(x, Ë, 5), H +£ > 时 ， 
= 6 ЕС (12.3-24) 
> AY G, x)» 当 x <š 时 ， 
i=l 


式 中 A 为 任意 常数 .根据 个 边界 条 件 式 (12.3~22)， 可 以 得 到 A; 应 满足 的 代数 方程 
从 方程 中 解 出 4; 再 代 到 式 (12.3-24) 中 , 这 时 得 到 的 YG, х) 便 是 方程 (12.3-237 在 边界 
条 件 式 《12.3-22) 下 的 解 。 这 个 解 有 明确 的 物理 意义 , 它 是 在 x = š 处 加 一 集中 力作 为 
控制 量 对 环节 的 响应 yG z) 之 间 的 传递 函数 ， 我 们 用 A C Е, REEM 
k 
> A;Y (s, x) + G(x, &, $), z > š, 
Hx Е 0) = 0 (12.3-25) 
之 A, Y Css x), x <š, 


A (z, Е, s) 就 是 方程 (12.3- -23) 的 格林 函数 . 一 日 知道 了 格林 函数 ， 方程 (12.3- 21) 的 解 
就 可 以 很 容易 地 给 出 。 它 是 


YG 1) = | ore, s, [5 ОКЕ, op) + ИС] ав 


DES | | 
ис, DUG) + У жа, ООВ, РМ, — 23-26) 


AH W(z, s) = X (z, 0, 7， 它 的 物理 意义 是 在 x = 0 处 加 集中 力作 为 控制 量 对 环 
节 哆 应 y(z, z) 之 间 的 传递 函数 。 由 式 (12.3-26) AH, yG, х) 由 两 部 分 组 成 , 第 一 部 
分 W (x, UCs) 是 控制 作用 引起 的 强迫 运动 , 而 第 二 部 分 则 是 由 初始 条 件 引起 的 自由 
运动 . 

жойини, 求解 控制 器 方程 ,其 解 为 


UC) 一 DG BEF FG) — YG 01+ Y, (12.3-27) 
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AR р = bas” + Бут! +... bms 十 bms NoCs) == нур" + (Ри 十 Рим 38 2 + 
` + Фито 十 Риты + +° + b, mio). 


piz ивы HAC 2.3- 5 27) 代 到 起 (12 3- 2631h, 便 得 到 


YG, х) = иб 0 |= [FO — YG, zD] + N9) 


DCO) DC 
+ > |6 £, 0905, з, Ф:682048, (12.3-28) 


在 该 式 中 , 令 e=. 便 有 - 
МЄ А = ис, х) Бун — YC, xO] + м 


DG) DCs) f 
+ 5 [ее s, 99, „8. G23-29) 
< | 
ЖН УС, х,), ВН 
И 5) 一 一 一 


= ЕО FC) 


1+ (= 5 TE у 


Pirr + > | Ск, E> ОКЕ, ss Фа 
十 —n[ — = (12.3-30) 
Ł + s) —— $0 фос, 


мы, 式 (412.3- ORMA, 这 时 有 


W(xrg, s)—— Бо 


Ува = —— Е($), (12.3-31) 
I + W(<;, 5) - : 
D 


由 此 , 
(х.з DGS C; | 
УЧ 一 ВС > А i . (12.3-32) 
1 + Иске > DDG 5 5 
Н И ПЕ ААО ЕА. | 


把 式 (12.3- Ра. PODOR № = 0), 得 到 


. UG) 一 о : - (12.3-33) 
1+ (ти, 5) 一 一 -一 DO ' 


将 式 (12.3-33 代 回 到 式 (12.3-26) 中 (此 时 ОКЕ, ғ, ФКЕ)) = 0), 便 有 


(х, 5) 55 


yG, х) = ——( | 
. 1 + W(x;; 9 一 一 一 55 
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由 此 , 
W(x, s) 一 一 一 
т) 一 一 一 2 一, (12.3-34) 
. l+ WG OPC 
这 就 是 系统 状态 对 输入 的 闭路 传递 函数 
我 们 注意 到 系统 输出 对 输入 的 传递 函数 
pG. y = У) 
ИЫ ЕС) 
是 闭环 传递 函数 , 而 


К(=, х.) 一 Wlas s) 


f DG) 
是 开 环 传递 函数 ,它们 之 间 的 关系 是 
КС, xg) 
$G, z.) = 1 + KÇ, "SS 


这 和 第 三 章 中 式 (3. 7-7) 完 全 一 致 
| 对 本 节 式 (12.3 3-1) 的 系统 ， 分 布 参 数 对 象 的 传递 函数 由 式 (12.2- 22438 


„ы 


控制 器 的 传递 函数 为 


所 以 系统 的 闭环 传递 函数 为 
i—x 
—akch—— s 


@G, х) = 
{Ts + Dh 二 5 一 - akh ZE 


_ 最 后 ,我 们 特别 指出 一 关 经 这 通 到 的 分 布 参数 系统 在 这 关系 统 中 ， 分 布 参数 环节 的 
РА 所 谓 亚 纯 函数 就 是 除去 极点 外 再 没有 其 它 奇 点 并 在 所 有 其 余 点 上 
解析 的 复 变 函 数 。 亚 纯 函数 一 定 能 表示 成 两 个 整 函 数 之 比 ， 整 函 散 是 在 复 平面 上 处 处 解 
УЗИ, 分母 整 函数 的 零点 就 是 亚 纯 函数 的 极点 .因为 整 函 数 至 多 有 可 数 多 个 堆 
点 ,所 以 亚 纯 函 数 也 至 多 有 可 数 多 个 极点 ,而 且 没有 有 穷 聚 点 。 亚 纯 函 数 可 以 看 成 有 理 分 
式 的 推广 , 整 函数 可 以 看 成 多 项 式 的 推广 ， 亚 纯 函 数 和 有 理 分 式 有 许多 类 似 的 性 质 . 

当 分 布 参数 系统 传递 函数 为 亚 纯 函 数 时 ,我 们 把 这 种 分 布 参数 系统 叫 作 正 则 系统 。 

对 于 前 面 讨论 的 这 类 系统 ,如 果 是 正则 系统 ,根据 式 (12.3-25), 格 林 函 数 可 以 写成 

= Ва, Ё, 5) 
A G, Ë, 0) = 4 

式 中 BCx, Ess) 和 AG) 都 是 :的 整 函数 ;而 


W(x, 5) = (x, 0, S) = вд), 
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由 式 (12.3-317 知 道 
В(х,, 0, 5) 
АСР) Blzxg, 0, 5) 
YG; Xg) d + B(x,, 0, ғ) FCs) = ACDC) + В(х,› 0, ғ) ЕС), 
46)0() | 


我 们 把 方程 

DC) = ACDC) + Bleis 0, д) =0, ` (12.3-35) 
叫 作 系统 的 特征 方程 ， 显 然 ZG) 是 个 整 函数 ， 以 后 会 看 到 , 这 个 整 函数 的 零点 ( 即 特 
征 根 ) 分 布 ,决定 了 这 个 系统 的 稳定 性 . 
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对 于 分 布 参数 控制 系统 的 动态 性 能 ， 首 要 和 基本 的 要 求 是 系统 的 稳定 性 。 也 就 是 要 
求 系统 在 各 种 不 利 因素 的 影响 下 ， 仍 能 稳定 地 工作 而 不 发 散 。 这 一 点 和 对 集中 参数 系统 
稳定 性 的 要 求 是 一 样 的 。 但 是 ,由 于 分 布 参数 系统 有 无 穷 多 个 自由 度 , 其 稳定 性 问题 要 比 
集中 参数 系统 复杂 .例如 ,对 线性 集中 参数 系统 , 只 要 系统 所 有 的 本 征 值 都 有 负 实 部 , ЯБ 
么 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 。 但 对 分 布 参 数 系统 来 说 ,即使 系统 的 本 征 值 都 有 负 实 部 ,系统 
也 不 一 定 浙 近 稳定 。 目 前 ,关于 分 布 参 数 系统 稳定 性 的 研究 ,仍然 是 个 十 分 重要 的 问题 . 

分 布 参数 系统 的 稳定 性 包括 两 个 方面 的 问题 ,一 个 是 系统 稳定 性 的 准则 是 什 笋 , 另 一 
个 就 是 按 给 定 的 准则 如 果 系 统 不 稳定 时 ,如 何 能 使 系统 稳定 , 即 所 谓 系 统 的 镇 定 问题 ， 我 
们 先 来 说 明 分 布 参 数 系统 稳定 性 的 概念 ， 

我 们 知道 ， 稳 定性 概念 的 一 个 中 心思 想 就 是 未 受 扰 运 动 U (O 和 一 切 相对 于 U (O 
的 受 扰 运 动作 比较 ,也 就 是 说 ,把 系统 的 预定 工作 状态 和 一 切 受到 扰动 后 的 工作 状态 作 比 
较 ,由 此 来 研究 系统 在 受到 扰动 后 ,是 否 仍 能 保持 在 预定 的 工作 状态 上 ， 为 了 要 作 这 种 比 
较 ,就 必须 有 一 个 用 来 权衡 系统 所 处 的 两 个 不 同 状态 是 “接近 ”还 是 “远离 ”的 尺度 ， 这 个 
尺度 就 是 两 种 状态 的 “距离 ”， 对 于 集中 参数 系统 来 说 , 这 种 尺度 就 是 第 二 章 中 式 (2.4-3) 
所 规定 的 欧 氏 空间 中 两 点 的 距离 。 由 于 分 布 参数 系统 有 无 穷 多 个 自由 度 ， 我 们 自然 会 想 
到 ,应 该 在 无 穷 维 空间 来 研究 这 个 问题 。 第 二 章 中 所 讲 的 距离 空间 , 希 尔 伯 特 空间 等 就 是 
我 们 所 需要 的 这 种 空间 . | 

我 们 先 从 一 个 具体 系统 的 稳定 性 问题 研究 起 ， 然 后 就 一 般 系统 的 稳定 性 给 出 严格 定 
Хх. | 

给 定 系统 的 状态 方程 为 

Dea) Рику, ӘУ, 0), 
Әг" д: `` 


4”и (г) 
di” 


当 系统 的 边界 条 件 和 初始 条 件 给 定 后 ,系统 的 解 就 唯一 确定 了 。 
这 个 系统 的 状态 是 由 ”个 双 变 量 函数 yG, 1), О... 9 рь ав 


= fs, и, 4% ,.. `y). (12.4-1) 
d: 


Өг! 
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变量 函数 (O), 40 и 描述 的 。 园 定 任 一 时 刻 4， 系 统 状态 是 + 个 * 的 函 


а ры 


Вот В yG, о» ЭХ y | 


TA д" 


_ _ 44 Ө; 
t=t 5 dt 


e= 


Е А РД 


а"! 

KARDAN, 把 ” 个 单 变量 * 的 函数 al), о, (к) Rim МК В. Prs to Вы 看 成 
一 个 向 量 (或 点 ) z， 并 记 作 z= Сол (ж), - -is о, (ж), Bx. Вы), ЖН ale), í = 
1,2,--., n; В i= 1, 2, 5555 т 仍 叫 作 向 量 的 分 量 。 我 们 规定 , 当 且 仅 当 z 中 所 有 分 
量 都 恒 为 零 时 , 叫 z AFAR. 两 个 向 量 za 和, 当 且 仅 当 它们 对 应 的 分 量 都 相等 时 , 则 
Ж z 和 z, 是 相等 的 .把 所 有 这 种 向 量 的 全 体 记 作 允 , 对 中 任意 两 个 向 量 z, 一 ele), 
Cala), -`am (я) › Ви Pns ` 6,43 Ж Z = (о (х), analt) 5:55 G, (ж), Ва» Pn: `В) 
定义 一 个 正 的 实数 和 它们 对 应 ， 


обв» в = [>] бен — ааб У + D (оак | 88 
PAOR a ON 


— 00) 
| 十 … + + У (и Jari Jeri 


+ (Ви — в ++ (Bn — ву . (12.4-2) 


dæ; 2 


我 们 把 oC.) HE 9 中 的 距离 。 它 有 以 下 三 个 性 质 : 

(1) Ри, 2:) 之 9， 当 且 仅 当 z= 2. Ч рб, =) = 0, ЕЯ). 

(2) ож» z;) == р(2,, 21), 《对称 性 )。 

(3) o(mz 21) < Сан, z.) + p(z;, 2,), (= ARSA). Е? АРЕНЕ,» 
叫 作 距离 空间 ， 当然 , 式 (12.4- жж» Жо 7л, 可 以 根据 其 体 问题 的 需 
要 而 赋予 不 同 的 距离 . 

如 同 欧 氏 空间 中 两 个 点 间距 离 一 样 , 式 (12.4- зуе p 就 表示 了 多 中 两 点 z, 
z, 的 “接近 ”或 “远离 "的 程度 ,如 果 五 和 z; 很 接近 , 即 ol) 一 алба), 一 12， 

Bi 一 Bas i= 1, 2, 5-5, m 都 很 小 时 ,那么 2 就 很 小 反之, 如果 距离 © 很 小 ， 那么 这 些 
差 值 也 就 很 小 ,从 而 z 和 z, 就 很 接近 , 当 р=0 М, 2. 和 z; :就 完全 相等 了 . 距离 ?好 
比 一 把 尺子 ,用 它 可 以 度量 空间 中 任意 两 点 之 闻 的 相对 距离 。 

在 9 中 给 定 一 个 点 z 和 一 个 小 的 正 数 ,一切 和 2, 的 距离 小 于 s 的 点 和 А, 
ER z, В е 邻 域 。 它 是 一 个 以 五 为 球 心 s 为 半径 的 小 球 。 凡 在 这 个 小 球 内 的 点 和 z: 的 
距离 都 小 于 є. 

如 果 距 离 空间 史 中 的 点 z 是 上 的 函数 , 即 z 的 每 个 分 量 都 是 z 的 函数 , 记 作 zG) = 
Соң (2, х), аб, х), "5 а,б, ), AG), "75 Вы (0). 那么 当 * 变化 时 , =) 便 从 
空间 9 中 一 个 点 变 到 另 一 个 点 。 我 们 把 由 于 * 的 变化 而 使 O 变化 所 历经 的 点 集合 ， 
叫 作 9 中 的 #2”. #20) 的 每 个 分 量 对 z 都 是 连续 里 数 ,就 说 曲线 ztz) 对 z 也 是 连 
续 的 . 


390 Е 第 十 二 章 “ 分布 参数 控制 系统 


假如 我 们 任意 固定 一 个 时 刻 ? 并 令 yG, x) = =G), r o = =G), --.. 
О оне), а) вото 80 一 pn， 那么 系统 式 (12.4-1) 在 + 时 刻 的 、 
状态 便 对 应 于 距离 空间 习 中 一 个 点 z = (оа (а), са, (я), Bo 77, Вы), Жа 
描绘 点 . 当 * 连续 变化 时 ,系统 状态 也 随 之 变化 ,从 而 描绘 点 z 在 允 中 对 应 地 描绘 出 一 条 
“曲线 ”把 它 叫 作 系统 的 运动 轨迹 , 记 作 2 (e) 。 因 此 ,系统 式 (12.4-1) 是 在 :一 x 初始 条 
件 为 Z = (p (z); `. `p,- (z), Ию» dp "°` umio) 时 的 运动 ， 并 在 空 534] 9 中 对 应 一 条 从 
五 出 发 前 运动 轨迹 二 (9) . 

现在 ,我 们 来 建立 系统 式 (12.4-1) 的 稳定 性 概念 ， 

设 系统 在 := 时 从 为 出 发 的 运动 轨迹 为 z= (2) ， 它 是 系统 的 预定 工作 状态 , 称 它 为 未 
受 扰 运 动 ,如 果 系 统 在 :一 am 时 受到 了 某 种 干 枕 , 使 初始 条 件 不 再 是 za, E 8, 一 (go(z)， 
AOF “> ф„-—1(*), бю» `. "ть Zo >< 20, 5682 ,受到 千 扰 后 的 系统 工作 状态 ， 使 是 

一 条 在 :一 和 时 ,从 为 出 发 的 运动 轨迹 200), 它 称 之 为 相对 于 z(z) 的 受 扰 运 动 . 

如 果 任 意 给 定 一 个 正 数 s, 总 存在 一 个 正 数 д, CRA n = 有 关 , 对 任意 pCzo, &) < 
ë 的 So, 使 所 有 + > n RA pl), E) < e, 我 们 就 说 未 受 扰 运 动 z(#) 是 稳定 的 . 此 
外 ,如 果 当 :一 oo 时 ,车 有 pCz(z) ,多 (#)) 一 0, 则 称 未 受 抗 运动 z(t) 是 渐 近 稳定 的 . 当 
8 只 和 = 有 关 而 与 各 无关 时 , 则 叫 作 一 致 渐 近 稳定 . | 

反之 ,对 任意 的 正 数 e, 找 不 到 这 样 的 5, 那么 未 受 扰 运 动 z (O 就 是 不 稳定 的 ， 

未 受 扰 运 动 24) 是 空间 9 中 一 条 从 zo 开始 的 连续 曲线 ,我 们 沿 这 曲线 的 每 个 点 
z (O), 作出 它 的 6 邻 域 , 同 时 对 点 作出 它 的 5 邻 域 。 如果 系 统 在 如 时 从 zw 的 5 邻 域内 
任意 点 出 发 ,其 运动 轨迹 在 任意 时 刻 > 时 的 状态 ,总 位 于 末 受 扰 运 动 同一 时 刻 z 的 状 
6 =(:) 的 8 邻 域内 ， 那么 未 受 护 运 动 x(?) 是 稳定 的 。 这 就 是 运动 稳定 性 的 定义 在 距离 
空间 多 中 的 几何 解释 . 

可 以 看 出 ， 分 布 参数 系统 稳定 性 的 这 种 定义 ， 实质 上 是 集中 参数 系统 李 牙 普 诺 夫 稳 定 
性 定义 的 推广 . 


我 们 来 讨论 一 个 例子 . 式 (12.3-1) 给 出 的 分 布 参数 系统 ， Жи ғ), 22, 


a (O), $ z = (ож), а, (ж), и), 0 < x $1, 定义 距离 
ож, ж) 一 {Cmax [ал бе) 一 а (=) 12 + Cmax |an (=) - — anla) |P + Ga — 9312, 


则 所 有 的 = 构成 距离 空间 9， 系统 的 运动 描述 了 9 中 一 条 曲线 zG) 一 (6, >, 
ди» =), А 
д: о). 


现在 看 一 下 系统 零 解 的 稳定 性 , 即 +G, x) = 0, 90 = 0， u(t) = 0 的 稳定 
性 , 它 相 当 于 零 初始 条 件 下 系统 的 解 (平凡 解 ). 现 给 任 一 非 零 初始 条 件 01) 一 pa), 


эс х) | 一 ple), и(0) = и, В 2 = (ф(*), ф(*), uo), Н 20 出 发 的 系统 运动 
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E% 20) = CG, y 2 х) игу), ЖЕНЕ РЕНАН ВОЯ е, 


总 存在 正 数 a, CRA e ARAE zo REC max gs) РЕ так. [+ d) < 
ЭР |+) | се, 则 零 解 是 稳定 的 ,此 


5， 就 有 {(maxjr(e x)|)? + (mix 
teo V 一 0。 则 系统 


Ər (z, х) 
0: 


外 , 当 上 一 co 时 ,还 有 {Cmax rG, x)| + (max 


是 渐 近 稳定 的 . 

如 果 系 统 的 任务 是 保持 圆柱 体 在 z = x, 处 的 扭 角 为 零 , 这 时 受 扰 运 动 和 未 受 护 运 动 
就 不 必 作 全 局 性 比较 ,只 要 对 z) 中 的 一 个 分 量 -G, z) 和 零 状态 作 比 较 就 能 反映 出 系 
统 工作 性 能 了 .这 时 稳定 性 可 以 定义 如 下 :对 任意 给 定 的 正 数 e, 总 存在 正 数 a, BAA E 
有 关 , 对 任意 ,只 要 {Cmaxj фае) |) + Стах фае) [+ Е ө, WA 150, zo)| 


二 s， 我 们 就 说 系统 的 零 解 是 稳定 的 。 此 外 , М :一 © 时 ,还 有 |С, x] 一 0， 那么 
系统 就 是 渐 近 稳定 的 . 
下 面 ,我 们 讨论 一 般 分 布 参数 系统 的 稳定 性 定义 
在 第 12.3 节 中 , 我 们 曾 指 出 ， 一 般 分 布 参数 系统 可 以 用 偏 微 分 方程 组 表示 成 式 
《12.3-9) 的 形式 。 稳 定性 问题 只 考虑 系统 的 自由 运动 就 够 了 , 即 可 令 fz, ж) = 0。 这 时 
给 定 系统 的 状态 方程 为 
СЕ: = LG, x, UCG, =), (12.4-3) 


边界 条 件 和 初始 条 件 分 别 由 式 (12.3-11) 和 (12.3-10) 确 定 。 我 们 假定 系统 的 解 存在 而 且 
是 唯一 的 . 

设 系统 的 状态 空间 为 9。 在 其 上 定义 的 距离 为 p。 它 具有 前 面 说 过 的 距离 的 三 个 性 
质 ,因此 5 就 是 距离 空间 。 在 讨论 稳定 性 的 问题 时 ,只 要 有 了 距离 就 够 了 。 但 在 讨论 分 布 
参数 系统 其 它 问题 时 ,仅仅 有 了 距离 还 不 够 , 还 必须 要 求 状态 空间 有 更 多 的 性 质 , 这 时 一 
般 的 距离 空间 不 便于 作为 系统 的 状态 空间 ,通常 是 巴 拿 赫 . (Banach) 空间 或 希 尔 伯 特 空间 
等 作为 系统 的 状态 空间 选取 什么 样 的 函数 空间 作为 系统 的 状态 空间 这 与 研究 分 布 参数 
系统 的 具体 问题 有 关 . 

对 系统 式 (12.4-3), 在 给 定 边界 条 件 式 (12.3-11) 和 初始 条 件 UG, x)|,=, = ИК 
后 ,方程 的 解 便 决定 了 系统 的 一 个 特殊 运动 ,用 @G, x, UK), л) ERRIME, CE 9 
中 的 一 条 曲线 ,用 Tu, 表示 Гос. 9 ЕЖА О 81 Го, 的 距离 定义 为 

AU, Гир = „inf е0, U), C12.4-4) 


现 给 定 另 一 初始 条 件 已 C(x)， 系 统 式 C12.4-3) 在 这 个 初始 条 件 和 边界 条 件 式 C12.3-11) 下 
的 解 ФС, x, Ü (x), к) 也 是 驴 中 的 一 条 曲线 , 记 作 TD EX Tu, 和 Го, 的 距离 为 
в(Гиь» Гӧ,) = зар plU,Ty,). (12.4-5) 
Uer, 
现在 来 定义 系统 式 (12.4-3) 的 运动 ФС, x, U), и) 的 稳定 性 ， 如 果 对 任意 给 定 的 正 
数 e, 总 存在 一 个 正 实数 a, 它 依赖 于 s 和 za, з АЗЕ О Ох) eO Го) < aÇe, 
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w) 时 ,总 有 oD, To) < в 成 立 ,我 们 就 说 未 受 扰 运 动 ФС, x, UC), и) 是 稳定 的 . 
此 外 ,如 果 当 z— co 时 ,还 有 рСГб,, Tu) 一 0, 我 们 就 说 未 受 扰 运动 ФС, x, Ua), to) 
是 渐 近 稳定 的 。 如 果 5 只 和 e 有 关 而 和 和 无关 时 , 则 叫 作 一 致 渐 近 稳定 。 

当 给 定 了 正 数 в, 找 不 到 上 述 的 (в, в) 时 , 则 未 受 扰 运 动 BCz, x, Ul), t) PE 
不 稳定 的 . 

运动 稳定 性 的 这 个 定义 和 我 们 对 系统 式 C12.4-1) 所 作 的 定义 实质 上 都 是 一 致 的 ， 

需要 强调 指出 的 是 ， 未 受 扰 运动 的 稳定 性 显然 与 距离 p 的 具体 选择 形式 有 关 . 同一 
个 系统 ,未 受 扰 运 动 在 这 样 规定 的 距离 下 是 稳定 的 ,而 在 另外 规定 的 距离 下 却 可 能 是 不 稳 
定 的 . 因此 ,对 具体 系统 所 选择 的 距离 o 必须 能 反映 系统 的 工作 性 能 和 工程 实际 的 需要 . 

如 果 系 统 是 线性 的 , 则 式 (12.4-37 变 成 了 如 下 形式 : 


2000) = га, ИС, x), (12.4-6) 


其 中 LG, х) 是 矩阵 微分 算 子 ， 

和 集中 参数 系统 一 样 ,对 于 线性 系统 ,任何 一 个 未 受 扰 运 动 的 稳定 性 等 价 于 系统 零 解 
的 稳定 性 (所谓 零 解 就 是 系统 在 零 初 始 条 件 下 的 解 , 它 在 任何 时 刻 的 状态 都 为 零 )， 从 而 
系统 要 么 全 体 运动 都 稳定 ,要 么 全 体 运动 都 不 稳定 。 因 此 , 对 线性 系统 来 说 , 提 系 统 是 否 
稳定 是 有 意义 的 ， 

但 对 非 线 性 系统 来 说 ， 一 般 存在 稳定 和 不 稳定 两 类 运动 。 系 统 可 能 在 这 种 预定 状态 
下 是 稳定 的 ,而 在 另外 预定 的 工作 状态 下 却 是 不 稳定 的 。 因 此 , 对 非 线性 系统, 应 严格 区 
别 某 个 运动 的 稳定 性 和 整个 系统 的 稳定 性 。 

在 给 出 了 系统 稳定 性 准则 以 后 ， 如 何 判 断 一 个 系统 的 运动 是 否 稳定 呢 9 对 集中 参数 
系统 有 李 雅 普 诺 夫 函 数 直接 方法 ， 这 个 方法 不 要 求解 系统 的 运动 方程 ， 而 是 构造 一 个 李 
雅 普 诺 夫 函数 ,根据 这 个 函数 的 性 质 去 判别 系统 运动 是 否 稳定 。 无 论 线 性 或 非 线性 系统 ， 
常 系数 和 变 系数 系统 ,这 个 方法 都 可 以 应 用 。 但 是 在 应 用 中 ,一 个 很 大 的 困难 就 是 不 容易 
找到 李 雅 普 诺 夫 函 数 

对 于 分 布 参数 系统 ,把 集中 参数 系统 的 李 雅 普 诺 夫 方法 推广 到 分 布 参数 系统 上 来 ,也 
有 许多 工作 ,下 面 我 们 介绍 一 下 这 方面 的 内 容 外 . 

对 系统 式 (12.4-3)， 当 初始 条 件 UN(z) 给 定 后 ， 令 在 边界 条 件 式 (12.3-11) 下 的 解 
ФС, x, UG), n) 是 未 受 扰 运 动 。 它 是 罗 中 一 条 曲线 ,用 Го, ЖЕ. Го, 的 * 邻 域 是 
HRE KU, Tu) < r 的 多 中 点 口 的 集合 , 记 作 NGCTw,。r)。 任 给 一 初始 条 件 CCx)， 
在 这 个 初始 条 件 下 ,系统 式 (12.4-3) 的 运动 ФС, x, DCx), 6) 对 OG, х, Ох), в) 是 
受 扰 运 动 , 记 ФО, x, бх), t) У 9 PARRA ГО. 

未 受 护 运 动 ФС, x, Ua), a) 稳定 的 必要 和 充分 条 件 是 存在 一 个 实 泛 函 VC, 
U), CHRE >00 N(Tu,, r) 中 的 点 UG) 都 有 定义 ， 并且 

(1) 对 任意 充分 小 的 正 数 s， 当 oU, Tu) > el 时 ,总 存在 一 个 正 数 e， 使 得 对 所 
有 的 220, ЖЖ УС, ОСх)) > E. 

(2) 当 pU, Ги.) 一 0 时 ,对 z 2, 一 致 地 有 

m ГС, UCx)) = 0. 
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(3) 128 VG, UG) 在 Го, 上 的 最 大 值 , 即 
V'G, Ох), 0) = sup VG, О) 


САЗА 
对 所 有 t:> tr 是 不 增加 的 . 

以 上 是 系统 运动 稳定 的 必要 充分 条 件 ， 在 这 些 条 件 下 , 如 果 还 有 

(4) 函数 VG, бх), n) 对 于 Ти, 88 Мо, 8) 内 的 所 有 Oa), 4 
1—0 时 ,V(t Ü,, в) 一 0， 那 么 (1) 一 (4) Е ФО, x, U), n) 渐 近 稳定 的 必 
要 充分 条 件 ， 此 外 | 

(5) 如 果 对 Ги, 的 8 BR NT u 5) 内 的 所 有 би), ь 一 致 地 有 lim УС, 


Ü CD, 0) = 0, HJ (1 一 (5) 是 运动 PU, x, О), n) 一 致 浙 近 稳 定 的 必要 充分 条 
+. | 
这 一 事实 的 详细 证 明 , 可 参阅 文献 [33]， 从 上 述 我 们 可 以 看 出 ,问题 的 关键 在 于 找到 
LEA VG:, UCx))。 对 于 一 般 的 分 布 参 数 系统 ,找到 这 个 实 泛 阔 УС, Их) 是 比较 困 
难 的 ,但 对 某 些 特殊 系统 ,VC(z, UKx)) 是 可 以 作出 来 的 作为 上 述 结 果 的 应 用 ,我 们 讨论 
下 述 的 线性 系统 : 
Ue. x) = LUG, x). (12.4-7) 


系统 的 状态 空间 9 = LxX8) x LAQ) X + x LKO), LAO) 是 希 尔 伯 特 空间 ,是 ” 
个 LKO) 空间 的 积 空间 , 它 仍 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 工 是 多 中 秆 阵线 性 算 子 ，5 中 的 函 
数 (也 叫 多 中 的 元 》 UG, x》 的 东 6 数 定义 为 | 

[UC OF = (UG, x), UG, о = {| UG, «Иа, као", G12.4-8) 


式 中 = ЖАЯА АЕ А, Co o 表示 9 中 的 内 积 。 由 范 数 式 (12.4-8), 可 以 给 出 允 中 任 
意 两 个 元 的 距离 
plU, UD = |0, — ОЛ, О, Ue $. (12.4-9) 
由 于 式 (12.4-7) 是 线性 系统 ,我 们 可 以 只 考虑 零 解 的 稳定 性 ， 为 此 , 考虑 如 下 的 正定 
XZA: 
VG, UCx)) = |. UG, ФИО, x)40 = (UG, x), UG, x)5ə, (12.4-10) 


容易 验证 ,上 述 的 (1) 一 (2) 条 件 ，V(:, UCx)) 都 自动 满足 ， 如 果 Va, UCx)) 对 :的 导 
数 小 于 或 等 于 零 , 即 


=. VG, UCx)) = A (UG, x), UG, ху» = (LUG, x), UG, ху», 


+ (UG, х), ГОС, x)>s < 0, (12.4-11) 
其 中 UG, х) 是 非 零 初始 条 件 Üw F. 方程 (12.4-7) 的 解 .条 件 式 《12.4-11) 说 明 
VG, ОЖ : 是 不 增 的 ,因此 C3) 中 的 ，VGz, 胡 (x), n) 也 是 对 >r 不 增加 的 ,这 样 ， 
条 件 (3) 满 足 , 所 以 系统 式 (12.4-7) 是 稳定 的 。 式 (12.4-11) 有 明确 的 物理 意义 。 在 很 多 实 
际 系 统 中 ，V(z, UG) 代表 系统 的 能 量 , 当 条 件 式 412.4-1127 满 足 时 ,表明 这 种 系统 只 有 
能 量 的 转换 和 耗损 ， 而 没有 能 量 的 增加 。 所 以 它 是 稳定 的 系统 ， 线 性 算 子 L, EWER 
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件 式 (12.4-11) 时 , 叫 作 逸 散 算 子 ， 

以 上 关于 系统 运动 稳定 性 的 准则 ,并 没有 和 系统 的 具体 结构 建立 直接 联系 。 因 此, 它 
适用 的 范围 比较 大 ， 在 考虑 到 具体 系统 的 特点 时 ， 我 们 还 可 以 有 其 它 稳定 性 判定 准则 . 
下 面 我 们 就 线性 常 系数 系统 的 稳定 性 作 进 一 步 的 讨论 。 

我 们 知道 ,一 个 线性 常 系数 集中 参数 系统 


dx 的 = Axt), х(0) = x, 
dt 


的 解 为 x(z) = efx с" 是 系统 的 基本 解 矩 阵 ， 它 是 R, САВО ВАЎК GEAN), 
RAA FHA, “lm = ЕСК, PERE Е), ¿46 45 = Ant, e (е4ну = 
ee 表示 et 的 道 矩阵 ]， 这 就 是 说 е 具有 群 的 性 质 ， 这 个 系统 
的 稳定 性 完全 取决 于 算 子 《和 矩阵 )4 的 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 。 例 如 , 4 的 本 征 值 均 有 
负 实 部 时 ,这 个 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 ， 

”对 于 线性 常 系数 分 布 参数 系统 ,在 一 定 条 件 下 :也 有 类 似 的 性 质 ， 考 虑 下 述 线性 分 布 
参数 系统 


200 х) 一 LUC, x), UG. x)| =, = Ux). (12.4-12) 


工 的 定义 域 记 作 DCL). U(x)€ DCL). 

系统 式 (12.4-127) 的 解 UCz, х), 一 般 来 说 ,不 是 群 而 是 半 群 。 在 第 二 章 里 已 经 讲 过 ， 
ІЖ Ў ФЕИТ ТС) 的 生成 算 子 时 , 式 (12.4-12) 的 解 可 以 表示 成 

Ule, x) = ТФ Ож) = Ux), Ох) € DCL), 《12.4-137 

这 时 系统 式 《12.4-12) 的 稳定 性 完全 取决 于 工 的 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 ?， 类 似 于 集中 
参数 系统 ,对 于 系统 式 C12.4-12) 有 以 下 事实 成 立 ， 

对 于 系统 式 (12.4-12), 假如 工 是 有 界 算 子 半 群 的 生成 算 子 , 工 的 本 征 值 都 有 人 负 实 部 ， 
并 且 所 有 本 征 值 负 实 部 的 上 确 界 7 小 于 零 , 即 у < 0， 那么 系统 式 (12.4-12) 是 渐 近 稳定 
的 。 如 果 工 的 本 征 值 都 是 单 重 的 ;并 且 都 有 负 实 部 ,那么 系统 式 (12.4-12) 是 稳定 的 . 假如 
至 少 有 一 个 本 征 值 具有 正 实 部 ,那么 系统 式 (12.4-12) 一 定 是 不 稳定 的 ， 

作为 例子 , 我 们 讨论 第 12.3 节 中 带 有 常 微 分 控制 器 的 分 布 参数 反馈 系统 式 
《12.3-8)09 

受 控 对 象 的 运动 方程 为 

m(x) u + C(x) ĉu + B(x) ĉu + = EJ(x) а 一 一 (> ив. 

R L; 空间 作为 受 控 对 象 的 状态 空间 , 即 一 切 在 (0,7) 上 平方 可 积 复 值 函数 的 全 体 , 按 通 
常 的 阔 数 相 加 和 乘 以 复数 的 运算 ,构成 线性 空间 。 若 在 其 中 引入 内 积 


<p, $> = j. ф(х) ф(х) dx (12.4-14) 
和 范 数 


1) 关于 一 般 算 子 的 本 征 值 概念 ,我 们 将 在 第 12.5 节 中 详细 介绍 ， 
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lel = Ср p = [едва (124-15) 


І L, 是 一 个 完备 可 分 的 复 希 尔 伯 特 空间 。 记 这 个 空间 为 Lx0, 1), AZER ВА ЦЕ 
空间 中 的 元 . 

受 控 对 象 的 状态 и, z), 35 z 给 定 后 是 zx 的 函数 , CE 1.00, Г) 中 的 一 个 元 ， 员 
Ж, u(t, x) 可 以 看 成 是 自 变量 为 上: 取 值 于 L0, D 中 的 函数 ,今后 记 作 “e. 于 是 ,上 
述 方程 可 以 写成 f 

mC) С 29 L Bu + Au = (х, g)b, (12.4-16) 
аг аг 

其 中 4, B, C 是 1,0,7) 中 的 线性 算 子 ， 


4 的 定义 域 рса) 是 由 Lx0，1) 中 具有 下 述 性 质 的 函数 ul) 所 组 成 : wo, Е (=) 


хи), £ ЕЈС ) 2 都 是 绝对 连续 函数 且 属于 1.00, 0), — T ЕЈС ao 40 也 


ах 2 
属于 LO, D, ЖЕ ВО =o, ФЕН — 0. 此 外 设 


х=0 z= 
25) х={ 


В = В 一 一 
«г, 


В 的 定义 域 DCB) 是 由 100, ID 中 那些 绝对 连续 函数 且 其 导数 仍 属于 Г.0,1) А 
数 u(x) 所 组 成 . 设 C(x) EARRAN, ШИТ C 是 定义 在 全 空间 1.00, D 上 的 有 界 算 
Fom 4, В ERAT. 

在 式 (12.4~16) 中 5 是 L0, Г) 中 的 元 . (+, D) 表示 К, 中 的 肉 积 ， 如 记 Сх = (x, 
8)65， 那 么 C 就 是 一 个 从 К, 到 1.00, 1) 中 的 线性 算 子 , 叫 作 反馈 算 子 。 

控制 方程 为 
4х — = Jx + ka. + kq» 
dt 
kı, № 是 R, 中 国定 的 常 向 量 , 7 是 > X n 阶 方 阵 , 它 是 К, 到 R。 中 的 线性 算 子 。 利 用 
L:C0, 0). 中 的 内 积 符号 ,可 以 把 测量 方程 qis Ф 写成 


Rk. (a...) =k. | Зи (ха (х)ах 一 Siu, а), = би, 


а (124-17) 


AP а, а 是 L0, D 中 国定 的 元 。 显 然 ， So S: 是 从 1.60, 0) 到 .R。 中 的 线性 算 子 ， 
叫 作 测 量 算 子 .因此 ,控制 器 方程 可 以 写成 


ах du 
SK = Jx + Su + 5,4, 
dt w ”dt 


整个 系统 的 方程 为 
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Фи - 


mt + с 2 ‚ t Ви + Au = —Gx, 

ар 
х = Jx + Чи + S, 一 一 du (12.4-18) 
dt dt ` 


式 中 m = то) 是 梁 的 质量 密度 ， 在 式 (12.4-14 中 。 如 果 带 有 权 m (0) 20, BD 
(e, Ф = | нр) Ф048, 
则 两 者 定义 的 范 数 等 价 .此 时 将 式 (12.4-18) 第 一 式 中 的 首 项 系数 变 为 1 ,从 而 得 到 


du са 4 Ви + Au = —Gx, 
ар dt 
dx ухи +, 9, (12.4-19) 
dt dt 
现 把 式 (12.4-19) 化 成 方程 组 , Ф u= u n= fy = = x 一 Sms 则 上 述 方程 变 为 
du y 
dt 25 
da, _ 


一 (4 十 Ви, — Си — Су 一 Си, 


= Ју + (Š, + Зи. (12.4203 


式 中 ui, и: € 1.00, Г, YER, 积 空间 $ = Е.2(0, D) x L,(0, Г) х Р, 是 一 个 希 尔 伯 特 
2518], № 5 作为 系统 式 C12.4-20) 的 状态 空间 ,上 述 方程 组 可 以 写成 


aY — ву, (12.4-21) 
dt . 
AP У = Ga, t> y2 € $, ` 
0 I 0 | 
в =|—(A+ В) — GS, -C —G| |. 《12.4-227 
5, + JS: 0 J 


多 是 9 中 的 线性 算 子 。 式 (12.4-21) 就 是 系统 的 状态 方程 状态 空间 多 中 的 元 Y = Са, 
> y) 的 范 数 为 
IYI = (Hali, + Вы, + [У ga} . (12.4-23) 
在 这 个 空间 中 任意 两 点 Y = (м, ww, У) 和 Z = (в, 0, ж) 的 距离 就 是 
pCY, 2) 一 — 211 = {ljm — liz, + №: 0402, + lly — zlik}. 

根据 前 面 的 讨论 ,系统 式 (12.4-21) 的 稳定 性 问题 ,完全 取决 于 算 子 A 及 其 本 征 值 的 
分 布 。 关 于 这 个 系统 的 稳定 性 问题 在 第 12.5 节 中 还 要 详细 研究 . 

在 应 用 传递 函数 方法 研究 线性 集中 参数 系统 稳定 性 时 ， 传 递 函 数 的 极点 分 布 完 全 决 
定 了 系统 的 稳定 性 .根据 极点 是 否 在 左 半 平 面 ， 提 出 了 各 种 稳定 性 判 据 ， 这 种 方法 也 可 
以 相应 地 推广 到 线性 第 系数 分 布 参数 系统 ， 我 们 以 第 12.3 节 讲 到 的 正则 系统 为 例 来 说 明 
这 个 问题 . 

式 (12.3-30) 系 统 的 输出 为 
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YG, z) 一 PO (р 
1 + W (x,, 3—— DE 


wer) BE + D [E o Cens E DOE о pe 
+ 


1 + ИС, s) 一 一 一 DG 


在 讨论 稳定 性 时 , 令 ЕС) — 0. 将 WC s) = Pn 代 到 上 式 便 得 到 


мс) ВС, „0,9 роу | ace ПОКЕ, ФКЕМЕ 
YG, z) = ACDC) + BCÇxz,, 0, ғу. 

它 是 由 初 值 引起 的 自由 运动 yG, z) 的 象 函 数 。 设 它 满足 第 12.2 节 中 有 关 拉 氏 变换 的 

一 切 性 质 ,这 时 yG, z) 可 由 反 演 公式 求 出 


> (12.4-24) 


= 1 vrtio st 
yG, Xa) T 2 Руб, x Je ds, I (12.4-25) 
根据 式 (12.3-35) 知 . . ! 
DC) = ACDC) + BGz;,, 0, s) = 0 (12.4-26) 


是 系统 的 特征 方程 . 

可 以 证 明 , 解 (12.4-25 ) 的 稳定 性 取决 于 特征 方程 式 (12.4-26) 特 征 根 的 分 布 . 

如 果 正 则 系统 特征 方程 (12.4-26) 的 特征 根 都 有 负 实 部 , 且 负 实 部 都 小 于 某 一 负数 
y <0, 那么 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 . 

同样 ,利用 位 移 定理 还 可 以 证 明 ， 如 采 正 则 系统 的 特 下 很 至 今 有 一 个 且 有 正 实 部 ， Я 那 
么 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 

这 种 根据 特征 方程 的 根 在 复 平 面 上 的 分 布 来 判别 运动 的 稳定 性 ， 和 前 面 所 讲 的 
根据 算 子 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 来 判别 运动 的 稳定 性 ， 这 两 者 完全 是 一 回 事 , 特征 
根 就 是 算 子 本 征 值 。 事 实 上 ， 当 用 拉 针 变换 法 解 方程 时 ， 设 方程 的 解 y(t, х) 的 象 函数 


YG, =) = ме, 2000) 一 0 是 系统 的 特征 方程 MGs, z) 是 包括 系统 初 值 在 内 的 关 
于 = 的 整 函数 。 如 果 这 个 系统 在 希 尔 伯 特 空间 9 内 化 成 如 下 微分 方程 : 
Oy(#, х) = АуСг, х), 
Oz 


yG, х)|. = ф(х), (12.4-27) 
其 中 4 是 根据 方程 边界 条 件 决 定 的 微分 算 子 。 假 定 它 是 9 中 有 界 算 子 半 群 T G) 的 生成 
算 子 ,根据 半 群 的 性 质 ,这 时 方程 (12.4-277 的 解 为 
yG, х) =T Gpl). (12.4-28) 
将 式 (12.4-287 两 边 进行 拉 氏 变换 , 便 得 到 


P yG, еа = |", T (() px) di = r eT (z) дгф(ж) 


= G — Ay p kr), (12.4-29) 
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这 里 利用 了 半 群 性 质 ，G ду |7 гота, В 


Ү(5, х) = (5 — ADe (z). 
或 者 


O = G — A)'g(x). C12.4-30) 


下 一 节 我 们 会 看 到 ，(s 一 4)-' 是 算 子 4 的 预 解 式 , 它 的 极点 就 是 < 的 本 征 值 (我 们 这 里 
仅 指 具有 紧 预 解 式 的 算 子 )。 而 式 (12.4-30) 左 边 的 极点 就 是 ZO) WEA 也 就 是 特征 
iB. Е | 
和 集中 参数 系统 一 样 ,如 令 传递 函数 中 * 一 ji， 得 到 的 便 是 系统 的 频率 特性 ， 上述- 
按 特 征 方程 根 的 分 布 判别 系统 稳定 性 的 方法 ,也 可 以 使 我 们 建立 频率 判 据 ,如 乃 村 斯 特 准 
则 。 同 样 ,也 可 以 建立 类 似 于 路 斯 -起 尔 维 次 的 准则 。 所 有 这 些 , 这 里 就 不 详细 介绍 了 . 
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在 第 12.4 节 中 ， 曾 把 带 有 常 微分 方程 控制 器 的 弹性 梁 控 制 系统 式 (12.3-8) 化 成 积 空 
E 9 = L0, 0) x L,(0, I) X R。 中 的 微分 方程 (也 叫 发 展 方程 ) 


£ = BY, (12.5-1) 
dt f 
其 中 
0 1 0 
Ф =|(—(4 +В + 65) 一 C —G|, 
($, + Ј5,) 0 Ј 
B 是 多 中 的 线性 算 子 . 


用 双 曲 型 方程 描述 的 弹性 膜 、 板 等 一 类 受 控 对 象 的 运动 ， 最 后 也 都 能 化 成 类 似 的 方 
程 ， 不 同 的 只 是 空间 变量 不 是 一 维 而 是 多 维 的 。 因此， 没有 必要 把 问题 限制 在 一 个 空间 
变量 的 情况 ,我 们 可 以 讨论 更 广泛 一 些 的 问题 . 为 此 ,在 m 维 欧 氏 空间 Rn 中, 取 一 有 界 开 
ARO, HARY OOL ME 12.4 节 中 所 讨论 的 情况 一 样 , 作 L,CO) 空间 , 即 一 切 在 9 
上 平方 可 积 复 值 函数 的 全 体 ,在 其 中 定义 内 积 

Cp, p = KOOL? pEQ, (12.5-2) 
和 范 数 
Tell = <p, p% = (тев) ар), РЕЗ, (12.5-3) 
则 2,00) 就 是 一 个 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 ， 显 然 , 当 9 是 R, (直线 ) 上 的 0, D BF, ЕКО) 
就 是 前 面 用 到 过 的 LxX0, D. — 
ERZE $= 1,00) x LLO) x R。， 它 仍 是 希 尔 伯 特 空 闻 ， 允 中 任 一 元 Y = 


Ga из, y) 的 范 数 定义 为 
ПУ = {alle + Iel, + ПУ, }*. (12.5-4) 
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研究 控制 系统 
2 
du k c L Bu Au = —Gx, 
dt? dt 
dx Је t Siu t S, 96, (12.5-5) 
dt dt 
其 中 


Gx = (x, g)b, 
Siu = «8и, aki, 
du © du a 
=, < ° 2k,, (12.5-6) 
u = u(t, p) 是 受 控 对 象 ( 梁 、 板 、 膜 等 ) 的 状态 。4, B, C HE 100) 中 的 线性 算 子 ， 
a (p); 1=1,2, Ф(р) 都 是 LQ) 中 国定 的 元 ， 
控制 系统 式 (12.5-5) 同 样 可 以 化 成 9 中 的 微分 方程 
AY — BY, (12.5-7) 
dt 
其 中 Y€ $, 2 E $ 中 的 线性 算 子 ， 
在 受 控 对 象 的 方程 中 , 算 子 4 的 一 些 属性 是 比较 重要 的 .一 方面 , 受 控 对 象 的 边界 条 
件 能 单独 决定 4 的 定义 域 DC4); 另 一 方面 , 算 子 B, C, 5i, i 一 1, 2 的 定义 域 一 般 都 
大 于 DG4)， 即 DCBYDDCA), DCCJDDCA), D(S.22OD(A), i= 1, 2, Ева 
ЕЯ. 
算 子 4 通常 是 闭 笛 定 的 无 界 算 子 。 不 失 一 般 性 ,还 假定 它 是 自 伴 、 正 定 算 子 ， 它 的 逆 
《如 果 存 在 的 话 ) 是 紧 算 子 , 所 以 也 把 这 种 算 子 电 作 具有 紧 预 解 式 的 算 子 ， 比 如 ,两 端 自由 


的 弹性 妥 , 其 主 算 子 4 就 是 扒 述 弹性 恢复 力 2 EG) S 一 项 加 上 边界 条 件 所 确定 的 

И. 4 的 定义 域 DC4) 就 是 DCA) = fue € 00,0), а.а. -EJ (кди,, 部 
、 < o д — 

ВНЕ, H 2 " o}, 


容易 验证 4 是 自 伴 算 子 , 即 «Аи, vò = <u, Avy, Vu, v € DCA). 但 不 是 正定 的 ， 因为 当 
«=k (HROM u 一 x hf, Au 一 0, 4и, и) == 0。 这 就 是 说 , u = k 和 и = х 构成 
了 4 的 零 子 空间 。 以 后 我 们 会 看 到 ， 它 们 恰好 是 弹性 振动 的 零 阶 振 型 ， 对 应 的 是 刚体 运 
动 


EJ(x)ü,, 


EJ(z)ü,, € L,(0, р, Ей,» | 一 0， 
x=0 
x=1 


利用 泛 函 分 析 中 商 空 间 的 办 法 外 , 可 以 去 掉 4 的 零 子 空间 ， 从 而 使 其 变 为 正定 算 子 . 
泛 函 分 析 中 还 证 明了 ,在 这 种 情况 下 ,4 也 是 自 伴 正定 ,具有 紧 预 解 式 的 算 子 . 
今后 还 假定 DCBJDDCA?), 2(С)>0(4+), D(SDƏDCA:), i= 1, 2. 并 且 C， 
ВАТ, 5,47%, 1=1,2 都 是 定义 在 全 空间 LXQ) 上 的 有 界 算 于 。 在 实际 问题 中 ,这 些 
条 件 通常 是 能 满足 的 。 下面 的 所 有 讨论 都 在 这 些 假定 下 进行 ,以 后 不 再 重复 . 
现在 把 方程 组 (12.5-5) 化 成 更 对 称 的 形式 ， 为 此 , 设 и = u = Мф, и: = n = Фф, 
y = x — Sxa> M | | 
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do 1 
= 42 
dt ? 
e = — Atp — ВА-Ёф — Сф — 65. А-#ф — бу, 
У = Ју + (S, + JSDA”to. (12.5-8) 
令 W = СХ Ф, у), 
0 A O 
Jo 一 | —A: — ВАТ? — GSA: 一 C -中 
($, 十 J52) A 0 J 
则 式 (12.5-37 可 以 写成 向 量 形式 
| W _ gW. (12.5-9) 
dt 


再 令 


CSi + JSD4 0 0 
Hj x = 2 0. E, Ж n X n 阶 对 角 和 矩阵 
CI 
“. 0 


0 .. ‚ 0 <a < o os 


0 оо 
я = — С5,4-% 0 一 C 


On 


ш 是 4 的 最 小 本 征 值 ， 
不 失 一 般 福 可 设 4 是 自 伴 正定 算 子 ?，.er。 是 反 自 伴 算 子 , 即 .et = — 5 ат 
是 .ex。 HEMAT. РЖ 是 9 上 的 有 界 算 子 ,因此 有 DCm) 一 С). 显然 ， 


AT .ax + P 是 由 受 控 对 象 和 控制 器 的 结构 决定 的 , 而 7 是 把 受 控 对 象 和 控制 器 看 
合 起 来 的 反馈 算 子 . 


现 用 分 离 变 量 法 求解 方程 (12.5-7), Ф U (z) = (шем, me, ye”) 是 它 的 某 一 非 夫 
解 , 代 到 方程 中 消去 非 零 因子 M, REI 


Аи! == н, 


Диз = — Аш — Ви — Си, — Су — Сиз 


D 如 果 4 不 是 正定 算 子 ,可 以 在 式 (12.5-5) 中 用 4 + КЕ 4, «>20, ВФ B ої 代替 В, 是 恒 等 算 于 。 


= 931 
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ду = Jy + ($, + Ј8)ш, (12.5-10) 
即 有 
ду = BY, C12.5-11) 
AP У = (ша, uy). i 
同 理 ,如 设 Ф(:) = (ре, pe, ze) 是 方程 (12.5-9) 的 非 零 解 , 代 到 方程 由 消去 
с“. 19458] 


Аф, = A: px, 
АФ: 一 — Аф 一 ВА-ф, — Co; — GZ 一 С5,4-+фл› 
Аж = Jz + ($, + 78) Аф, (12.5-12) 


即 有 
AW =. W, | (12.5-13) 
其 中 W = (Ф, Pz 2). 

可 以 看 出 ,用 分 离 变 量 法 求解 方程 时 , 如 果 U (O = Ga, и, у)“ COE) = (фа Pos 
z)e*) 是 方程 C12.5-7) ((12.5-9)) 的 解 ,那么 1 和 对 应 的 (ww y) (Cp, pzs 22) 必 是 方 
程 (12.5-11)((12.5-137) 的 解 . 反之 ,如 果 л, Gas u У)(Сфі pa z)) 是 方程 (12.5-11) 
((12.5-137) 的 解 ,那么 U G) =Ga, из, y)ett((Qi, Pos Zz)e*) 必 是 方程 (12.5-7) ((12.5-9)) 
的 解 ，) 和 Ga, YX Cpo po z)) 不 是 别 的 ,就 是 算 子 Blr) 的 本 征 值 和 本 征 元 . 

设 五 为 希 尔 伯 特 空间 , 是 互 中 的 线性 算 子 《有 界 或 无 界 )， 对 于 复数 л, шн 
有 非 零 元 * 存在 ,使 ú= Ти RURA 一 Ти 一 0, 那么 2 叫 作 算 子 工 的 本 征 值 ,而 
也 作对 应 于 2 的 工 的 本 征 元 .如 果 对 于 a 一 T) 有 有 界 逆 算 子 (4 一 TEHE, W a ny 
作 工 的 正则 点 。 这 时 非 齐 次 方程 O — Tu 一 上 有 唯一 解 + = Q T Q — ТУ" 
BUHE THRE, CE Q TO- Т) = Q Ta — T) = I У, ГЕНЫ 
юная. 

ш 2 是 工 的 本 征 值 时 ,对 应 于 1 的 本 征 元 可 能 是 一 个 , 也 可 能 是 有 限 多 个 , 其 至 是 无 
穷 多 个 ， 这 些 本 征 元 之 间 是 线性 无 关 的 ,它们 张 成 互 中 一 个 子 空间 , 叫 作 本 征 子 空 闻 ， 这 
个 子 空间 的 维 数 叫 作 4 的 几何 重 数 ， 显 然 ; 本 征 元 构成 本 征 子 空间 一 组 基底 ， 

设 2 是 工 的 本 征 值 ，w 是 对 应 于 7 的 了 的 本 征 元 ,此 外 ,如果 互 中 还 有 ”一 1 个 元 
маз м. .zl 使 得 | 

CT — Дж = 0, 

CT — Ми = и, 

(T — и = Up (12.5-14) 
成 立 , 则 uis wy "ноа 叫 作 对 应 于 41 的 工 的 广义 本 征 元 (也 叫 根 元 )， 它 们 也 是 线性 无 
关 的 ,由 它们 张 成 的 子 空间 叫 作 广义 本 征 子 空间 (也 叫 根子 空间 》. 

假如 2 的 几何 重 数 为 m， 而 所 有 根子 空间 的 维 数 为 n, WA т + n ШЕЛК 
数 重 数 854 

在 线性 算 子 谱 理 论 中 ,一 个 算 子 有 三 种 谱 , 即 点 谱 , 连 续 谱 , 剩 余 谱 ， 所 谓 点 谱 就 是 算 
子 的 本 征 值 。 一 个 算 子 可 能 三 种 类 型 的 谱 都 有 ,也 可 能 只 有 其 中 一 种 ,甚至 有 的 算 子 根本 
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没有 谱 点 。 

我 们 前 面 说 过 的 具有 紧 预 解 式 的 线性 算 子 就 只 有 一 种 谱 ， 即 点 谱 ， 在 数学 物理 方程 
中 遇 到 的 大 多 数 微 分 算 子 ， 如 梁 , 板 , 膜 等 的 主 算 子 都 是 这 种 类 型 的 。 它 只 有 纯 点 谱 并 以 
无 穷 远 点 为 唯一 聚 点 ,每 个 点 谱 ( 本 征 值 ) 对 应 的 本 征 子 空间 都 是 有 穷 维 的 ,而 且 在 一 定 条 
件 王 ,这些 本 征 元 构成 空间 的 基 0424, 即 空间 中 任何 元 都 可 按 这 个 基 展 成 传 氏 级 数 . 

本 征 值 和 本 征 元 有 明确 的 物理 意义 。 以 梁 的 主 算 子 4 为 例 , 零 是 它 的 本 征 值 , 对 应 有 
两 个 本 征 元 a= k, u = *。 其 它 本 征 值 就 是 梁 的 固有 振动 频率 ， 对 应 的 本 征 元 就 是 固 
有 振 型 ， 零 本 征 值 对 应 的 是 刚体 运动 、w = k 对 应 质心 的 平移 ，o: 一 х 则 对 应 于 刚体 
的 旋转 . 

现在 回来 讨论 方程 (12.5-11) 和 (12.5-13), 可 以 证 明 .az 和 铬 的 本 征 值 问 题 是 等 价 
的 ,就 是 说 .er 和 铬 有 相同 的 本 征 值 ,而 且 对 应 于 同一 本 征 值 的 代数 重 数 也 是 相同 的 ,在 
本 征 元 和 广义 本 征 元 之 问 有 一 一 对 应 关系 吕 ， 设 办 是 .er NUS 的 本 征 值 , mr JE 1 КК 
数 重 数 ，,er 的 广义 本 征 元 为 Pm BELETA (Yo WENZIWE 
下 对 应 关系 


Ук = XÆ Duj, 1=0, 1,2, --т; — 1, 
A+ 0 0 

Kg -| 0 I. 0 ) | (12.5-15) 
0 0 Е | | 


1, Е 分 别 是 LAO) 和 R, 中 的 恒 等 算 子 . | 

既然 .er 和 B 的 本 征 值 问题 是 等 价 的 , 那么 我 们 只 要 研究 一 个 算 子 的 本 征 值 问题 
所 得 到 的 结论 对 另外 一 个 也 适用 ， 下 面 我 们 以 .ez 为 主 来 讨论 本 征 值 问题 ， 

RT м-н + Z, И = 5+. м 是 由 受 
控 对 象 和 控制 器 结构 决定 的 .在 没 加 反馈 算 子 T7 前 ,它们 是 分 开 的 ， 设 а. 是 具有 紧 
预 解 式 的 算 子 , 它 只 有 点 谱 、 复 平面 上 的 点 ,或 者 是 它 的 本 征 值 , 或 者 是 它 的 正则 点 ,而 它 
的 本 征 值 和 本 征 元 ,一 般 说 来 ,可 以 事先 求 出 . | | 

当 系 统 闭 合 后 ,由 于 S 的 作用 ,有 可 能 使 ey 的 正则 点 变 成 .az 的 本 征 值 ， 也 有 可 
能 使 .ex 的 本 征 值 变 成 .er 的 正则 点 ,设计 控制 器 的 目的 之 一 就 是 为 了 使 .er 的 本 征 
值 经 过 反馈 算 子 T7 闭合 后 ,使 本 征 值 朝 着 我 们 需要 的 方向 变化 . 比如 .ez: 的 本 征 值 具 
有 正 实 部 ,系统 不 稳定 ,但 适当 设计 控制 器 ,使 .er: 经 扰动 后 , 新 的 本 征 值 具有 人 负 实 部 ,从 
而 使 系统 稳定 ,这 就 是 系统 的 镇 定 问题 . 

为 了 书写 方便 ,把 .er 改变 一 下 形式 , $ 


нь №) 
Ы 4% — pa: —c /? 


_( ") 
Ai 0 JE 


再 设 а, = со, а), а, = (0, а), b = (0, b), 


о. 0 . . 
S=( о} 1=1,2, 


则 
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则 Жр | 
' F = ( —<6, ` , а, g)b —<-, o», 
| «©, - аА + <S; - ‚ а,)ЈА, 0 
Г, Sn i= 1, 2 是 100) x LAO) 中 的 线性 算 子 ,而 а, і = 1,2, Б Æ 1,00) x L, 
(Q) 中 国定 的 元 ， 算 子 Г 完全 由 受 控 对 象 决定 ，6;, i 一 1, 2 是 由 测量 算 子 决定 的 ,而 
J 是 由 控制 器 决定 的 . 
这 样 , 把 三 维 矩 阵 算 子 变 成 了 二 维和 矩阵 算 子 . ВХ, АТА 
ува, Тә, 0 
аа = а pw) 
HP ВО, Гь) = СА — Гь), R G) = Q — J>", 
定义 以 下 复 值 函数 , 它 对 下 面 讨论 谱 扰动 是 很 重要 的 . 
WC) = (КЖ, g)», ИА) = (КАЖ, g), 
H) 一 《SIRC ГБ, a), Hà) = (SRC, Tb, а, 
КО) = 1 + ИКОН, СА) + АИ САН, СА). (12.5-16) 
先 看 一 下 .ey 的 正则 点 经 F 扰动 后 的 变化 情况 . 
ША Е.с. ВЕДА, КСЛ) №0, МАП. wy = Z + Я 的 正则 点 ;但 车 
КСА) 一 0， 那么 4 必 是 .or 的 本 征 值 ,相应 的 本 征 元 为 l 
Ф = {Ю(4, Гб, ВСН. + H:Fk:)}, (12.5-17) 
ЖЮ, 的 几何 重 数 为 1， 而 代数 重 数 是 KA) 一 0 的 零点 重 数 , 设 4 是 KA) Юта 


gi КР ， 一 0，7 一 0 1 2,55 — 1, 则 对 应 的 广义 本 征 元 为 


Ф, = (тува, ГВ, 


> енун) + НСАЭЈЬ) }. (12.5-18) 
#=0 z: 
дн неа = “НР = 1.2. 


再 看 一 下 .er 的 本 征 值 经 2 扰动 后 的 变化 情况 ， 设 А 是 T, 的 本 征 值 y 的 正则 
点 。 对 应 入 的 TT 本 征 元 为 фи. 天 是 于 的 本 征 值 , 对 应 的 本 征 元 为 da, Го 是 TT 的 伴随 
算 子 。 再 设 2, 的 几何 重 数 、 代数 重 数 都 是 1。 这 时 41 是 .er 的 本 征 值 ,而 对 应 的 本 征 元 
为 《gw ， 0)。 其 几何 代数 重 数 也 都 是 1 由 于 刀 是 y 了 的 正则 点 , 所 以 式 人 12.3-16) 中 定义 
的 函数 WAD, WA) 都 有 意义 . TE БАЖ 

WQ.) = СЫ, «> ЕАН КАЖ Оф, а. (12.5-19) 

这 时 ,经 反馈 算 子 .天 闭合 后 ,可 能 有 以 下 几 种 情况 . . 

(1) 如 果 «Б, Ф) > 0, ИС) > 0, ША м = 9+9 的 正则 点 . 

(2) 如果 《6, p) 2 0, (А) = 0, Я. 的 本 征 值 , 且 几 何 重 数 不 变 ， 

(3) 1 (b, Ф) = 0, А, oy 的 本 征 值 ,并 且 当 ИСА) >< 0 时 ,4 的 几何 重 

数 不 变 ,而 ИС) 一 0 时 ,1 的 几何 重 数 可 能 为 2, 且 至 多 为 2, 
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这 个 事实 对 控制 器 同 桩 也 是 适用 的 . 设 a, EJ BKE, Г, 的 正则 点 。 对 应 于 e, 
ÉS J 的 本 征 元 为 z1, a, 是 产 的 本 征 值 ;对 应 的 本 征 元 为 mm，, 产 是 7 了 的 伴随 和 矩阵。w ВУЛ, 
何 \ 代 数 重 数 都 为 1。 显然 , а 是 .ex 的 本 征 值 ,对 应 的 本 征 元 为 《0，zi7， 同 样 定义 函数 

Н(а) = Но), у) + s H,Ça Rs, уз). (12.5-20) 

ХЕ, 的 本 征 值 w 经 9 反馈 闭合 后 ,可 能 有 以 下 几 种 情况 : 

(1) 如 果 (z;,g) >e 0, Koa) 0, ВА ж о = At 9 的 正则 点 ， 

(2) 如 果 (z;, g) 0, Hla) = 0, о 是 .ex 的 本 征 值 , 且 几何 重 数 不 变 ， 

(3) 如 果 (2, &)=0, а 一 定 是 .ez 的 本 征 值 , 若 НСор) >= 0 FF, о 的 几何 重 数 

不 变 , 而 НСо) = 0 Bf, a, 的 几何 重 数 可 能 变 为 2, 且 至 多 为 2. 

以 上 是 受 控 对 象 a 的 某 个 本 征 信 在 反馈 闭合 后 的 变化 情况 . 根据 上 面 所 述 不 难得 
到 ,ar' 全 部 本 征 值 经 2 反馈 后 的 变化 情况 . 

Г, 的 全 部 本 征 值 为 {41}?--。， 对 应 的 本 征 元 为 {P} --0> {u} -0 ЕГО 的 本 
征 值 列 ,对 应 的 本 征 元 列 为 {加}?--。 u) =o 是 7 的 正则 点 、 这 时 {А} 是 .ar 
的 本 征 值 ,而 对 应 的 本 征 元 为 (Ce 0)}?--。。 | 

其 次 设 7 的 本 征 值 为 {a1}?-, ， 对 应 的 本 征 元 为 (ziia {ат 是 产 的 本 征 值 ， 
对 应 的 本 征 元 为 {y a lea Г КЕША. Ч {oa 是 .ri 的 本 征 值 ,对 
应 的 本 征 元 为 (0,z1)}1-1 。 所 以 er 的 本 征 值 为 {4}?=-s 和 {a}i=1。 由 以 上 的 事实 
可 以 看 到 ,当下 述 条 件 同时 成 立时 

(b, фу > 0, 1= +1, 62, +, 

Wh) > 0, [= +1, +2, °.., 

(2,, g) > 0, 1[=1,2, ` *, n, 

Hla) ¥ 0, 1 = 1, 2, ***, n, (12.5-21) 
算 子 .er 和 .er: 没有 共同 的 本 征 值 。 反 之 ,只 要 有 一 个 条 件 对 某 个 ! 不 成 立 , 那 时 .er 和 
er: 必 有 共同 的 本 征 值 ,这 个 本 征 值 就 是 1 所 对 应 的 那个 如 或 wz。 因此, HA (12.5-21) 
成 立时 , ,ey 的 本 征 值 只 能 由 .er 的 正则 点 经 Z 反馈 而 来 , 它 就 是 前 面 说 过 的 КСА) 的 
零点 。 由 此 可 以 推出 , 当 式 (12.5-21) 成 立时 , 复数 2 是 .ex т ВАНИЕ 2r 38% 
件 是 


KC) = 0, 
ËKCE) =0, 1=1,2, =, m— 1, (12.5-22) 
dë! = | 


下 面 ,我 们 来 讨论 方程 (12.5-7) 和 (12.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 问题 .为 此 ,我 们 先 说 明 
一 下 .ex 的 本 征 子 空间 的 几何 结构 , 它 对 研究 系统 运动 的 特点 是 非常 有 用 的 . 

ШД, E. 的 本 征 值 ,几何 重 数 为 1, 代数 重 数 为 mi, 对 应 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 为 
{84}750， 本 征 子 空间 记 为 М). 1, J .ar* 的 本 征 值 ,具有 入 一 样 的 几何 、 代 数 重 数 ,对 
应 于 不 .er* 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 为 Wy) KETAR МЎ. REA 

Ф = МФ, а" = на» ј = 051,575 m 1, (12.5-23) 
REE Ф, уо Я {0 ОЕА р 
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0, у}, 
(Фи, Vii) = { > 0, ј= 4, 
如 果 gj; = (фі, ph. yi), Vy = Chio Plis Z1)， 按 下 述 方 法 规范 化 : 
ПФ, = {lehl ПФР + Ду} = 1, 
(Фи, Fi) = (Q> Pi) + Cpl ФЬ) + Ous вр = 1, 
Я {Фу Eo (Fu) 是 归 范 双 直 交 基 。 
这 时 ,在 本 征 子 空间 M, 上 的 投影 算 子 0 ВО = M, 为 


0, = УС, WD, (12.5-24) 
在 МГ ЕЮ ОР, ВВ ОГУ = МГ 可 以 表述 成 
ОГ = >; Ç Ds. (12.5-25) 


由 于 МСС. >, ME .er 限制 在 Mi 上 时 , 即 对 任意 的 we Mo au = .er W| .ez 
MHE .or 在 М, 上 的 缩 , 它 可 以 表示 为 


Lo 一 oO = 40: + Dis (12.5-26) 
фон. 
D, = >: (+, Vii) Bij, 
同样 ,ar*# 在 MP 上 的 缩 aT 00 . . 
AF = OF = OF + DF, (12.5-27) 
其 中 D? 为 
mma 
Dr 一 5 《…， Ф.Н, 
特别 当 是 音 重 本 征 值 时 , 则 有 | 
O, = (C: , ФФ, D, = 0, 
Qr = (-, Фу, Dr = 0, ` ` (12.5-28) 
而 . 


Ai = ¿L I<: EYD 
AAT = U ЭТА ' (12.5-29) 
容易 算出 ，.ez 的 预 解 式 Aa, 0) EM 上 的 缩 为 


р Dr 
R А, == _ 9: _ 十 1 + 十 — 
Тау Са Аут 


前 面 我 们 曾经 说 过 ， 一 个 算 子 的 本 征 元 在 一 定 条 件 下 构成 空间 的 基 、 现 在 我 们 讨论 
—Т, НР .ex 的 本 征 元 在 什么 条 件 下 构成 9 中 的 基 。 首 先 来 说 明 .ex 的 投影 算 子 列 
{1010?--。 构 成 9 中 基 的 概念 。 如 果 投 影 算 子 列 {01}?--。 使 得 9 中 任意 元 F 都 有 

У О.Е = Е, о (12.5-31) 


— 


(12.5-30) 
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这 里 ,级 数 是 按 多 中 范 数 收 敛 ( 也 叫 强 收敛)， 也 就 是 说 
У) 0, 一 T( 强 )， 
1 =—%о 


式 中 了 是 9 中 的 恒 等 算 子 , 我 们 就 称 {91)?--。 构成 多 中 基 . 由 式 (12.5-242 和 (12.5-317， 
对 仿 中 任意 元 都 可 依 .er 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 展 成 健 氏 级 数 


oo mri 


F= У! [> (F, т). i (12:5-32) 


1 =— с = 0 


特别 是 当 m = 1 时 (对 所 有 的 站 ， 式 (12.5-32) 就 变 成 
Е == > (F, 0%,. 


= 一 om 
这 里 Фф, 相当 于 欧 氏 空间 的 坐标 轴 , 而 《F, 多,) 就 是 F 向 这 个 轴 上 的 投影 。 这 种 展开 是 唯 
一 的 . 

由 上 所 述 , WE .sx 的 投影 算 于 列 构成 HE, WA .ez 的 本 征 元 和 广义 本 征 元 也 
构成 多 中 的 基 。 在 什么 条 件 下 ，.ex 的 投影 算 子 列 构成 9 中 的 基 昵 ?在 文献 [24] 中 曾 证 
明 过 一 个 重要 的 命题 ,我 们 下 面 叙 述 的 事实 是 这 个 命题 的 具体 应 用 . 

如 果 式 C12.5-5) 的 算 于 4 是 自 伴 、 正 定 . 有 紧 预 解 式 的 线性 算 子 ,{y2 }?-; 是 它 的 本 征 
值 并 按 大 小 顺序 排 成 的 自然 列 , 每 个 本 征 值 都 是 单 重 的 。 且 满足 条 件 lm (ps 一 a) 一 
co， 这 时 .or = Z + @ + TIPAT 是 史上 的 有 界 算 子 ) 也 是 具有 紧 预 解 式 的 闭 
AF. Ca") 的 本 征 值 (А) ЧИ 对 应 的 Сы 的 本 征 子 空间 为 
{Mi]?--。(C{M*#}?---)， 这 时 在 本 征 子 空间 {M ?3--。Ct37---》 上 的 投影 算 子 
{9,}7--。({907y)}7---) 在 多 中 构成 基 , 而 且 除 有 穷 个 外 ,所 有 的 ОКО 都 是 一 维 的 对 
9 中 任意 元 都 可 展 成 级 数 


F = > 2PF = >, (> (F, vs ) + 2 (F> W8 


II<&N, `i=0 
r= Sor > (XE en) + У) (Р, Фит, — 25» 
= IIN “i=0 Нм, 


其 中 № 0; 的 维 数 不 为 1 的 投影 算 子 的 个 数 . tont i= r {т о» l= +1, +2, ` 
分 别 为 ,or 和 ,ex 对 应 于 л Б Г ХХ ЖАРУ. 
ЗЕ С12.5-33)ф, FED), wF € $, WE 
Е = У) (> Ç. F, Patu) t У) (F, Ҹ,)Ф, 
нам, 420 >м, 
= У (> CF, ле") ) + > Re 
4, Fe: " 
m 
= > (> (Е, F 20; + > (Е, Wi „Фи ) 


ПЕТА 


+ > АКЕ, E YO. 


ИМ 
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ЖАНТ 0, = ИР, Д а = АР +9. 因此 ，.ex ERE 
义 域 РОС.) 上 ,可 表示 为 


ml т m? 


= >} g > <, Wy, + > Ç: k Фи) 


UIEN, 


+ У) C, WD. | (12.5-34) 


ЕА 


根据 式 (12.5-30)，.ex 的 预 解 式 可 以 表达 如 下 : 
= Q ор... 
Я, 0) 名， G 2 атах а= ==) 
+ У! о, . (12.5-35) 


Sm — M` f 

有 了 以 上 这 些 准 备 之 后 , 现在 我 们 来 讨论 方程 《12.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 问题 。 先 从 

本 征 运 动 研 究 起 ， 假 定 系统 式 (12.5-9) 的 初 值 W = (o> Pos у) € М, ІХ , "ИМЕНА" 
CD" 
(mi 一 1)! 


и (0) = оби, = eè È 9, р, + -LP + .十 


是 方程 (12.5-9) 的 唯一 解 . 

从 解 W G) 的 结构 可 以 看 出 ，W (2) Є M1!， 这 就 是 说 , 当 Wie М, 时 ,由 W, 出 发 的 
系统 运动 将 永远 保持 在 本 征 子 空间 M dh, 我们 把 它 叫 作 本 征 运动 。 其 次 ，U,(0) = 9;. 
可 以 验证 U, G) 构成 有 界 单 参数 群 , 即 UG + s) = UG) + U,G) ,一 %0 < z, s < +оо, 

由 本 征 运动 И (ри, 的 表达 式 可 以 看 出 ， 如 果 本 征 值 4 具有 负 实 部 时 , 本 征 运 动 
是 渐 近 稳定 的 。 因 为 对 > 0, # 


AOLO < е 


| и, (12.5-36) 


Qi+iDi + - і LI 


< [ей + > LPL] pwa, 


4 具有 负 实 部 时 ,不 等 式 右 边 当 :一 co 时 趋 于 零 , 所 以 
lim ||U, Со) | = 0. 


Ж 和 是 纯 虚 数 且 m 一 1， 这 时 本 征 运动 为 
U,G)W, = е ОМ, WE Mis 
不 难看 出 ,本 征 运动 ИКИ. 是 稳定 的 (但 不 渐 近 稳定 )， 这 是 由 于 
ROLD = [ео < 10и. 

但 如 果 mi > 1， 本 征 运动 就 是 不 稳定 的 ， 

如 果 1, 具有 正 实 部 ,从 式 (12.3-36) 中 可 以 看 出 ,本 征 运动 一 定 是 不 稳定 的 . 

综 上 记述, 本 征 运动 稳定 与 否 完全 取决 于 本 征 值 是 否 具 有 负 实 部 , 当 实 部 为 零 时 , 则 
取决 于 多 的 代数 重 数 大 小 。 

现在 讨论 方程 (12.5-9) 对 任意 初始 条 件 W. € РС) 的 解 ， 首 先 ， 我 们 指出， 对 .ex 


中 的 主 算 子 4， 除 了 满足 式 (12.5-33) 展 开 所 要 求 的 条 件 外 ,还 满足 条 件 s Cia ва) 
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< co 时 ，,ex 一 定 是 强 连续 单 参数 有 界 算 子 群 0 (z) 的 生成 算 子 , ПО 就 是 м 的 
一 切 本 征 运动 群 之 和 , 即 


UG) 一 > U,( = >, ex (о, + D, + : ** + GD” ) 


(== ам (т 一 1)! 


+ У 20), (12.5-37) 


11 I>No 


这 里 ,级 数 是 按 多 中 算 子 范 数 收敛 的。U CO 有 以 下 性 质 : 
a) V0) = 5) 000) = 31 09,= 1 (8) 


Q) UG) ЕЙТ, UG + s) = UG) ОС), 
(3) 对 任意 We Dl), 


D, mr 
UGW, = (о, + p, + o + LPT) w 
и’, Pa о, П Ст — 1)! 0. 


+ У QI, (125-38) 
5м, 
是 方程 (12.5-9) 的 唯一 解 , 即 
20 = О) W., ОСИ, = Wa. 


由 式 (12.5-38) 可 以 看 到 ,只 要 知道 了 Z 的 本 征 什 列 {h1}? =, 本 征 元 和 广义 本 征 元 列 
{Ф}, 04), 那么 方程 (12.5-9) 的 解 就 可 解析 表达 成 式 (12.5-38) 的 形式 .这 为 我 们 研究 
系统 的 稳定 性 带 来 了 很 大 方便 。 

最 后 ,我 们 讨论 系统 式 (12. 5_9) 的 全 局 稳定 性 ; 

(1) 如 果 .ex 的 一 切 本 征 值 都 有 负 实 部 ,而 且 对 所 有 本 征 值 0， 都 有 Кед За < 0, 
那么 系统 是 渐 近 稳定 的 (充分 条 件 )。 这 个 结论 各 第 12.4 节 已 讨论 过 的 结论 完全 一 致 

(2) 如 果 ,ex 的 本 征 值 都 位 于 左 半 平 面 (包括 虚 轴 ), 而 所 有 纯 虚 数 本 征 值 都 是 单 重 
的 , 那么 系统 式 C12.5-9) 是 稳定 的 ， 但 不 一 定 渐 近 稳定 . 假如 至 少 有 一 个 纯 虚 数 本 征 值 ， 
它 的 代数 重 数 大 于 1, 那么 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 

(3) 如 果 至 少 有 一 个 本 征 值 具有 正 实 部 , 则 系统 一 定 是 不 稳定 的 . 

这 些 结 论 的 详细 证 明 ,可 看 文献 [9].， 

由 上 所 述 可 以 看 出 ， 系统 的 稳定 性 完全 取决 于 算 于 、 .wr 的 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 . 

值得 指出 的 是 ,在 实际 问题 中 ,系统 全 局 稳定 性 并 没有 象 在 吾 论 分 析 中 所 赋予 的 那 种 
重要 意义 .一 个 实际 系统 高 于 某 一 频率 (本 征 值 ) 的 振 型 ,事先 就 能 预料 不 会 出 现 。 这 种 
与 线性 模型 不 一 致 的 地 方 ,不 是 实际 观测 数据 的 不 对 , 而 是 模型 的 缺点 。 比 如 , 弹性 梁 的 
振动 控制 中 ,材料 的 内 阻尼 在 方程 (12.3-2) 中 就 没有 落 虑 ,但 实际 上 是 存在 的 ,尽管 它 很 
小 ,但 对 高 阶 振 型 却 有 较 大 影响 ， 在 工程 实际 中 ,重要 的 往往 不 是 考察 反馈 系统 的 全 局 稳 
定性 ,而 是 某 玫 个 低频 本 征 运动 的 稳定 性 。 这 时 ,我 们 前 面 所 述 的 结论 可 直接 应 用 于 工程 
计算 。 计 算 步 骤 大 致 如 下 : | 

(1) 首先 计算 未 加 反馈 时 , 受 控 对 象 和 控制 器 的 本 征 值 , 即 ,ey 1 的 本 征 值 和 本 征 元 ， 
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特别 是 对 系统 功能 影响 最 大 的 前 几 个 固有 频率 和 振 型 ， 

D MERAT T 使 系统 闭合 后 ,研究 这 些 本 征 值 是 否 发 生变 化 , 判别 的 方法 可 按 
前 面 讲 过 的 谱 扰动 方法 。 如 果 本 征 值 没有 变化 , 那 就 必须 改变 反馈 方法 和 参数 ， 比 如 ,为 
了 使 闭合 后 系统 是 稳定 的 ， 这 时 反馈 算 子 的 选择 必须 使 闭合 后 系统 本 征 值 具 有 负 实 部 
要 想 作 到 这 一 点 ,可 以 改变 放大 系数 №, ko g， 控 制 器 矩阵 J 的 参数 ,也 可 以 改变 观测 器 
的 位 置 (相当 于 改变 a, а) 和 控制 作用 位 置 b. 

СЗ) 如 果 反 馈 作 用 的 结果 ,使 м, 的 正则 点 变 成 了 .ex 的 本 征 值 ， 这 时 可 按 式 
《12.5-22) 求 出 这 个 本 征 值 和 本 征 元 . 

在 文献 [8] ] 中 讨论 弹 狂 拔 动 的 镇 定 问题 时 ,曾经 找到 了 闭合 后 系统 本 征 信 具 有 负 实 部 
和 反馈 算 子 的 直接 关系 ,通过 这 个 关系 设计 控制 器 ,可 以 达到 使 系统 稳定 的 目的 . 
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对 于 点 测量 点 控制 的 分 布 参数 系统 ,由 于 在 系统 方程 中 出 现 了 广义 函数 ,致使 对 系统 
的 研究 遇 到 了 一 定 的 数学 困难 ， 以 上 节 讨 论 的 带 有 常 微分 方程 控制 器 的 分 布 参数 系统 为 
例 ,在 点 测量 和 点 控制 的 情况 下 ，a;Cp)，i 一 1, 2; bO 都 是 8 函数 或 它们 的 导数 ， 正 
如 我 们 知道 的 那样 ， 这 类 函数 并 不 包括 在 L,CO) 空间 内 ， 因此, 在 系统 方程 中 出 现 的 一 
些 项 ， 如 (x, g)b 就 不 在 1.00) 空间 内 . 同样 ， 当 alp) 一 5C — р) 时 ， 测量 算 子 
(8и, а) 在 LLQ) 中 也 没有 意义 。 这样, 整个 系统 在 1.00) 空间 内 进行 讨论 就 失去 了 
严格 的 理论 基础 。 

下 面 ,我 们 介绍 一 种 处 理 这 个 问题 比较 可 行 的 方法 ,其 结果 是 ,前 面 得 到 的 一 些 结论 ， 
都 可 稍 加 改变 后 推广 到 点 测量 和 点 控制 的 情况 5 

这 种 方法 的 基本 思想 是 选择 含有 ó 函数 的 空间 , 即 有 限 阶 广义 函数 空间 ( 阴 范 空间 ) 
作为 系统 的 状态 空间 . 这 个 空间 比 2.00) 空间 要 大 ,包含 着 L,(8)，、 然 后 把 原来 定义 在 
LO) 空间 中 的 线性 算 子 A, В, С, 5, 延 拓 到 阴 范 空间 ,从 而 把 整个 系统 放 在 阴 范 空间 
中 去 研究 ， 这 样 ,在 系统 方程 中 出 现 8 函数 及 其 导数 就 是 很 平常 的 事 了 。 同 时 , 阴 范 空间 
又 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 , 它 和 L,CO) 空间 一 样 ,有 着 明晰 的 几何 结构 . 

一 般 的 广义 函数 空间 , 由 于 对 基本 空间 函数 要 求 太 严 ,而 且 这 个 空间 的 内 部 结构 也 比 
较 复杂 ， 所 以 在 应 用 中 造成 一 定 的 困难 . 一 个 有 效 的 方法 是 根据 受 控 对 象 的 特点 ， 把 
ГСО) 空间 适当 扩大 ,使 它 包 含 系统 方程 中 出 现 的 给 全 定 阶 广义 函数 ,同时 又 能 保持 希 尔 伯 
特 空间 的 优点 。 吉 田 耕 作 〈Yosida) 、 利 合 斯 CLions), SIIRRE (Березанский) 等 人 提 
出 的 阴 范 空间 %*” 询 , 怡 恰 具 有 这 些 特点 ,比较 适合 于 我 们 的 上 且 的 ， 

我 们 从 主 算 子 4 出 发 ,构造 所 需要 的 阴 范 空间 ， 

设 4 是 1.0) ФЕЯ, 对 其 定义 域 DCA) 中 的 元 *， 赋 予 图 象 范 数 : 

1. = (м, му, = ((и,и) + (Аи, Аи, (12.6-1) 
ZPR, DA) 在 这 个 范 数 下 构成 希 尔 伯 特 空间 ， 记 成 Н.С), ||: || I 是 HCA 中 
的 范 数 。 为 了 区 别 , 今 后 把 L248》 记 成 H,， 其 上 的 范 数 记 作 Iio. 
范 数 式 C12.6-1) 还 可 等 价 定义 为 
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141, = (1 + A*A)iu, (1 + A*AJiu У = (Ти, Ти)", Vu € DCA), (12.6-2) 
其 中 T = (1 + 4*4», Q + A*A) 是 ,中 自 伴 正定 算 了 于 ,这 时 (1 + 4* 44 也 存 
在 ,而 且 它 的 逆 算 子 同 样 存在 , 记 R 一 7- 一 (1 AA, THE Н.С) ВОН H, 
中 ,而 且 也 容易 验证 , 了 的 值 域 是 整个 空间 H, = LC). Н, 了 是 Hal ЧН, Ей 
FERT. MRE Н, 到 HaC) 上 的 等 距 算 子 。 
由 于 DCA) # НН, ТД H.,CA) 也 在 H, ФЯ, H..CADCH,.. 对 НСА) 中 
的 元 有 两 种 范 数 ,一 种 是 lulo BAERE * 看 成 H 中 的 元 时 , 它 还 有 范 数 | 小 ,从 
式 (12.6-1) 可 以 看 出 
|1, < lulls Vu € Ha СА). (12.6-3) 
x H, 中 的 元 8 可 以 推出 
(Ӯ, во = (Rf, Вр). (12.6-4) 
现在 我 们 看 一 下 ,PH:(4) НЗ НЕНА. Н.С) 的 对 偶 空间 就 是 一 切 定义 在 
H. (A) 上 有 界线 性 泛 函 的 全 体 ， 按 这 个 定义 ,对 任意 fe H,, ЖЕ Ки) = (Би, 
因为 D = |<, к) «ПА < 11111,3 Ка) 是 H..CKA) 上 的 有 界线 性 泛 
H. RREH EF H.CA) 的 对 侦 空 间 , 即 H, E: Н.С) HAZTE. e) = 
(и), 作为 H.C A) 上 的 有 界线 性 泛 函 , 其 范 数 为 


ПА, = sp КЁ pen,. (12.6-5) 


“ehad |а 
也 后 我 们 会 看 到 , 按 这 个 范 数 完备 化 H, 后 ,得 到 的 就 是 Hal 的 对 偶 空 间 ， 
在 中 我 们 引入 另外 一 种 内 积 和 由 它 产 生 的 范 数 , 即 对 任意 f, g € Ho, 定义 
Çf, 6) = “Rf, Ев), | (12.6-6) 
HF RE H, 中 自 伴 正定 算 子 , 式 (12.6-6) 满 足 内 积 的 一 切 要 求 。 由 它 引 出 的 范 数 仍 记 作 
l: T 


| ПУ, = ПЕДЬ, УЕ Но. (12.6-7) 
对 也 中 的 元 ,我 们 引出 的 两 种 范 数 式 (12.6-57 和 (12.6-7, 其 实 是 相等 的 即 
ШН = sup КГ = ред, (12.6-8) 


senio Jalla 


因为 对 任意 fe Ho 
Wa sup „00 = аыр. 1s ahal = mp. Kf, Tajal < ПАЙЫ, 


жен и Им 21 
另 一 方面 ,由 于 REHA), $ u= RY, WA 
Ф, и), | = ИЗ = IRH = Е 
Hall, ПАД 17919 
由 此 推 得 
1, н), | 
И > | ЕЯ, 

.综合 两 个 不 等 式 , 便 得 到 


M|. 一 sup 长 Pu = rf. 


“ea+x4 [и] 
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按 这 个 范 数 完备 化 Ho 得 到 的 空间 记 作 H.C4A), 它 是 一 个 完备 的 希 尔 伯 特 空间 , H_,C AD 
就 是 H.,,CA) 的 对 偶 空 间 。 

对 于 H(A) 中 任意 元 e, (а, и» 是 定义 在 Н.(4) ЕЮ R ЕР, RZ, 
H, CA) 上 的 有 界线 性 泛 男 а(и) 也 必 可 唯一 地 表示 成 

а(н) = (G, uyo, Ми € HCA), С12.6-9) 

而 ce 万 (4). 

由 于 H-,CA) 是 于 经 完备 化 后 得 到 的 ,所 以 WSHA) i Hala, AEE 
个 空间 有 如 下 关系 : | 

_ H.CADCH,SH-,CA). | (12.6-10) 
其 中 H, ЧИЖ], H,,CA) ПЕНН, Н.С) 叫 作 阴 范 空间 . 

为 了 进一步 说 明 这 三 个 空间 的 关系 ,我 们 把 算 子 T, 丸 加 以 延 拓 ， 首 先 看 了 工 的 延 拓 . 

对 Но 中 任意 元 f, (f, Ти), 是 HA ERREZA, LEAX |, Tuy l| < 
ПА 271 = Hilela. 根据. 上面 所 说 的 事实 , 它 一 定 能 表示 成 《f,Tw》, = (оу, u> 的 形 
起 ,而 oy EHA) ШФ а; = Тү, WA Tu) = (ТУ, uj XE Tt 是 工 的 伴随 算 
+, GE №] HC) Е. 不 仅 如 此 , 它 还 是 等 距 算 子 , 即 对 任意 je H,, # lifl = 
ITA. 事实 上 ,由 于 НСА H Ф, f€ Нь 必 有 H.C AD 中 的 元 列 {un} А, 
使 Баа е, 一 fl = 0, R аа |, = МЫ. 39 ма, Та, € Ho РИВА: 


іт | Ти, 一 TH = Ба Ти, — Ти, ||. = Ба 76и — ии) 
一 Шт |6, 一 nllo = 0, 
所 以 有 Bm Ты, = T*f, ба Ти, = ПТУ]. (B 17,1 = leslo 最 后 得 到 ll 一 


П, XR Tt ЖЕ H, 到 НС А) th. Bih T+ 的 值 域 必 充满 整个 空间 ， 
НСА). ВАЖЕН, FE НСА) 76 e, ЕЖЕ T” 的 值 域内 ,这 时 ,由 于 《a， 
и) 是 Ны(4) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,根据 黎 斯 (Ricsz) 有 界线 性 泛 函 表现 定理 5 知道 : 
(о, из = (0,5 и) U = (T vas Tuy = (TT vas и, 
所 以 有 а = TTo. 5 а XE TT 的 值 域内 ， 因 此 出 现 了 矛盾 ，7* 的 值 域 是 全 空间 
НСА). ZRH Tt ЕН] HC 上 的 等 距 算 子 . 今后 记 Tt = T, T 就 是 T 的 
Е. 的 逆 算 子 R = T 也 是 等 距 算 子 , 它 是 R 的 延 拓 , 是 HCA) 到 已 上 的 等 距 
算 子 . . ， 
综 上 所 述 ,三 个 空间 的 范 数 关系 如 下 : 


loll- = llRells = |ККо|, МЄН), 
lalla = ||Tul 17|, Vu € HaC), (12.6-11) 
这 三 个 空间 的 关系 , 可 表示 为 
R R 
н.са)5Н,2нұ( А4). 
~r — 


这 样 ,我 们 由 算 子 4 出 发 ,构造 了 阴 范 空间 , 它 确 实 是 包含 L,CO) = H, 的 一 个 希 尔 
伯 特 空间 .但 这 个 空间 是 否 包括 6 函数 及 其 导数 呢 ? 下 面 来 回答 这 个 问题 . 
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假如 HnC4) 中 (也 就 是 DCA) 中 ) 的 函数 u), ЛЕО 09 上 有 直到 а 阶 连续 导 
%. ó 函数 及 其 导数 的 定义 是 
(u, 6(p — po))o = Í. и(р)б(р — po)dp = uCp)» 


и, 8(р — po))o = |. up Vp — pdp = (—1)u р), (12.6-12) 
其 中 


ди 


uD) = , 
P S S Bre 


q= 4 + 4 + tg. 


可 以 证 明 , 如 果 Н..С4) ЧЕ 1 ИУ] (Соболев) 空间 ?内 ,只 要 4 二 1 一 >, п 


是 空间 变量 的 维 数 ,那么 式 (12.6-12) 定义 的 5 函数 及 其 导数 一 定 属于 H_,(4)， 这 就 是 
说 H(A) 是 含有 广义 函数 的 空间 ,对 于 梁 、 板 、 膜 等 一 类 受 控 对 象 ,从 主 算 子 4 出 发 构造 
的 阴 范 空间 HxC4》 确 实 包 含有 5 函数 及 其 导数 . 
如 果 RR 是 正定 的 紧 算 子 ,并 且 有 格林 函数 KCp, s) 时 ,6 函数 及 其 导数 作为 H- C A) 
中 的 元 ,它们 的 阴 范 数 还 可 以 用 格林 函数 表示 如 下 : 
Пор 一 Poll- = V Kos Po)» 


аер — po) |= = М Кр» р), 9 = 0,1,2, +, k < 1— = (12.6-13) 


其 中 


K дк, 5) 
(24) > 
ро P) дртдяя 


EE 1.00) 空间 扩大 到 НА) 后 , 它 包 含 了 所 需要 的 广义 函数 ,因此 ,用 HCA) 
作为 状态 空间 就 解决 了 由 于 点 测量 ,点 控制 时 出 现 5 函数 及 其 导数 所 带 来 的 困难 。 但 是 ， 
在 空间 这 样 扩 大 以 后 ,还 必须 解决 系统 方程 中 诸 算 子 A, В, C 等 的 延 拓 问 题 ， 因 为 这 些 
算 子 都 是 在 L,CO) 空间 中 的 某 些 子 集 上 定义 的 ， 

首先 讨论 有 界 算 子 的 延 拓 . 设 工 是 H, = LXQ) 上 的 有 界 算 子 , 在 H, E L # R =] 38 
换 , 即 RL = ГК. 我们 的 目的 是 把 工 延 拓 到 НС» 上 ,使 其 成 为 HO 中 的 有 界 
AFT. 容易 验 证 ，TLR 就 是 工 的 这 种 延 拓 .实际 上 ， 尺 是 尺 的 延 拓 ， 对 凡 H, 中 的 元 
Rf = Кі, ШТАТЕ, ЧА HaC 中 的 元 и, Ти = Ти, 因此, ТЕК = 
ТІК} = TRL = ТЕГ} = Lf, 这 就 是 说 对 凡是 HH 中 的 元 f, A ТЕК = Lf. Я 
НАСА) 中 的 元 , 工 没 有 定义 ,但 TLR 却 有 意义 , 当 аєн СА) Н, TLRo € HCA), 
所 以 TLR 确实 是 工 的 延 拓 .不 仅 如 此 ，TLR 还 是 H4) PHSR RT, 而且 依 
НСА) ФЕЯ ТОНІ Н, 中 的 算 子 范 数 是 相等 的 .也 就 是 说 TLR 是 工 的 有 界 
保 范 延 拓 .事实 上 ,根据 式 (12.6-112 有 

ITLR1|_, = „ŠP ао = sup ‚ IL Rallo 


lRali,< 
= sup ЛЬ = |L los 
S] 


е 
Ро 


1) 关于 索 波 列 夫 空 间 可 看 文献 [25,26]. 
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其 中 f = Ra, 

这 一 事实 说 明 ， 在 Н, 上 定义 的 与 尺 可 交换 的 有 界 算 子 , 可 保 范 延 拓 到 НСА) rH. 
但 在 H, 上 的 一 般 有 界 算 子 。 这 一 事实 并 不 成 立 。 对 于 一 般 情 况 有 以 下 事实 成 立 : 

设 工 是 定义 在 8。 上 的 任意 有 界 算 子 ，L* 是 它 的 伴随 算 子 ， 如 果 L*DCT)SCDCT) 
(DCT) 是 算 子 工 的 定义 域 ), 那么 工 一 定 可 以 延 拓 到 НС) R, 并 成 为 HCA) RAY 
р 

BA H, НР РНЕ. ik P Е Н НАЕ Я, {ән 是 投影 子 空 
间 PH, 中 的 直 交 基 , Е {фра СОСТ), WAPE H_( A) 中 有 有 界 延 拓 Р, 

P= У) (В. , To)p. (12.6-14) 


事实 上 ,对 任意 РЕН, 
Р} = > CRÍ, TPP: = > (RJ, Tp: Jp: 


= У), pipi = Pf. 


而 对 任意 a € HCA), Pe 有 意义 ,所 以 РИЗВРИЕЕ. PRUE HA 中 的 有 办 
ЕН, B НС) 中 的 投影 算 子 ,因为 


Рс = Р У) (Ra, То; оф: 
== У! (Re, T pdo 5 (Ro, ТФ; $; 
i=l i=1 


= УХ (Ra, Topi = Pa, 
£=1 


即 Pe = Pa, Н—ЖЯЖ, PE MN 323 Y. WR PA REH, ВАР 的 延 
Ja РЕ H4) 中 的 直 交 投影 算 子 . 


类 似 上 边 的 讨论 ,还 可 以 推出 , 在 Н, 上 的 任意 有 穷 维 线性 算 子 K 一 > (+, Pi) pi 
їс] 
只 要 {gi}?=1 CDCT)， ЖАКТ H4) 中 有 有 界 延 拓 К, 
Ка = >; (Ra, Tyi)opi, (12.6-15) 


i=l 


其 中 a 6 HCA). К 仍 是 有 穷 维 算 子 ， 
如 果 {p}, {Ф} 是 Ho 中 规范 双 直 交 基 , 即 
0 ixj, 
《pi Фр = ви, ди = { i=j, 
ЖЕ, {Тә}, (To) E НСА) 中 规范 双 直 交 基 。 这 是 因为 ， 
(Te;, Toi) = (RTo;, КТФ; 一 《Pi Фу = би. 
于 是 H(A4) 中 任意 元 c， 均 可 按 双 直 交 基 (To), (To) ЕЯ: 


а = 之 (а, ТТ: = > (e, КТ» | (12.6-16) 
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右 端 级 数 按 五 -(47 中 范 数 强 收敛 。 显 然 ,这 个 级 数 在 H, 中 是 没有 意义 的 . 

以 上 是 有 界 算 子 的 延 拓 问题 下 面 再 讨论 一 下 Ho 中 无 界 算 子 向 Hx 4》 中 扩张 的 
问题 . 

BM E: H, 中 的 称 定 算 子 ，DCM) 汪 DCA),M 的 值 域 弦 CM)CH,， 如 何 把 M 扩 张 到 
HCA) 中 成 为 HCA) 中 的 稳定 算 于 ,这 就 是 无 界 算 子 的 扩张 问题 . | 

如 果 RM 在 DCM) 上 是 有 办 算 子 ,由 于 DCM) Ен, Ч, RM 可 有 界 延 拓 到 


Н, Ла ЕМ, ВАЕ se DCM)， 都 有 ЕМи 一 RMu， 而 对 于 属于 H 不 
在 DCM) фл, RM 都 有 定义 . 对 凡是 DCM) 中 的 元 u, Mu = TRMu 是 恒等式 ， 
但 RM ATER RM 有 延 拓 工 ,这 时 可 把 M 扩 张 到 нос М = ТЕМ, М 就 是 


M 的 一 种 扩张 . 因为 对 凡是 ve DCM), 都 有 RMu=RMu, RMu€ Hw(4)， 所 以 
TRMu = ТЕМи = Ми, ХЇН, 中 不 在 DCM) 里 的 元 ， 朋 都 有 意义 ,因此 凡是 定义 
在 H,。 上 而 值 域 2( M)CH_,C A) PHRF, XA H, E Н.С) 中 稠 ,所 以 M E: HCA) 
中 的 稠 定 算 子 ，M 确实 是 M 的 一 种 扩张 ， 

”特别 是 当 M = 4 H, А H(A) 中 的 扩张 为 = ТАВ, АЕ Hn(4) 上 和 
В, ТЗ ЛЕН 中 是 自 伴 算 子 , 4 的 扩张 АЕ Н (4) 中 也 是 自 伴 算 子 ， 也 就 是 说 ， 
ARAE HCA) 中 的 自 伴 扩张 .实际 上 ,对 DCA) 中 的 元 и, Au=TARu=TARu= 
TRAu = Au, TAR 是 定义 在 H, НН 22C(' ADC H (А), 所 以 和 确实 是 4 的 扩张 . 
另外 ,对 任意 fage He， 有 | 

{1, ТАРЕ), = Рі, АВ) = CARI, №), 
= (TARI,2), 

№, А = TAR 是 H4) 中 的 自 伴 算 子 , A 是 4 的 自 伴 扩张 .不 难 证 明 4 的 这 种 扩 
张 &、 有 一 个 非常 重要 的 性 质 ， 就 是 4 和 A 有 完全 相同 的 本 征 值 , 4 的 本 征 值 并 不 由 于 
扩张 而 有 变化 上. 

下 面 , 我 们 用 阴 范 空间 作为 系统 的 状态 空间 来 讨论 系统 式 (12.5-9) 的 定 解 和 稳定 性 
问题 ， 在 方程 (12.5-9) 中 | 

“= W = (n + 9 + 97), 

о 是 基本 空间 9, = 100) x LLO) x R, = H, x H, x К, 中 的 反 自 伴 算 子 , 它 的 定 
УЖ РС.) = DCAF) x DCA) X R,C $, MRAR SC. yC $. TE DC.) 上 
引进 图 象 范 数 后 ,构成 阳 范 空间 , 记 作 Dao Эн = Ны(4+) X H,,CAš) X Ra 9. 的 对 
偶 空 间 记 作 91, 9 = НСА) X HA?) x R,, 这 三 个 空间 的 关系 是 


„Сао C DETDL Ao. (12.6-17) 
H 9a 到 9, 的 等 距 算 子 了 为 
(1 + А 0 0 
Т = 0 a+ 0 (12.6-18) 
0 0 (Е + Е)? 


而 由 9, 9] 9һ 上 的 等 距 算 子 R — TU 为 


т 
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(1+ А) 0 0 
В = 0 (1+ ayè 0 . (12.6-19) 
0 0 (E + Е, 


按 前 面 讲 过 的 方法 ,把 T, R 分 别 延 拓 , 记 作 Т,К, WJ R E: S 到 9 上 的 等 距 算 子 , 而 T 
R 9, 到 9_, LOSERT. 

反 自 伴 算 子 .er。 在 9-: 中 有 反 自 伴 扩张 , 记 作 Fo 它 和 ey。 有 相同 的 本 征 值 . 

AT 多 是 9, 中 的 有 界 算 子 ， 根 据 前 面 讲 过 的 对 有 界 算 子 的 延 折 ，22 中 的 算 子 
BA, (ВА) = 4-1B*, 4-1B*D(A1)CD(CA41), 所 以 ВА 可 有 界 延 拓 到 НС) 
中 , 同 理 对 算 子 C, 只 要 CCSD), 那么 C 也 可 有 界 延 拓 到 нса >, 从 而 多 
可 有 界 延 拓 到 9_, 中 成 为 9_, 中 的 有 界 算 子 , 记 作 @, 

KRATT, ERRAT G = (:，8)5， 在 点 控制 时 ，2 一 5(p 一 р), RE 
8(р— p) ЄН), БАСЕ Е, BJ HCA 中 的 有 界 算 子 . 

至 于 测量 算 子 5,4-1 = ($, А-*ф, a ki, = 1,2, ФЕН, ЖЕ, а: (р) = 
DCP 一 р), Ш S.A" tp € HaC), 那么 5:473 НЕ HCA) Е. 

这 样 , 反 馈 算 子 T 可 有 界 延 拓 到 9, 上 , 记 作 97. 

综 上 所 述 ,我 们 把 原来 的 系统 状态 空间 由 9, 扩大 到 9, 它 仍然 是 希 尔 伯 特 空间 , H 
含有 所 要 求 的 广义 函数 ， 把 9_, 作 为 系统 式 (12.5-9) 的 状态 空间 。.aer 在 9_, 有 自 伴 扩 
张 Z, CA .er。 有 相同 的 本 征 值 ， 而 算 子 2, Z 都 可 有 界 延 拓 到 多 中。 ХИ, = 
(12.5-9) 在 9 中 就 成 为 

22 一 .Zw = Z,+ @ + #'yw, (12.6-20) 
Z Е ХЗ РС.) = H, x H, x Ry 

方程 (12.6-20) 的 本 征 值 问题 和 定 解 问题 ,与 分 布 测量 、 分 布控 制 时 方程 (12.5-9) 是 完 
全 类 似 的 ,重复 上 节 的 讨论 ,可 以 证 明 以 下 事实 : 

如 果 4 是 自 伴 正 定 有 紧 预 解 式 的 算 子 ， 它 的 本 征 值 列 { 必 } 都 是 单 重 的 ， 且 满足 
limy, 一 ра = 00, 而 ВА-*, С 是 H, ВАНЯ, cC*DCA1DCDCAt), 547+ 是 
H, 到 R, 中 的 有 界 算 子 , 且 对 H, 中 的 元 А € H (4+), = 1, 2, ai(p) € Н(А+), 
аф 4 如 -4 )， 那 么 “他 在 9-, 中 的 本 征 值 除 有 穷 个 外 都 是 单 重 的 , 且 它 的 本 征 元 
PACOTES) -0 与 伴随 算 子 ZZ" RRETA CEN) ВЕЕ 9. 中 的 双 直 交 基 ， 
对 任意 WED, 可 展 成 下 列强 收敛 级 数 : 

W = > (> W, 9) 0) + > (и, i)n 


IZN, ПЕТА 
W = У (> (W, Ф,)- ) + > (и, Ф) 4". (12.6-21) 
INEN, VS ПЕТА 
їн 9, 中 的 阴 范 数 收敛 。 如 果 4 的 本 征 值 还 满足 У, 一 и, < о, 
同样 可 以 证 明 .ez E b 中 强 连 续 单 参数 有 界 算 子 群 Ü G) 的 生成 算 子 ， 它 是 一 切 本 征 
运动 群 之 和 
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~ m~ («Руут ) 
一 ео + Dit 6 + ——— 
NISN, °: ! (т — 1)! 


+ У гб, (12.6-22) 


HIZNo 


上 式 右 端 按 算 子 阴 范 数 收敛 ， 而 
т] m-i 


=> Ç: Фи, P, = > < I, Фи» 


i=0 

Фи» Fy 分 别 是 .oz 和 .好 * 对 应 于 44 和 二 的 规范 广义 本 征 元 . 

方程 (12.6-20) 对 任意 初 值 Ñ e H, x H, x R。 有 唯一 解 WA = ОС), 

解 上 (z) 户 。 和 分 布 测量 \ 分 布控 制 时 C12.5-9) 的 解 UGW, 有 两 点 不 同一 个 是 
Ë € H, x H, x R, ў WE DCAIY X DCA?) x R,,DÇ( 42) х РСА ) X R,CH,X H, X 
R,. 这 就 是 说 ,点 控制 、 点 测量 时 ,系统 方 程 有 解 的 初 值 范围 要 比分 布控 制 、 分 布 测量 时 
K. 另 一 个 是 UW, EH, X H, x R, їр 0 (о), ЄН (А+) х НА Xx R, = 9_,, 
也 就 是 说 分 布 测量 、 分 布控 制 时 系统 方程 的 解 在 LZE 9, 中 ,而 点 测量 \ 点 控制 时 , 这 个 
解 在 阴 范 空间 $_, rH. ОСИ’, 叫 作 方 程 的 古典 解 ,而 Ü CO ДИШЕ ХВЕ. 当初 始 条 
件 WE DCA) x DCAS) x R,, 而且 方程 式 内 不 含 8 函数 时 ， 古典 解 和 广义 解 是 一 致 
的 .否则 ,古典 解 不 存在 ,但 广义 解 是 存在 的 . 

在 点 测量 、 点 控制 情况 下 ,线性 系统 稳定 途 问 题 和 分 布 测量 分 布控 创 时 的 情况 一 梯 ， 
完全 取决 于 系统 本 征 值 在 复 平面 上 的 分 布 ,这 里 就 不 再 重复 了 . 

目前 ， 在 工程 技术 中 应 用 的 振 型 分 析 方 法 ， 是 分 析 分 布 参 数 系 统一 种 比较 有 效 的 方 
法 . 我 们 上 边 所 讨论 的 结果 恰好 为 这 种 方法 建立 了 严格 的 理论 基础 。 这 种 方法 不 仅 对 分 
布 测 量 、 分 布控 制 的 系统 是 有 效 的 ,对 点 测量 、 点 控制 的 分 布 参数 系统 也 是 有 效 的 。 同 时 
还 可 以 看 出 ， 在 对 分 布 参数 系统 作 有 穷 维 候 近 时 是 有 严格 理论 根据 的 .依据 实际 问题 的 
精度 要 求 ,对 无 穷 维 系统 作 有 穷 维 遐 近 时 ,除去 到 近 误 差 外 ,再 没有 别 的 误差 . 
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在 第 4.10 节 和 4.11 节 中 ， 我 们 介绍 了 线性 集中 参数 系统 能 控 柱 和 能 观测 性 的 概念 . 
文献 [33] 是 最 早 把 集中 参数 系统 能 控 性 和 能 观测 性 概念 推广 到 线性 分 布 参数 系统 ， 并 且 
得 到 了 类 似 于 集中 参数 系统 的 完全 能 控 性 和 完全 能 观测 性 的 条 件 ， 

系统 能 控 性 概念 是 系统 控制 能 力 的 表现 , 它 反映 了 系统 状态 和 输入 《控制 ) 之 则 的 关 | 
系 。 由 于 分 布 参数 系统 的 状态 空间 是 希 尔 伯 特 空间 ， 所 以 我 们 将 在 这 种 空间 中 来 讨论 这 
Мајр БЕЗЬЕ 

0. = AUC) + ВЕС), ` (12.7-1) 


其 中 UG) 是 系统 状态 ， 设 系统 状态 空间 9 是 一 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 ,对 任意 固定 的 z, 
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UG)€ 9. А89 ТАЈА ИТ, Не ХО DCA). Еф 是 系统 的 控制 ,也 就 是 系统 的 
输入 , 它 的 取 值 也 是 一 可 分 希 尔 伯 特 空间 , 记 作 9. B EJ, 9r 到 史 中 的 有 界线 性 算 子 。 
在 第 12.3 节 中 我 们 曾经 说 过 ,分 布 参数 系统 的 控制 F(z, x) RRE * 而 且 也 是 空间 
变量 x 的 函数 。 当 : 固定 后 , 它 是 x 的 函数 : 即 空间 9 中 的 元 .所 以 控制 Fe) EB РЕ 
为 1, 0< < T, T <co, БИНТ 9 的 函数 .在 讨论 能 控 性 问题 时 , 先 限定 控制 FG) 
的 类 别 : 要 求 对 9, 中 每 一 个 元 s, (FU), 0) Æ t WRR EELT) ЖЕ 


Piro: 对 每 个 有 限 的 了 都 是 有 穷 值 . 也 就 是 说 ,对 每 个 控制 FOFO 是 一 可 积 


函数 ， 这 种 控制 的 全 体 构 成 了 在 9r 上 的 L, 空间 ,今后 记 作 2.00, Т), 9r). 

在 系统 式 (12.7-1) 中 ,假定 4 是 多 中 强 连续 有 界 算 子 半 群 SO 的 生成 算 子 , 当 给 定 
U(0)€ DCA), 在 (0, Т) 上 FG) 是 强 连 续 函 数 时 , 方程 (12.7-12 有 唯一 解 , 并 可 表达 
为 


UG) = 50000) 十 К — г)ВЕСт)йт, (12.72) 


其 中 第 一 项 500000) 只 与 初 值 有 关 ， 而 第 二 项 是 由 控制 FG) 决定 的 。 在 讨论 能 控 狂 
问题 时 ,主要 和 这 一 项 有 关 。 整个 解 式 (12.7-27? 表 示 了 在 给 定 初 值 ОСО) 和 控制 F(z) 的 
情况 下 ,系统 状态 的 演化 过 程 ， 但 这 里 对 初 值 UO 和 控制 FO 的 要 求 比较 强 ,事实 上 
ш UCO) 不 在 DCA) 内 或 者 控制 FELCO, Т), 9) 时 , 解 式 (12.7-2) 仍然 是 存在 
的 ,这 时 它 在 下 述 意义 下 满足 方程 (12.7-1): 对 DCA") СА 是 4 的 伴随 算 子 ) 中 每 个 元 
”> 都 有 
2 (UCE), sy = (000), A*r) + CFC), B*v), (12.7-3) 
以 及 
lim(U(2), 0) = (000), 0), (12.7-4) 
而 且 满 足 式 (12.7-37 和 (12.7-4) 的 解 式 (12.7-2) 是 唯一 的 ， 
这 就 是 说 解 式 (12.7-2) 在 两 种 意义 下 满足 式 (12.7-1), 一 种 是 当 0(0) € РСА», FO) 
强 连 续 时 ,这 时 解 UG) 岂 作 强 解 ,而 在 式 (12.7-37 和 (12.7-4) ВХ ТИШЕ. ЛЕН 
论 能 控 性 问题 时 , 式 C12.7-17 的 解 是 指 它 的 弱 解 ， 
现 假定 初 值 为 零 ，FG)e 1.((0, Т), 9), 定义 算 子 
КЕ 一 (ст — 1)BF(Cr)dr, (12.7-5) 


TEM 1.00, Т), 9) 到 9 ННЯ. M w(T) 表示 算 子 天 的 值 域 , 它 是 系统 式 
(12.7-1) 在 所 有 Е( 61.000, Т), 9) 控制 作用 下 , 从 初始 零 状 态 出 发 , 在 工时 刻 系统 
能 够 到 达 的 所 有 状态 ,这 和 集中 参数 系统 的 等 时 区 很 相似 .显然 ，o(T) 是 9 中 的 子 空 
闻 ;, 当 T, > T, №, TODT), 这 就 是 说 ， 当 7T 增 大 时 ，w《T》 也 变 大 ， 把 所 有 
WCT) 合 起 来 , 它 仍 是 9 中 的 子 空间 , 用 о = О ост) 记 这 个 于 空间 (这 里 U 表 示 集 合 


的 并 >, 则 一 叫 作 系统 的 能 达 状 态 集 ， 
系统 式 《12.7-1) 叫 作 完全 能 控 的 ， 是 指 它 的 能 达 状 态 集 “在 状态 空间 9 М, И 


418 第 十 二 章 分 布 参数 控制 系统 


页 一 ,万 表 示 中 的 闭 包 .这 就 是 说 ,对 罗 中 任意 状态 V , 总 可 以 找到 能 达 状 态 集 % 中 的 
状态 0， 使 乙 和 7 非常 接近 ，1F 一 U| <e, = 是 任意 小 的 正 数 。 确切 地 说 ， 对 9 中 任 
意 状 态 V 和 任意 小 的 正 数 e。 总 存在 有 限 的 时 间 ТСТ 依赖 于 了 和 e), AREH FO 
ELCO, Т), Dr) 使 


UCT) = j ser — BF (dr € «СТС, 


并 且 有 IV- ОСТ) < ° RY. 
值得 注意 的 是 ,分 布 参数 系统 完全 能 控 性 只 要 求 能 达 状 态 集 % 在 9 中 稠 ,而 不 是 w= 
9, 这 和 集中 参数 系统 是 不 一 样 的 . 
下 面 ,我 们 进一步 讨论 系统 完全 能 控 的 判定 准则 . 
首先 我 们 注意 到 , SOB 是 $; 到 允 中 的 有 界 算 于 , 记 这 个 算 子 的 值 域 为 СВ), 
:不 同时 , RSOB) 也 不 相同 .把 所 有 RSOB) 合 起 来 ,; 记 作 Ф = U I COL25 
t> 


它 仍 是 男 中 子 空间 。 现 在 我 们 来 说 明 , ДЕ 组 在 驴 中 称 必 有 % 在 多 中 稠 ,从 而 系统 是 完 
全 能 控 的 . 

我 们 反 证 , 设 灾 在 缚 中 稠 ,而 "在 9 中 不 稠 , 看 看 会 出 现 什么 矛盾 ， 如 果 吧 在 史 中 
不 笛 , 必 存在 9 中 的 元 y， 它 和 % 直 交 , 也 就 是 对 每 个 有 限 的 T, y 直 交 于 oT), B 


| (sc — BFC)ar, y) = KSG — BFC), yydr = 0 
48 (SCT — r)BF CT), у) = (FG), В*5*СТ — r)y>, МАЯ 
(Ст — DBF), yar = | (РСЕ), в*5*СТ — Фуа = 0, 


现 选 择 一 个 特殊 的 控制 FCO), 
Е(т) = B*S*ÇT — т)у, 
它 显然 属于 1.00, T), 95)， 代 到 上 式 则 有 


J везет — ylar = 0, 


因而 有 B*S*(7 一 ty 一 0, 0 «т< Т, ХЕ НО т, В*5*СТ — r)y € 9r, 由 于 它 是 
零 元 , 故 必 和 9, 中 所 有 元 * 直 交 , 即 

(B*s*(T — т)у, ху = 0, 
或 者 

(у, S(T 一 т)Вх) = 0. 
这 个 等 式 对 于 所 有 有 限 T 和 Š, 中 所 有 元 x 都 成 立 , 也 就 是 对 所 有 上: > 0 有 

《y，SCDBx) = 0. (12.7-6) 
这 说 明 , 算 子 S(0B3，,* > 0 的 值 域 2 E Š 中 不 稠 ,因而 和 原来 假定 2 在 多 中 稠 相 矛 盾 . 
所 以 必须 有 2 在 史 Ф, 

这 个 事实 反 过 来 也 是 对 的 ,就 是 说 , Што 9 9, 那么 НЫЕ», ES 

w ожо т 2 19 ФЕИ, 这 样 ， 我 们 就 可 以 用 A ERE S 中 稠 来 判别 
系统 是 否 完 全 能 控 . 
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应 用 类 似 的 方法 还 可 以 证 明 , 系统 式 (12.7-1) 完全 能 控 的 必要 充分 条 件 是 ， 对 每 个 
4 > 0， 如 果 允 中 有 某 个 元 x， 使 
| SCT) BB*S*(r)xdr = 0, (12.7-7) 


则 必定 有 x = 0. 

分 布 参 数 系统 完 全 能 控 性 的 这 两 个 准则 、 可 以 看 成 是 集中 参数 系统 完全 能 控 性 的 相 
应 推广 。 当 允 是 有 穷 维 空间 时 ,这 时 算 子 KK 是 有 穷 维 算 子 ,系统 完全 能 控 性 就 是 要 求 K 的 
值 域 o = 多， 即 玉 是 不 降 秩 的 。 这 时 上 述 两 个 能 控 性 准则 就 简化 为 线性 集中 参数 系统 
的 能 控 性 准则 . 

下 面 ,我 们 再 介绍 一 下 系统 能 观测 性 的 概念 。 在 线性 系统 式 (12.7-1) 中 , 由 于 测量 手 
段 的 限制 ,往往 不 能 直接 测量 到 全 部 状态 U(z), 直 接 测 量 到 的 系统 输出 ,通常 是 状态 U (2) 
的 函数 。 它 可 以 表达 成 

yG) = CU(CnD)， (12.7-8) 
yG) 员 作 系统 输出 或 叫 状 态 的 观测 值 , 它 属于 希 尔 伯 特 空间 9. С ЕН #1 $c 上 的 有 
RAT СС 可 以 是 无 界 算 子 ,这 里 为 了 说 明 方便 ,假定 C 是 有 界 的 ). 

系统 能 观测 性 概念 ， 反 映 了 输出 和 状态 之 间 的 关系 ,就 是 说 能 否 根据 系统 的 输出 
yG) 来 唯一 确定 系统 的 状态 。 比 如 , 当 控 制 РО) = 0 时 ,系统 的 运动 是 初 值 引起 的 , 这 
时 方程 (12.7-1) 的 解 是 UG) = 5G)UC(0)， 能 观测 到 的 系统 输出 是 УС) = С5(20(0). 
如 果 测 得 到 在 [0, T] 时 间 内 系统 的 输出 у), 我 们 能 否 根 据 yG) 唯一 确定 初 值 CC0)， 
因为 一 旦 UCO) 确定 ,系统 的 状态 UG) 也 就 确定 了 。 显 然 , 这 一 点 和 算 子 CS) 的 性 质 
有 直接 关系 . 

首先 需要 定义 算 子 С5(0) 的 零 子 空间 9o 9 = {ulu 9, С5(0)и = 0,120} А 
易 检 查 它 确 是 史 的 子 空间 ， 显 然 , 凡 S; 中 的 元 无 法 根据 输出 来 唯一 确定 ,因为 $, 中 不 同 
的 元 输出 都 是 零 ; 在 输出 和 状态 之 间 没 有 一 一 对 应 关系 . 

给 定 线 性 系统 式 (12.7-1) 和 (12.7-8), 系统 叫 作 完全 能 观测 的 是 指 子 空间 $, 是 空 
集 , 即 


9, 一 {uju € 9, С5$(ри = 0, z > 0) = ç$, (12.7-9) 
其 中 上 表示 空 集 . 
现在 我 们 看 一 下 ， 如 何 判断 一 个 线性 系统 是 完全 能 观测 的 : 对 上 2 0, 车 С5(0)и = 
0, 则 它 必 和 Sc 中 所 有 元 直 交 ， f 
(y, CSCu) = 0, С12.7-10) 


但 СА С5(г)и» = (5*(®) С*у, и), МЕЖ 122 0, 有 {5*() с*у, и) = 0, 根据 定义 , 完 
全 能 观测 性 要 求 ¿= 0， 由 此 推 得 ,对 上: 之 0， 如 果 算 子 StG)C* 的 值 域 S2(S*(z)C*) 
在 中 称 的 话 , 必 有 и 一 0， 因此 ,我 们 得 到 完全 能 观测 性 的 第 一 个 准则 是 

U RIOCH) | (12.71 


120 


# $ +, . 
.和 讨论 能 控 性 问题 时 一 样 , 式 (12.7-11) 又 等 价 于 下 面 这 样 的 事实 ,对 > 0, WRD 
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中 存在 某 个 元 wx, 使 . 
| s*G)yc*cscoyaar,= 0, (12.7-12) 


则 一 定 有 « = 0. 
这 就 是 完全 能 观测 性 的 第 二 个 准则 . 
下 面 举 个 例子 来 说 明 完全 能 观测 性 和 完全 能 控 性 的 物理 意义 
在 第 12.5 节 中 ， 讨 论 带 有 常 微分 控制 器 的 分 布 参 数 反 馈 系 统 时 ， 曾 经 得 到 过 , AF 
A 和 oy! 没有 共同 本 征 值 的 充 要 条 件 是 式 (12. 21000, А. 
(b, фу ж 0,1= +1, e, 
Wà) > 0, 1 = +1, 2, 
(z, g) 0,1 = 1, 2, +, п, 
Hla) 0, 1= 1, 2, ++. n. 
这 组 条 件 和 系统 能 控 性 能 观测 性 有 密切 关系 。 
现 把 第 12.4 节 中 式 (12.4-19) 化 成 (12.7-1) 的 形式 ， 令 m= ии, = ú, x = z, U = 
《us uz, Z), МИН 


suw = AU + ФЕС), (12.7-13) 
t 


0 I 0 . 0 0 0 
„я =] —A—B - Сс 0 |, @ = 0 0 b . 
0 0 J . k. k, 0 


FO = Ч), ВФ, Ба) 是 系统 的 输入 ， 户 , h. Б 是 连续 的 实 值 函 数 。 
假定 测量 方程 是 


其 中 


VC) = СОС, (12.7-14)) 
其 中 | 
($ ,ay 0 0 
一 | 0 《ay 0 ) 
0 0 Cg) 
VO 是 系统 输出 . 


我 们 指出 ,在 式 C12.5-21) 条 件 中 
(b, Ф) = 0, l= +1, +2, .-., 


Н(о) > 0, 1 = 1, 2, ‚в, (12.7-15) 
是 系统 式 (12. 7-13) 完 全 能 控 的 必要 充分 条 件 。 而 

(21,8) = 0, /l=1,2, s, 

ИСА) > 0, 1= +1, £2, ..., (12.7-16> 


是 系统 式 (12.7_13).(12.7-147 完 全 能 观测 的 必要 充分 条 件 为 了 更 明显 地 看 出 它 的 物理 
意义 ,我 们 讨论 式 C12.7-13) 和 《12.7-14) 的 一 个 特殊 情况 : 
du 


ga tT 50), (12.7-17) 
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测量 方程 是 
du 
= — 2.7—1 
V(O (s а в), (12.7-18) 


其 中 s 是 微分 算 子 2, a € 9. Г) ЕАМ ЕЕ М fg ЖЕ. 现 把 它 化 成 式 
《12.7-137 的 形式 , 令 и = u, m = ú = ú, U = (s, в), FCO) = 0,10), 则 有 


00 = yU + BFO) (12.7-19) 
£ 
其 中 
0 Т 0 0 
м *-(, | 
测量 方程 是 ， 
= ( ° ) UVC) = СОС) (12.7-20) 
f 0 {5 `. а) у 

在 文献 [8] 中 曾 证 明 ,系统 式 (12,7-19) 完 全 能 控 的 必要 充分 条 件 是 . 
| (фи В) = 0, п= 1,2, +... | (12.7-21) 


其 中 pusa = 1, 2, +. 是 算 子 4 的 本 征 元 ,也 就 是 梁 的 固有 振 型 。 系统 完全 能 观测 的 必 
要 充分 条 件 是 
| (Se,, a> >< 0, п= 1, 2, =, (12.7-22) 
这 两 组 条 件 有 明确 的 物理 意义 . 《9。，27 关 0, п = 1, 2,- 说 明 控 制作 用 分 布 函数 
2 在 4 的 所 有 本 征 子 空间 上 都 有 投影 分 量 , 因而 在 p 上 施加 控制 作用 f(z) 时 , 对 所 有 振 
型 p, 都 能 产生 影响 ， 如 果 某 个 振 型 pw, tE (Pn 2) 一 0, 那 么 控制 作用 对 这 个 振 型 以 及 
由 它 张 成 的 本 征 子 空间 不 产生 任何 效果 ,而 系统 状态 也 到 达 不 了 由 pw 产生 的 子 空间 内 . 
为 了 说 明 这 一 点 ,看 一 下 系统 式 (12.7-19) 的 算 子 K 的 具体 形式 . 按 式 (12.7-5), 有 


KF = [ SG — TB ЕСт)йт, (12.7-23) 
SG) 是 9 中 有 界 算 子 半 群 ，.ex ECKHART. SOHO 可 表示 成 
SC = > еи. , ф,.)ф,› (12.7-24) 


其 中 on e, Z. Z 的 本 征 值 和 相应 的 本 征 元 ， 若 (yr 是 4 的 本 征 值 ，{ qs}? 是 对 应 
的 本 征 元 ,容易 验证 ，o。 = + и, Ш Ф, = (фи, OnPr)s © и, = и, Pa = Фи, 
On == — itn, n = 1, +2, +°, Xit, EF SG) 可 具体 表示 为 

so) = У e (> т. D Ф» ), (12.7-25) 


o, b, On Pn 


式 中 要 求 e, TERED lelo 一 1 BRER Пе, ее 将 它 代 到 式 
Cl2.7-23) 中 ,出 有 | | 
KEO = |" У} ео (ато, ( A 9 а 


%0,Ф, 


422 | 第 十 二 章 “分 布 参数 控制 系统 


= [i BE), ар) (а 


npPpn 
Pan 


_ to, ps 


А o, | = SGo4e = в.) MERR 


l 

М: . 
Š 

~N 

~ 

| 

< 
— 


y ea =C r ) dr, 


= Ф» 
KFO) = У о (00, р) ( МА ). (127-26) 

由 此 可 以 明显 看 出 ,如 果 (6, pa) 一 0， 无论 控制 FO 如 何 选择 , 这 时 算 子 KK 的 值 域 中 
жая (ое) 生成 的 子 空间 ， 因 此 ,天 的 值 域 在 9 x 9 HRM, 从 而 系统 不 是 完全 
能 控 的 . . 、 
完全 类 似 , 条 件 式 (12.7-227 说 明 ， 当 且 仅 当 所 有 振 型 Pns n = 1, 2, .--. 都 能 测量 并 
有 输出 的 时 候 , 系统 是 完全 能 观测 的 ， 比 如 ,对 某 一 振 型 pns (фи, oa) 一 0, 这 时 系统 不 
是 完全 能 观测 的 。 因 为 在 这 种 情况 下 ,根据 系统 输出 确定 不 了 初 值 (只 考虑 非 强迫 运动 )。 
设 系统 初 值 为 UCO) 一 (mC0), nL0))， 系 统 的 输出 为 

(2) = CSUC). 
根据 式 (12.7-20) 和 C12.7-25), 可 以 得 到 


V(O = C ` г“ (UCO), Ф.)Ф, 
= У) e%(U(0), Pa) CPs 


= > e” (UCO), +.) ( ' 6 И г) )( W ) 


waps 


= > с“ {0 (0), Pa? ( аво, гу ) 
0 


(5 ee,(Sp,, а) (ИСО, P) | 


WR (Spn 2) = 0, 36908 0C0〉 如 何 ， 在 输出 VG) 中 ,不 含有 初 值 00) 在 e, 
张 成 子 空间 内 的 分 量 ,因此 根据 输出 У) 不 能 唯一 确定 初 值 00). 


(12.7-27) 
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在 前 面 几 节 中 , 讨论 了 分 布 参数 系统 的 稳定 性 \ 能 控 性 以 及 能 观测 性 等 问题 , 它们 属 
于 系统 分 析 的 范畴 .从 这 节 起 ,将 讨论 给 定 了 系统 指标 要 求 后 , 如 何 设计 控制 器 , 使 系统 
性 能 满足 某 些 预 定 的 要 求 ， 这 就 是 系统 的 设计 问题 ， 系 统 性 能 指标 通常 可 用 受 控 量 和 控 
制 量 函 数 的 一 个 积分 来 表达 , 如 能 量 指标 ,时 间 指 标 等 都 可 用 积分 形式 来 表示 。 和 集中 参 
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数 系统 一 样 ,在 给 定 了 系统 性 能 指标 后 , 如 何 寻 找 使 性 能 指标 达到 极 小 (或 极 大 ?的 控制 问 
题 , 即 所 谓 的 最 优 控 制 问题 . 实际 的 工程 系统 , 受 控 量 和 控制 量 由 于 受到 结构 和 技术 实现 
上 的 限制 ,它们 只 能 在 一 定 范围 内 变化 , 这 种 控制 受到 约束 的 最 优 控制 问题 , 将 在 下 一 节 
里 讨论 . | 

在 这 一 节 里 ， 假 定 控制 量 的 取 值 不 受 限 制 。 这 种 控制 没有 约束 的 最 优 设计 问题 仍 有 
- 实际 意义 。 比 如 , 当 受 控 对 象 偏离 预定 状态 很 小 时 ,用 来 修正 这 个 偏差 的 这 制 量 往往 也 很 
小 :在 这 种 情况 下 , 可 以 认为 控制 量 不 受 任何 约束 。 

在 控制 不 受 约 东 的 情况 下 ,可 用 变 分 东 求 出 最 优 控制 . 


设 给 定 系 统 的 运动 方程 为 f 
ачал = (+, и, 2, F(t, 5), O< x <1, (12.8-1) 
边界 条 件 是 
ult, 0) = 0, и(2, D = 0, (12.8-2) 
初始 条 件 为 
' и(0, х) = ф(х), (12.8-3) 
其 中 F(z, х) 是 系统 的 控制 ， 
系统 的 积分 指标 是 
ЛЕС, = | | OG х, us S.P = (12.8-4) 
式 中 工 是 给 定 的 正常 数 . 


我 们 的 目的 是 找 出 控制 规律 FCz, x)， 它 使 受 控 对 象 在 =T 时 刻 到 达 状 态 «СТ, 
z) = w*(x), и* (д) 是 事先 给 定 的 状态 ,同时 使 性 能 指标 7 达到 极 小 .这 里 对 控制 F G, x) 
不 加 约束 ,只 要 求 它 是 * 和 : НЕВА. БЕ f 8 分 别 对 各 自 的 自 变量 有 一 至 二 阶 连 
续 偏 导数 ， 设 使 指标 7 达到 极 小 的 最 优 控制 存在 ， 记 为 Ра, x)、 而 相应 的 最 优 轨迹 记 
为 G, x)， 现 对 控制 РО, x)》 作 一 个 微小 变动 (控制 变 分 》， 


Ë G. zx) = Fl, х) + 6Е(#,х), (12.8-5) 
这 时 ,在 ЁС, х) 的 作用 下 , 受 控 对 象 的 运动 也 发 生 相 应 变化 ， 
80, x) = últ, zx) 十 DC х). (12.8-6) 


控制 的 变 分 SF Ci, z) = FG, z) — È Ce, х) 引起 了 受 控 对 象 运动 的 变 分 ，5x(， 
z) = 0, x) 一 不 t,x)、， 它 们 是 通过 方程 (2:8-1) 联系 起 来 的 . 使 了 达 到 极 小 的 控制 
Ра, х) 是 J 在 方程 (12.8~1) 约 束 下 的 条 件 极 值 问题 ， 根据 变 分 学 中 拉 格 所 HERTA, 9] 


PUEA NA PERA EAA, 令 
R = 0 (2, х,и, £, ғ) ф(х, t) хи, P= 2? ғ)-9 ое |, (12.8-7) 


其 中 plr, р 是 拉 格 妆 日 乘 子 ， 是 待定 的 未 知 郑 数 。 这样， ава ËF CG, х) 的 问 
题 , 就 变 成 了 使 
I[FG, х)] = N. Ratdx (12.8-8) 


取 极 小 的 无 条 件 极 值 问题 ， 
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记 24. = tr, Ze 一 й,,; 5и. = hs, HU Ohr, бй... 6, IBIR 8,838, й, 
的 变 分 。 略 去 高 阶 小 量 ,指标 ПЕС, x)] 的 变 分 为 
51[F( х)] = ПЁС, xz] НЁС, z] = Г (Ë — В)алах 
= лена й, =. P) + ф(х, 1) р 2, х, z, =, ғ) 一 až] 
— o( 2, x, t, — 92 в) ф(х, £) [К 12, х,й, 2%, Р) 一 38 || ras 


ôt 
-| | И эе + 20 ar 
дн 
+ ф(х, 021 би + ф(х, 0) 让 8а, 
+ Ф(х, 0 2 SF FSF — ф(х, ы] didx 


оао t) ou + 290. ва, + Ф(х, 0-0 


бй. 
Й сх 


一 TOOLATE + p N É: éF 


+ ФС, ) 法 aF] 414, (12.8-9) 


式 中 2 和 上 的 各 阶 偏 导数 都 在 点 (, z, è(t, > = ЁС, 5) 上 取 值 ， 因 为 


ple, 0) 521 — ва. = 8. [96,02 Э 21га.) 一 <, Э) 让 | büs» 
所 以 有 
Ñ í ф(х, 1) 让 irzdidx 


一 一 | [2 Fa ФС, 1) 21] Ordidx 


Ü 


+ 1 Әх В G, 0) 2 — га.) didx 


一 一 人 A oG, г) ГЕ ucdidx 
十 ос, 1) 2. бй, 
0 И хх 


a. 
若 令 

$(0, 2) =0, pCi, ) = 0, (12.8-10) 
则 有 


Г bx, £) 9 6й,,014х 
о Јо ü 


хх 


=- 一 oa 


а би, 4х, (12.8-11) 
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把 式 (12.8~11) 代 到 式 (12.8-9), 便 得 到 
51[FC z)] = | [128 би + ф(х, 0) са ви 


ео 
20 


一 ф(х, 1)68, [аах + | jí [22 
(12.8-12) 


+ 4(х, z) ĉr | OF didx, 


另 一 方面 ,由 于 
[32 一 (+ (x, i) 2) бй, = 24 20. 一 2 (ec г) 2-)] ви} 


Q _ 2 Се 2) 21| ёи; 


_ д. | 
Ox L да, 
从 而 有 
о м 
= — 人 2 ЕЗ ACE D 21) Budidx 
十 Г 2- 11-22. 一 2 (ос, t) 21) би | didx 
= — W. 2 [e — 2 (х, 2) rm] Guditdx 
+ | R2- A (+G, D-2) ви || а; 
~- PLE EE або рые 
= = 0, ós(z, x)| =, = 


其 中 第 二 项 积分 为 零 , 是 因为 边界 条 件 是 固定 的 ,所 以 sx(Ct x) | 
0。 把 上 式 代 到 式 (12.8-127? 中 , 则 有 


SILE, x)] = y | [22 Bu + Фб, 0) Š а. . ди 
а (20 2 [oe 25) 
一 gx два} didx + | | [22 + ple, D а. BFdidx. (12.813) 
此 外 
j j p(x, рубин Чх = | [ФСх, би] [ax — | | = г) Oudidx 
一 | | 226-0. ĉudtdx, (12.8-14) 
xm 一 0《 初 始 条 件 和 终端 条 


еж, НЯ диб, х) | = 0, диб, x)| 
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件 是 固定 不 动 的 ). 
将 式 C12.8~14) 代 到 式 (12.8~13) 中 , 便 得 到 


нико 91| 188 + 6-2 (22 


| ICA 22) + — | Oudidx 


+ Hi [3 + plxs 0) 9) a F4:4x, (12.8-15) 


我 们 这 样 选择 ф(х, 0), ВЕТЕР 


de D 0 (90 _ д -9 | — к. р L 20 o 
дг Ox (52 Bx [we， +) 21). +C 01 — 5б» (128-16) 


及 边界 条 件 式 (12.8-10)。 于 是 式 (12.8-15) 的 第 一 项 为 零 ,而 
х)] = ai 20 х д x 一 
BI[ FG, #1 | | [20 + ф(х, D са BFdidx. (12.8-17) 


— o 
дх 


当 FG. х) 是 最 优 控制 ，&X:, х) 是 对 应 的 系统 的 最 优 轨迹 时 , 应 有 57[FCt, x)] = 0, 
于 是 得 到 


Tí! [ao of _ 
| | É: + ФСх, 0) са 5Fdidx = 0. (12.8-18) 
由 于 控制 不 受 约束 ，5F 可 以 任意 选择 , 式 (12.8-18) 只 有 当 
| во а | | | 
ap 20500 2-0 (12.8-19) 


才能 得 到 满足 ， 这 个 方程 就 是 使 7 达到 极 小 的 最 优 控制 所 应 满足 的 必要 条 件 . 
我 们 把 方程 (12.8-1)，(C12.8-16)。(《12.8~19》 以 及 边界 条 件 和 初始 人 条 件 C12.8-2)， 


(12.8-3),《12.8-10) 写 在 一 起 ,构成 一 组 联 立 方程 式 : 
Ou _ u 
Br Кн», и 8 , F)» 
и(2, 0) = 0, u(t, D = 0, 
uC0, х) = ф(х), «СТ, х) = и*(х), Ea 
Opr D 8 90 _ 9 | ot — 9} _ 90 
фи, D ( We 21) 96 0 ris 


д; Or “ӧд, Әх ди? 
$0, 0) = 0, Фр = 0, 
І 29 + ф(х, t) Е = 0, и (12.8-20) 
EER, 20 + oG, D SL = 0.10 + 008, ОП, 如 果 令 昌 一 9 + 0, Df, 则 有 
9н = 0, (12.8-21) 


这 就 是 说 ,最 优 控制 Ë 应 使 瑟 达 到 极 值 。 由 式 (12.8-21) 解 出 Ё, CE tst, u, й üs ф 
的 函数 ， 把 证 代 到 方程 (12.8-20) 中 , Нит p, AREA 到 的 表达 式 中 ,上 就 是 待 求 
的 最 优 控制 . 
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现在 讨论 一 个 例子 . 设 受 控 对 象 方程 为 


А А 
диб х) абиб х) ре z), 0<х<1, 
ôt Әх? . 


u(t, 0) = 0, ulz, D = 0, 

u(0, х) = ф(х), f (12.8-22) 
AH xG, х) BERBE, FG, х) 是 控制 量 ， 这 是 一 维 热 传导 问题 ，F(z, z) 的 物理 意 
义 就 是 单位 时 间 内 在 单位 长 度 上 加 入 或 传 出 的 热量 ， 它 是 连续 取 值 不 受 约束 的 控制 量 
今 要 求 在 给 定时 间 了 内 ， 使 对 象 由 =0 时 的 温度 分 布 uC0, х) = ф(х) 下 降 到 零度 ， 
“СТ, х) 一 0， 并 使 性 能 指标 


ЛЕС, z)] = E ЕК, зая (12.823) 


达到 极 小 值 。 7 代表 了 在 受 控 过 程 中 , 加 入 或 流出 热量 的 总 和 
从 问题 的 物理 意义 上 看 , 这 个 最 优 控制 是 存在 的 。 另外 ， J 了 是 一 个 正定 泛 函 , 极 小 值 
总 是 存在 的 ， 现 按 前 面 说 过 的 方法 , 找 出 这 个 最 优 控制 . | 
方程 组 (12.8-202, 这 时 可 改写 成 
ды — > Ou х), 
0: ðr? 
u(t, 0) = 0, aG, Г) = 0, 
u(0, х) = ф(х), и(Т,х) = 0, 
Әф ow 
Oz Әх? ” 
p0, z) = 0, pCl, 2) = 0, 
2Е(1, х) + plx, 1) = 0, (12.8-24) 


由 式 (12.8-247 可 得 
| FG, х) = —- gG, 0), 
2 


代 到 第 一 个 方程 后 得 


24. = а == 一 + plari). (12.8-25) 

应 用 分 离 变量 法 可 以 求 得 Ha, 0: | | 
olx, ғ) = > сне ENA йл? а, (12.8-26) 

AR созт 1,2, + aeren, 将 式 (12.8-26) 代 到 式 C12.8~25) 中 ， 
| ди _ бы. дм 15 се а y (1238-27) 


Ot 
ERAAN ERRAL ANA f 
и(1, x) == Jya т» sin x 一 > 5-0. sha2 (=): ` sin Ta (12.8-28) 
利用 边界 条 件 和 初始 条 件 可 以 确定 出 bns Cno n = 1, 2, `", H GA x) = ф(х) == 
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У? Б, sin Tx, r= 1,2, ... 8] 


2 
l 
再 由 “СТ, х) 一 0 得 到 


a2 nN2 . е 2 2 
T, = 0 m УБ" a mz, — 5 сай sha? (EF ) Te sin E s, 
в=1 


. =, 2427? 
由 此 推 得 | 


i 
| Фб sin dz, n = 1,2, tee, (12.8-29) 


b, = 


éC) 2a2n22b, 
a[nr\? р 
sha (=) Т 
得 到 ф(х, г) 以 后 , 便 可 以 最 后 求 出 最 优 控 制 ЁС, x): 
z oF) ат р С) sin 2 


=— 1 = — in” А 
FO, х) 2 pbx, £) 之 a (r in ; x, (12.8-31) 
l 


› n= 1,2, °, С12.8-30) 


с, == 


这 是 开 环 分 布 最 优 控制 。 
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在 上 一 节 中 ,我 们 讨论 了 控制 为 时 间 的 连续 函数 ,并 且 是 在 没有 约束 情况 下 的 最 优 控 
制 问题 。 但 在 工程 技术 中 , 经 常 遇 到 的 分 布 参 数 系统 , 其 控制 并 不 总 是 连续 的 (比如 系统 
中 含有 继 电 元 件 时 7。 特 别 是 由 于 技术 实现 上 的 限制 ,控制 通常 是 有 约束 的 。 例 如 第 12.2 
HA1 中 受 控 的 弹性 圆柱 体 , 控制 是 加 在 x 一 0 处 的 外 力矩 , 这 个 力矩 由 于 电动 机 功率 
上 的 限制 其 大 小 也 要 受到 限制 .同样 ,在 例 2 中 , 受 控 对 象 是 金属 板 , 控制 作用 是 在 一 端 
人 为 改变 的 温度 ， 这 个 温度 也 只 能 在 有 限 范 围 内 变化 . 对 这 类 控制 有 约束 的 问题 ， 上 一 
市 的 结论 不 能 应 用 ,而且 由 于 控制 有 约束 ,古典 变 分 法 不 能 用 来 解决 这 类 问题 .比如 上 节 
的 式 412.8-18) 中 , 由 于 控制 受到 约束 ,5F 就 不 能 任意 选取 , 因而 也 就 推 不 出 式 (12.8-19)， 

对 于 控制 有 约束 的 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 问题 ， 近 年 来 有 大 量 的 研究 工作 2422 2 。 
在 这 一 节 里 ,主要 介绍 这 方面 的 基本 思想 和 方法 . 

首先 讨论 用 式 (12.3-97 描 述 的 分 布 参数 系统 最 优 控制 问题 ， 设 系统 状态 方程 为 


PU? ~ LUG, х), Folt, XY), xe O, (12.9-1) 


式 中 ОС, х) = Cult, x), ша, х), un(t， Xx)》 是 系统 的 状态 向 量 .， 对 固定 的 z, 
иб, х) Є Dn i= 1, 2, ---, n, 9, 是 希 尔 伯 特 空间 ， 于 是 系统 的 状态 空间 $ = 9, x 
Хх... X $, 仍 是 希 尔 伯 特 空间 ; оС, x) = Ga, x), В, ж), ++, а, x)) ER 
统 的 控制 向 量 , 它 满足 给 定 的 约束 条件 ， 满 足 约束 条 件 的 控制 向 量 的 全 体 , 叫 作 可 准 控制 
类 , 记 成 .Z([0, оо) х 9). 如 果 指 定 : 的 变化 区 间 为 Гао, x], HI nf WE Ez H d pk 
Fis h] x 9). L(UG, х), Folt, x)) = (LUC х), оС, xz)) ***, L,CUC, x), 
fo(t х))), LXUG, x), Folt, х)), i = 1, 2，… n ÆW $ x ACEO, oo) x 0) №] 
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9; 的 微分 算 子 。 整 个 系统 式 (12.9-1) 是 一 偏 微分 方程 组 , 它 能 描述 相当 广泛 的 分 布 参数 
Ж. 
系统 式 (12.9-17) 的 边界 条 件 是 用 下 述 向 量 方程 给 定 的 : . : 
MCU, х"), Роб, XY) = 0, x є д0, (12.9-2) 
式 中 M= (М,, М,, tts Мн», МКОС, х), Бо, х)), i = 1, 2, 66, 是 边界 条 
件 微分 算 子 , 它 依 实际 问题 的 物理 意义 而 确定 ; folt, ж) = (ВЧ, X), об), 
Вос, x ))》 是 边界 控制 向 量 ， 它 同样 满足 一 定 约束 条 件 , 满足 约束 条 件 的 边界 控制 的 全 
体 , 叫 作 可 准 边 界 控制 类 , 记 成 Z X[60, co) х 88)， 当 指定 + 的 变化 区 间 (2, 4] 后 ， 可 
准 边 界 控制 类 记 成 .Z (ls, n] x 80), 
系统 的 初始 条 件 是 
ОС, x)| =, = Ua), x € 9, ' (12.9-3) 
Ох) 是 多 中 的 元 ， 

为 了 今后 讨论 上 的 方便 ， 把 82 上 的 可 准 控 制 fo, x) MAR 09 上 的 可 准 控制 
Бо, X) Пе 910, 00) 9), 0 = 0000, WE faex) 6.7 (10,00) х 
25)， 意 味 着 在 8 和 09 上 的 控制 都 已 给 定 。 当 指定 : 的 变化 区 间 [л и] 后 , 这 个 可 准 
控制 类 记 成 Си, a] x 0). | 

加 在 控制 fs(z, х) 上 的 约束 条 件 , 是 由 系统 的 实际 结构 和 技术 实现 上 的 限制 而 确定 
的 .例如 ,控制 量 的 幅 值 约束 ,可 以 写成 

0С, x)| < gx i = 1, 2, 60, 0 (12.9-4) 
z > 0。 它 可 以 是 常 值 ,也 可 以 是 z 或 者 х 的 已 知 函 数 ， 
在 有 的 问题 中 ,对 控制 量 的 变化 速度 要 加 以 限制 ,例如 : 


| |< 4, i = 1,2, 7 (12.9-5) 
0: 
А 4,2 0, 
在 一 般 情况 下 ,控制 约束 条 件 可 以 写成 
d, < Qi(t, х, UG, х), falt, х)) S ga i= 1, 2, ** 1, (12.9-6) 


Q: 是 ОС, x), #С:, х) КУРЫ, &:> 4; 是 常数 ,也 可 以 是 2 或 者 x КОМ, 例如 ， 
积分 不 等 式 约束 


P| aG. х, UG, ж), falis 0000 < gis i = 1, 23 4, (12.9-7) 
zs 是 已 知 常数 。 在 这 种 约束 形式 中 ,不 仅 对 控制 fs(:, x) 有 约束 , 而 且 对 系统 状态 UG, 
х) BAHR, 

对 可 准 控 制 类 .Yo([0, оо) x 9). 中 任意 控制 fal х), BEMER AMARRE 
‚ 以 后 ,我 们 总 假定 系统 存在 唯一 的 解 ,而 且 这 个 解 连 续 依 赖 于 初 值 ,也 就 是 说 , 初 信 的 微小 
变化 ,对 应 解 的 变化 也 很 小 。 . 

系统 状态 演化 用 算 子 ËC, х, Ох), los РС, х)) 表示 , 即 系统 式 (12.9-1) 和 边界 
条 件 式 (12.9-27, 在 给 定 初 值 Ua) 和 可 准 控制 Кобе, x) 后 , 系统 在 1 时 刻 所 到 达 的 状 
# ОС, х) = Ф@, х, Ux), и, РО, х)), ЎА ОС, x) 写成 Что, х, Ux), 
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n), Utalt, x, Ох), to) 一 $G, x, Ох), tos С, х)). 如 果 系 统 式 (12.9-1) 是 线性 
系统 ， 且 工 是 9 中 强 连续 有 界 算 子 半 群 的 生成 算 子 ， 这 时 Ф 可 用 半 群 表示 出 来 ， 如 式 
《12.7-27 的 形式 . 

在 有 控制 作用 С, х) 的 情况 下 , 系统 运动 是 强迫 运动 , 如果 fal, х) = 0， 则 是 


自由 运动 . 00 =o, fs = 0, Bl L(UG, x), z, x) = 0, МИС, х) 一 0 时 


的 解 叫 作 系统 的 平衡 态 或 稳 态 . 
系统 的 性 能 指标 , 可 用 一 个 泛 函 来 表示 


J= [= х, Оға, х, Ох), 1))20 


+ j), m (z, х, МЕБ, х, Ux), to), fe G, x))dtdð, (12.9-8) 
to 


右 端 第 一 项 代表 终端 二 时 的 指标 要 求 ， 第 二 项 代表 在 整个 [n a] 过 程 上 的 指标 要 求 。 
各 种 不 同 的 最 优 控制 问题 的 性 能 指标 常 能 表示 成 式 C12.9-8) 的 形式 . 

系统 的 终端 状态 , 可 以 是 自由 的 , 也 可 以 是 固定 的 。 在 后 一 种 情况 下 , 它 是 多 中 的 一 
个 子 集 ,用 9。 м, S C$, 9a ВИН. 

现在 ,可 以 把 控制 有 约束 的 最 优 控制 问题 叙述 如 下 : | 

对 系统 式 C12.9~1), 给 定 边 界 条 件 式 (12.7-2) 和 初 值 U,Cx) 以 后 ,要 求 找 到 一 个 可 准 
控制 Fols x) € Clt a] x 0), 使 系统 从 UC) 出 发 的 运动 Цех, Us(x), t) 
在 拉 时 刻 到 达 目 标 集 9o 并 使 得 7 了 对 所 有 其 它 可 准 控制 来 说 达到 极 小 值 (或 极 大 值 )， 这 
时 РЫСЬ, x) 叫 作 最 优 控制 ， 而 Cr С, x, UC), а) ШЕЕ Я. 
Ра, x) 存在 , 那么 这 是 一 种 开 环 控制 . 假如 我 们 还 能 找到 最 优 控制 P.G. x) 和 系统 状 
ж UG, х) 的 关系 , 即 №5, x) = FUG, x)), 这 时 最 优 控制 是 系统 状态 的 反馈 ， 因 此 
是 闭环 最 优 控制 . 

以 上 是 分 布 参 数 系统 最 优 控制 的 一 般 提 法 , 当 给 定性 能 指标 的 具体 形式 后 ,就 可 描述 
各 种 特殊 形式 的 最 优 控制 问题 ， | 

С) 最 速 控 制 ，, 给 定 系统 式 (12.9-1) 在 z = x ВИН, UC) 和 系统 的 终端 人 
Ux) 〈 即 目标 集 9, 一 {UCx)}》 以 后 ， 要 求 找到 一 个 可 准 控制 ЁС. x)， 合 系统 从 
О,Сх) 出 发 到 达 UC) 的 时 间 最 小 ,这 就 是 最 速 控 制 。 此 时 

g = ol gG, х, Ur;G, x, Ох), в), 0, х))40 = 1, 
J=:#— x. (12.9-9) 

(2) 最 优 终端 控制 。 给 定 系统 式 (12.9-1) 在 时 的 初 值 О, (х) 和 目标 集 92, a Bl 
定 。 要 求 找到 一 个 可 准 控制 FoC, x)， 使 系统 从 U) HEE n 时 刘 的 状态 Ua, 
х, Ож), h) Ж 9。 的 距离 最 小 ， 这 就 是 最 优 终端 控制 ， 此 时 ,gi 一 0, 而 j, Blt x, 
Utali, х, Ох), 2))40 被 距离 
plUl, х, Ох), b)» $2) 
Q ПОС, ж, Ох), t) 一 U,(x)||24G (12.9-10) 


一 mn | 
EDES lot, 15D) 


= min _ min j 
EEs lgt lD Маха 
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FRB. 

(3) 最 小 能 量 问题 . 给 定 系统 的 初 值 U), л 固定 , 终端 状态 给 定 Ua(x)， 要 求 
找到 一 个 可 准 控制 БС, x)， 使 系统 从 UO 出 发 ,在 捕 时 刻 到 达 О.С) 并 使 消耗 的 
控制 能 量 最 小 .这 时 g= 0, g 是 控制 С, x) 的 非 负 函 数 , B fk Р Оно, x, 
Ux), 4)， 这 就 是 最 小 能 量 问题 | | 

以 上 这 些 问 题 ， 在 文献 [33] 中 最 先进 行 了 研究 , 那里 应 用 动态 规划 方法 , 得 到 了 最 
优 控制 所 满足 的 偏 微分 -积分 方程 。 这 个 方程 类 似 于 集中 参数 系统 的 哈密 顿 - 雅 各 比 
(Hamilton-Jacobi) 方程 . 由 它 可 以 求 出 最 优 控 制 。 下 面 来 讨论 这 个 问题 . - 

给 定 系 统 式 (12.9-1), 初始 条 件 和 边界 条 件 由 式 C12.9-3) 和 (C12.9-2) 确 定 ， 但 假定 边 
界 条 件 中 faolz, x) = 0， 即 不 加 边界 控制 ， 只 考虑 在 2 上 的 控制 ， 因此 , 可 准 控制 类 是 
F Citn h] x 0)、 系 统 性 能 指标 为 


J= | оба, x; Urol ж, И, 1))d0 


十 |, git» x, U, ,G, x, UoCx), 2) Folt, х)аа8. (12.9-11) 


我 们 的 目的 是 找到 一 个 可 准 控制 ， fali, х) EJ Cin n] x 9), ERREA (12.9-1) 
E n HAIMRE И 出 发 的 运动 为 Ü,,G, x, Ик, 4)， 把 它们 代 到 式 《12.9-12) 
th, 使 7 达到 极 小 (或 极 大 ) 值 了 ， 求 最 优 控 制 f oG, x) 的 实质 ,就 是 在 有 约束 条 件 下 , 求 
泛 函 式 412.9-11) 的 极 值 问题 . 动态 规划 方法 是 解决 这 类 问题 的 有 力 工具 ， 现 应 用 它 去 解 
决 上 述 最 优 控制 问题 ， 


引入 记号 
п(О,(х), Т) = min J 
fo f([ro t 150) 
= ia ACTER О, (ах, Ох), ))40 
+ EL һб, x,U,,G, x, U,(x), и), Во, x) yda9}, (12.9-12) 
其 中 T =: — :. 


应 用 动态 规划 最 优 原理 ,可 以 得 到 3 
OC(UG, x), T) = min Í ka x), T) rUe, к), folt, x)) 
ӘТ 


Foe Slt X0] Q 8UG., x) 


+ nG, x, UG, ж), falt, х))}а0. x (129-13) 


这 是 一 个 偏 微分 -积分 方程 ,类 似 于 哈密 顿 - 雅 各 比方 程 , 它 的 初始 条 件 为 | 
ICU, x), 0) = { aC, z, UG, ж))40. (12.9-14) 
令 
p = (pis Ра 5-5 Pas Paii) = ( 


Sult, х) фи» 二 
q 一 (ал qas ` ` 5 ans 4а) = (Lis Lis ***> Las gt, x, ОС, x), fo (z, х))). 
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于 是 式 (12.9-13) 的 右 端 可 以 写成 


J B 9: LUG, ,G, 2) + nG, zx, UG, ж), 0, 2))| 40 


n+l 
= LÈ ры | dQ 
я 
， 2+1 


НСО, р, fo, t) = LÈ pa: | 20. | (12.9-15) 


НСО, р, Ғо,г) ПЕНЫ, M H, = У) piq; 叫 作 哈密 顿 密度 ，p ЕН ЗЕЕ, IN 


此 ,最 优 控制 Рос, x) ЕА НУК ЛААГАА], ie 
ÅU, р,) =, „діа оН Po fo, 1) 
于 是 方程 (12.9-13) 变 成 
UC, E) T) = ИКИ, p, D. 


初始 条 件 是 式 (12.9-14). 
系统 最 优 轨 道 是 下 述 哈密 顿 典型 方程 的 解 : 
ðU, x) = °ВСО, Р, о, 


ôt 52а, х) 

др(:, х) 68СЫ, р. г) 

—— = 一 一 一 一 一 一 一 ， 12.9-16 
ôt SUl, х) ‹ ) 


方程 组 的 初始 条 件 为 

Ulno, x) 一 Ux), 
至 于 终端 条 件 , 如 果 UCs x) 给 定 , 则 РС, х) 是 自由 的 ,如 果 UC, x) 是 自由 的 , 那 
А Ри, x) 为 


= FAGE x, Оса, x)) ， . ‚ гаса, х, (С, х)) 
РС = Ç Bula х) Oui x) ) 


于 是 解 方程 组 (12.9-16) 的 问题 ,就 变 成 了 两 点 边 值 问题 . 
综合 上 述 ,要 求 出 系统 式 《12.9-1),C12.9-12) 的 最 优 控制 Рос, x), ав 
E НО, р, fo, D, ЖЕ, REKAO fo В U, р, * 的 函数 , Ёо = 
# СО, р, г) 将 fo REIH pE АСО, р, D, ЕЖА (12.9-16) 的 两 点 边 值 问题 ,得 
到 系统 最 优 轨 道 UG, x) 和 协 态 变量 р(2, x)， 再 将 U, p RE Po 中 ， 就 得 到 了 所 要 
求 的 最 优 控制 . 
作为 一 个 例子 ， 下 面 求 线性 常 系数 系统 最 小 能 量 问题 的 最 优 控制 。 系 统 状态 方程 为 


— = LU, x) + РЕ, x), (12.9-17) 
О = Gas uz tts un)» fo = (h .-*, Її), L 是 вх РЕНИ, D ZE nx r 


阶 常 值 矩阵 ， 
系统 的 初始 条 件 为 


TAL 
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UG, x)| =, = (х), С12.9-18) 
终端 条 件 是 ! | 
UG, ж) |, = 0, (12.9-19) 
性 能 指标 为 
J 一 EL f;fod:a0, (12.9-20) 


要 求 找到 一 个 可 准 控制 ZG; x)， 使 系统 式 《12.9-17) 从 Ох) 出 发 在 a 时 刻 到 达 原 
点 而 消耗 的 控制 能 量 最 小 . 
应 用 前 述 的 结果 ,注意 到 这 里 g. == 0, p = 三 fo， 因 此 相应 于 方程 (12.9-137), 有 


ƏIICUG, x), T) min _ 
— ти а (Ca) [LU + Dfa] + Fšfo) 40, 429-21) 
由 于 fo 没有 任何 约束 , 故 使 式 (12. 21950870 fo 为 


fa = Ду 
由 此 
ау [zw- loom] + 4 (2Y vo: (ат) a 
一 EY |20 一 lpp (27) 20, (12.9-22) 
令 
p= U = (Pis Ра *** Pado 
q = ¿U = (а 4 ''', 4). 
哈密 顿 典 型 方程 为 
— 2), = LUG, x) 一 = DD:pG:, х), 
Sepu: x) = —L*p(z, х), (12.9-23) 


式 中 L* 是 工 的 伴随 算 子 ， 
E L E: 9 H TO 的 生成 算 子 , 则 式 \12.9- 23) 第 一 个 方程 的 解 是 


UG, x) = ТФ» — + Lp TG — DJDDrpGy x)ds; 
第 二 个 方程 的 解 为 
р(:, х) = T*(O)p.(x), 


这 里 р(х) 是 plU, х) НИЖЕ, 
НЕК ОС, x) 的 表达 式 中 ,就 有 


UG, х) = ТИ 一 1 р TG — IDD'T*C po x) ds 


= TEUL) 一 L | TG 一 ADD T* dsp), 
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再 利用 终端 条 件 Ша, х) = 0， 又 有 
2TGOU, = | т(а — ODD:T*(Odipi(x), 


+ s= |" TO — DD"T*(s)dr， 并 假定 s 有 逆 , 则 有 


p (x) 一 2S- TCD)CnCx)。 
这 样 , 协 态 变 量 就 为 
plt, x) 一 2T* STC UC). 
将 它 代 到 最 优 控制 表达 式 中 , 便 得 到 
| fo = —D'T*OS TOU, O. - (12.9-24) 

这 是 闭环 最 优 控制 . l | 

以 上 我 们 讨论 了 用 偏 微分 方程 描述 的 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 问题 ， 在 有 些 情况 
下 ,分 布 参数 系统 可 以 用 积分 方程 或 积分 方程 组 来 描述 , 它 对 讨论 系统 的 最 优 控制 问题 有 
时 比较 方便 、 而 且 这 种 描述 方式 还 有 一 个 好 处 ， 就 是 系统 的 边界 条 件 已 包含 在 积分 方程 
的 表达 式 中 ， i 

一 般 来 说 ,一 个 高 阶 方程 或 偏 微 分 方程 组 描述 的 分 布 参数 系统 ,如 果 能 求 出 它 的 格林 
冰 数 ,就 都 可 化 成 积分 方程 或 方程 组 的 形式 。 

在 一 般 情 况 下 ,用 积分 方程 组 描述 的 分 布 参数 系统 , 可 以 表达 为 


О, x) = |, K., їх, x, VREDI 
+ EL KG, t, x, x, UG, x), ВС, хата, — C12.9-253 
式 中 K,, K 是 = ЗЕЕ, U = (и, Us * ° ° 5 tn )» fa = (№, `... fs) 分 别 是 系统 
的 状态 向 量 和 控制 向 量 。K, 应 具有 如 下 性 质 ， 
|, Kois tos xs x, 000407 = ИК, 
U(x) ЖИНА. РАКЕ, К, К, 是 定义 在 [n x] x Q 上 的 平方 可 积 函 数 ， 
НХ ОС, х) 的 分 量 u, i=1, 2, n 有 连续 一 阶 偏 导数 . 不 失 一 般 性 ， 还 假 


E U(x) 一 0. . 
系统 式 (12.9-25) 的 约束 条 件 是 


%, [çC UG, х), falt, x))] =0,i= 1, 2, ` ШЕ N, (12.9-26) 
这 里 q, EZA Mmg 为 向 量 
¿= (|, 207, ж, Ш, x), а, x y)arag, (12.9-27) 


z 是 向 量 , z = (zi 22, 775, 21), XE СЖ z 对 以 都 有 一 阶 连 续 偏 导数 。 这 
种 类 型 的 约束 条 件 ,不 仅 对 控制 f 有 约束 ,而 且 对 系统 状态 U 也 有 约束 。 满 足 约束 条 件 
式 \12.9-26) 和 (12.9-27) 的 可 准 控制 类 记 成 A Cdn в] x 9). i 

设 系统 性 能 指标 有 下 列 形式 ， 


J = |). m (z, х, UG, x), falt, х))а:40, С12.9-28) 
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系统 式 (12.9-25) 的 最 优 控制 问题 ,就 是 要 求 找到 一 可 准 控制 w х 0), 
它 以 及 由 它 决定 的 系统 状态 ОС, x) 满足 条 件 式 C12.9-26), 并 使 性 能 指标 式 (12.9-28) 
AARMA. Ё, x) 就 是 系统 的 最 优 控制 . 
下 述 事实 给 出 了 这 个 问题 最 优 控制 存在 的 必要 条 件 。 如 果 йо 是 最 优 控 制 ， 那 么 一 
定 存 在 一 非 零 向 量 c = (с, са, са .…，cw)。co 一 一 1， 使 得 对 一 切 (z, х) [s.n] X 
5, Fa 使 下 列 函数 HO, x, fo) 相对 一 切 fali, x) EA Cio x] x 0) 达到 极 大 值 : 
H(z, x, fs) = cogit, x, Ча, х), folt, х)) 


+ с, j Заста UUE p [Кох О(:,х), Вах) 


` t ” ” , , , ` , „| ГА 
一 | | ме sæ, t X KC хх, UC, x), falt, х))агао la: dQ 
to 


+ > = > |zG,=,UG,x),fsG,z)) 


É КА sx” CEO Ё", х" )) ин 
+ | |, aU [Kc sx” LRU х), foalt, x)) 


to 


一 меж sx KC x UE) fae aaa | ¿aQ |, (12.9-29) 
to 


也 就 是 说 
НО x, fo) = sup HG, x, fo), (12.9-30) 
FBES 1х) 


式 中 函数 矩阵 MG”, x”, г, х) 满足 如 下 积分 方程 : 
My) 一 EE M(E’, x” ,t,x)D 2 dtdQ 


OK, x tx U) fot x") 
ðU . 
这 个 事实 类 似 于 集中 参数 系统 的 极 大 值 原理 ， 所 以 也 则 分 布 参 数 系 统 的 极 大 值 原理 ， 
НС, x, fo) ЕС”. 
我 们 现在 应 用 上 面 建立 的 关系 式 来 讨论 圆柱 扭转 运动 的 最 优 控 制 . 利用 格林 函数 ， 


(12.9-31) 


解 出 | 
rG, х) = ко, rz, r, Eyulr)drdë, | (12.9-32) 
设 圆柱 体 两 端 是 自由 的 ,初始 条 件 为 零 , 在 x 一 0 一 端 加 控制 «О. 
假定 控制 量 是 分 侦 连 续 函 数 , 且 受到 ju] < 1 ИЖ. 又 设 性 能 指标 为 
Ди] = | Геба z) — прах, (12.9-33) 
式 中 ro 是 常数 。 


要 求 找到 可 准 控制 x(z)，、 使 圆柱 体 在 零 初始 条 件 下 和 给 定时 间 工 内 , 到达 某 一 状态 
和 ro 的 均 方差 最 小 ， 为 了 应 用 上 面 的 极 大 值 原理 ,把 性 能 指标 改写 为 


Ли] = jh rC, z) — на — Так, (12.9-34) 
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AH 200) ЖМЖ. 
因为 式 C12.9-32) 中 KG, xz, r, E) 不 含 未 知 函数 rG, zx)， 根 据 式 (12.9-31)，M(t， 
x, r, Ë) 二 0。 由 式 (12.9-29) 得 到 哈密 顿 顶 数 为 


HG, x, u) = — IN. AC, z) — BC ТУСИ, Z, r; нарах 
+ [rG, z) — 90 — T] 
_ 6, f [7 CT ox)— 70] RCT r ,tx dx 二 50) ња T>] 


= [зо f LCT ar) rol KCT =x ar’ + rC) рва Т) }. 
按 式 (12.9-31), 最 优 控制 应 使 上 式 达 到 极 大 值 ,于 是 
9 = а | 一 í LACT, z — к — t, dx}, (12.9-35) 
但 „СТ, x) 又 可 表示 成 
(T, xz) = [кат — r, ruCr)dr， 
代 到 式 (12.9-35) 中 ， 
9 = sgn | — [ка — ира — ro |KCT _ «54е. 
最 后 , 令 
RG) = f Kcr — i, хах, 
Sr, = | KCT — r, x KCT — аа, 
得 到 | 
0 = sgn Í КФ — í 50е, Dular}, (12.9-36) 


这 就 是 最 优 控制 应 满足 的 积分 方程 , 解 出 200) 便 是 系统 最 优 控 制 ， 它 是 一 个 边界 最 优 控 
制 问题 ， 一 般 来 说 ,分 布 参 数 极 大 值 原理 ,可 以 用 来 解决 边界 最 优 控 制 问题 。 这 是 与 前 面 
叙述 的 动态 规划 方法 所 不 同 的 ， | 
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在 这 一 节 里 ,我 们 讨论 一 类 用 积分 方程 描述 的 分 布 参 数 系统 的 最 速 控 制 问 题 , 应 用 矩 
量 法 给 出 最 速 控制 应 满足 的 必要 条 件 , 这 种 方法 有 可 能 用 近似 方法 求 出 最 速 控 制 ,这 样 得 
到 的 最 速 控制 ,虽然 不 是 最 优 的 ,但 接近 最 优 , 所 以 把 它 叫 作 次 最 优 控制 ,而 次 最 优 控制 在 
工程 上 往往 容易 实现 , 

给 定 一 维 分 布 参 数 系统 


y(nn, r) = r КО — т, x)ulrt)dr, А (12.10-1> 
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ya z) 是 系统 在 二 时 刻 | 的 状态 ， u(z) ERABE, КС, x》 是 积分 方程 的 核 ， 它 是 
平方 可 积 函 数 。 

我 们 假定 控制 G) 是 分 段 连续 函数 ,具有 幅 值 约束 

[и(#)| < c, | (12.10-2) 

满足 这 个 要 求 的 控制 就 是 可 准 控制 类 C。 再 假定 系统 初 值 为 零 ， 终 端 状态 是 预先 给 定 的 
у* (ж). 所 谓 最 速 控制 问题 ,就 是 找到 可 准 控 制 ¿(2 Е С, 使 系统 式 (12.10-1) 从 零 状 态 出 
发 到 达 状 态 y*(x》 的 时 间 и ЕЛ. 

这 个 问题 可 以 转化 成 矩 量 问题 ， 事实 上 ，, 由 第 二 章 所 讲 过 的 L, 空间 性 质 , 我 们 在 实 
项 尔 伯 特 空间 Lh, 可 以 选择 一 组 归 范 直 交 基 mw(x*)e L,, ¿= 1, 2,，…*， 把 平方 可 积 
函数 y*(x) M KO, х) 依 这 组 基 展 开 : 


K(z, x) 一 > z(Oo, (a), 


y* (=) = > серб), 
这 两 个 级 数 依 L, 空间 范 数 收敛 ， 把 这 两 个 级 数 代 到 方程 (12. 10-1) 中 , 便 得 到 


У) сви») = > pi(x) |" ва — пират, 


由 于 (o) 是 基 , 因 此 有 | 
¿= |? gia = тиба, i = 1, 2, es C12.10-3) 


由 于 y*(x), KG, x》 都 是 已 知 函 数 , 故 cj, gs 1,2, 555 都 是 已 知 的 。 这样 ,寻求 
最 速 控制 a(z) 的 问题 ， 就 变 成 了 寻求 函数 ul), 14001 < w， 使 式 (12.10-3) 无 穷 多 个 
等 式 成 立 , 且 лл. | 
ТЕНИ, ВЕ 4 — РАНО Е ЖЕ 
质 。 各 种 矩 量 问题 的 详细 讨论 ,可 参考 有 关 文 献 [36]. 
设 [0, T] 是 实 轴 上 的 有 限 区 间 , 是 定义 在 [0, T] 上 可 测 并 可 积 的 函数 全 体 所 组 
成 的 集合 。 对 也 中 任 一 函数 x(z)、 定 义 范 数 


lel = Ẹ lOl, C12.10-4) 
容易 验证 , Е 是 一 线性 赋 范 空间 。E 上 的 每 一 线性 泛 孙 Fa) 都 有 如 下 表述 式 : 
F(x) = í (ОК, xG) € E,  G210-5) 


IG) д 10, T] 上 的 可 测 函 数 ， 并 且 在 [0, T] LEARAAR. EX FO) 的 范 数 为 

EC) = Vrai max. Не, (12.10-6) 

符号 Vrai тах 称 为 真性 最 大 值 , 它 是 指 在 【0, T] 上 除去 零 测 集 外 使 fo 为 有 界 函 数 所 
达到 的 最 大 值 。 | 

РЕ ЕЕ в ЛЖ rG), i= 1,2, 6,0, MEZERA, 是 指 如 果 对 任意 一 


组 不 完全 为 零 的 数 Eo i=l, 2，.……, п, 使 线性 组 合 D хе) 在 [0, T] 中 的 任何 
i=l 
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测度 大 于 零 的 子 集 上 都 不 为 零 ， = 
如 果 给 定 五 中 n 个 完全 独立 的 函数 xiC), i = 1,2, tts n, 间 时 给 定常 数 Cis C25 
са afa >o, > ¿> 0)， 要 求 找到 形 如 式 (12.10-5 КИЕВ F RERA КО) 

满足 HF 一 a， 并 使 如 下 a 个 等 式 成 立 : | 
га) = | Кдд =. =", C12.10-7) 

这 就 是 赋 范 空间 下 中 的 算 量 问题 ， 

在 讨论 矩 量 问题 的 同时 ,还 考虑 如 王 的 极 值 问题 , 即 在 D с, = 1 的 条 件 下 , 求 使 
积分 | 


k | > Si) | de 
达到 极 小 的 点 Esi 1,2, 556, 2。 记 这 时 的 极 小 值 为 。， 


А, = min | |> Eix (|z. | (12.10-8) 
È gea 


上 述 和 矩 量 问题 和 式 《12. 0 的 极 值 问题 有 密切 关系 ,在 文献 [36] 中 指出 , ЖЕНЕН 
的 必要 充分 条 件 是 i>- HERF 2, 一 上 ~ 时 ， 《是 泛 函 卫 的 范 数 ?和 矩 量 问题 有 唯 
一 解 , 这 个 解 КО 由 下 式 给 出 : 


Ко = æ + sign Ë 509], Е (12.10-9) 


式 中 Ей == 1,2, .,. n 是 使 式 (12.10-8) 取 极 小 的 Е.б а 1,2, 066, п HH. 关于 式 
(12.10-8) 的 极 值 问题 ,还 有 以 下 性 质 : 


D — <, <— М 
(⁄%⁄ (54) 
и, M 是 两 个 正 数 . 

(2) М m > n 时 , 2,, Sha. . 

(3) 当 工 给 定时 ,把 2。 看 成 co 1, 2, 556, n 的 函数 ， 1, 一 А, (с c, eco) 
是 c; КУЧА. 

下 面 我 们 应 用 和 矩 量 问 题 的 这 些 基 本 事实 ,来 讨论 上 边 提 到 的 最 速 控制 问题 。 

设 函 数组 gl), #=1,2,.-. 中 每 个 函数 g;(z) 在 区 间 [0,co) 是 可 测 函 数 , 并 是 
可 积 的 .假定 其 中 任意 * 个 函数 是 完全 独立 的 ,也 就 是 说 对 任意 一 组 不 完全 为 零 的 数 与 ， 


i=1,2,..., п, 使 线性 组 合 > 2:8: Ө) 在 区 间 [0, co) 任 意 测 度 不 为 零 的 子 集 上 都 不 


JẸ, 我 们 把 这 个 条 件 叫 作 非 赔 化 条 件 ， 
现在 要 寻找 и), BOJ <a, 使 


3 
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T 
07074 = c; i =1,2, ++, n, 


并 使 了 为 最 小 . 
根据 上 面 说 过 的 矩 量 问题 的 性 质 , 为 了 解决 这 个 问题 , 在 给 定 终端 时 刻 工 后 , 可 先 求 
НЕЕ 
„тіп 
> АЯ Вр: 
然后 按 式 (12.10-9) 求 出 (2). 
我 们 总 假定 存在 一 个 7* 使 得 ATO > 十， 否则 最 速 控制 ¿(O 就 不 存在 了 .由 
式 (12.10-10) 和 系统 非 赔 化 条 件 , 不 难 验证 函数 4,《 了 ) 是 了 的 单调 递增 函数 ,同时 ,由 于 
1100) = 0, 07%) SE, 0 < T* о, ДЕРЕ Ё, 使 5.) =. 显然， 


= т)|ат = 1,C T), (12.10-10) 


i=l 


在 一 切 使 等 式 | sua =c, i 一 1,2,…,# 成 立 的 T 中 ,他 ,是 最 小 的 . 按 上 面 
抵 量 问题 的 性 质 ,这 时 必 存 在 唯一 解 


un(t) = @ sing рэ Er р, СР, — D|, (12.10-11) . 
式 中 & 是 极 值 问题 : Е 
min ЕС! _ 
Euk рэ Ez Ct, |а = 1, Ё) = 21 210-12 


的 极 值 点 . 

可 以 证 明 , 由 式 C12.10-11) 给 出 的 ual), H ”一 o BF, и (р 的 极限 22 存在 ， 
E l) <о, #7) 便 是 系统 式 C12.10-1) 的 最 速 控制 9, 由 于 и, 是 260) 的 a 阶 近 
似 ,用 它 代替 260) 可 以 得 到 足够 的 准确 性 ,这 一 点 对 工程 来 说 是 有 重要 意义 的 .但 是 ,用 
和 矩 量 法 求 出 的 = 阶 遥 近 毕 况 不 是 真正 的 最 优 控制 (г), ME u0) 叫做 系统 的 次 最 优 
控制 I 


根据 1。 的 性 质 和 条 件 у а<®, 可 以 看 出 ， ИЕА АСТ) аита 
列 , 因 此 必 有 极限 存在 ， хт) = ШаА,СТ). АТ) 也 是 了 的 单调 函数 ,于 是 方程 
xT) = + 
C€ 


必 有 唯一 解 了 = 于， 它 就 是 系统 在 最 速 控 制 a(z) 作用 下 ， 由 零点 到 y*(x) 的 最 短 时 
间 。 f 

以 下 是 在 带 有 自动 寻 优 器 的 计算 装置 中 ， 实现 最 速 控制 的 方案 。 这 个 方案 的 程序 如 
T: © 


p(T) = РУ Bg(T— À) 1а, (12.10-13) 
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首先 任 取 一 满足 条 件 

(&, e) = 5 Ece =l, | | (12.10-14) 
£ 一 2, Ё + #.), с = (c, Cas ` 5 с.) 的 &, 254(12.10-13У 6 p СТ). 
根据 上 面 的 讨论 , 当 了 增 大 时 ,函数 ps《T) 是 从 零 开 始 的 单调 递增 函数 ,并 存在 T*, 使 
рьСТ*) > 二. 我们 计算 oT) ER oT) = 2 为 止 ,这 时 记 下 T, 值 ,并 由 寻 优 
器 求 出 函数 oT) ЕЖА: (£, с) 一 工 下 的 极 值 点 S. HT 

PCT) = min оТ) < oT) 一 过， 

因此 ,用 名 代 克 ,重新 计算 函数 of(77， 并 重复 上 述 程序 。 这 种 过 程 一 直 进 行 到 第 * 个 
循环 ,使 得 

|T) 一 Lice, 
5 

ЧТ, — Ти < (12.10-15) 
为 止 。 s 是 事先 给 定 的 正 数 ， 这 时 E 便 是 式 (12.10-12) 的 极 值 点 , 7, 便 是 最 短 的 过 渡 时 
м. | 


每 个 循环 中 ,寻求 极 值 
gin СТ) 
的 方法 是 很 多 的 , 比如 梯度 法 , 最 速 下 降 法 ,或 者 两 种 方法 的 结合 等 。 详细 的 讨论 可 参看 
第 二 章 。 


作为 例子 ， 将 和 矩 量 法 应 用 到 弹性 圆柱 体 的 最 速 控 制 。 设 系统 状态 方程 是 由 积分 方程 
描述 的 : | 
rz 一 个 [一 Ear) Мы. in 20 — r)| aCr)dz; C12.10-16) 


系统 初 值 为 零 , 终 端 状 态 为 给 定 的 *(x)。 求 由 零 状 态 到 r*(*) 的 最 速 控制 GO. Fe 
应 满足 uO < = 的 约束 . 
由 第 12.2 节 知 道 ,圆柱 体 扭转 振动 的 固有 振 型 为 


polr) = 1, VA (z) = cos x, n= 1,2, +, 
它 构成 La 空间 的 一 组 基 , 积 分 方程 的 核 函数 可 以 按 这 组 基 展开 
a? 2a 1 na пла 


— cos — x sin —— t; 
I mx 321 P” l L 


XE, во = 一 ть, 8.62) = — 20 sin 2741, п = 1,2,3, -。 终 端 状 态 r*(x) 在 这 组 
基 上 的 级 数 展开 为 
r* (x) =c + > cp (х) 
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式 中 


oe 
1 * пл 

c= \ 7 (=) созт zdz, n = 1, 2, `. 
0 


因此 ,最 速 控 制 间 题 就 转化 为 求 控制 u, lal < c， 并 使 无 穷 多 个 等 式 成 立 : 
a= j RET — r)u(r)dr = — zf CT — r u(r)dr, 


or) eT Derar = 24 [7 in Gr — ибт, 
пл 20 


в =1,2,.,.*, 
В.т лана. | 
МНЕ, ЭНЕ, WERE u), lG] «оа, РАНИЛ 
M: 


co 一 一 “| (T 一 дит, 


А 
=. = — 24 [| sin СТ — Пират, п== 1,2, ::.р 


пл 20 


并 使 了 达到 极 小 ， 上 式 内 p 是 一 正 整 数 . ВА, (12.10-16) 是 非 赔 化 的 , 应 用 前 面 的 讨 
论 ,必须 求 下 述 极 值 问题 的 解 : 


min |5 (- 2) то 5 (ает о) 


660+ > 1 
i=l 


= 217) = +, 
BARELA E= (5, Eo es E) ША, ЖН >+ 1 阶 就 近似 为 


Upt1(t) = asing fa, (= Ac, — 1) + > Е, (= i intas СЁ, 一 p), 


A Ê, 为 工 的 最 小 值 ， 当 p— оо BF, upale) Ближнем, fE p+1 
阶 近 似 下 ,求解 £ = CG. B, Ë, 555, ED sü T, 可 容易 地 由 计算 机 来 实现 . 

在 第 12.5 节 中 , 我 们 曾 谈 到 过 对 分 布 参数 对 象 的 有 穷 维 通 近 问 题 ， 在 实际 问题 中 实 
现 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 ， 这 种 逼近 方法 对 处 理 具体 技术 问题 具有 实际 意义 。 上 面 讨 
论 的 矩 量 法 也 是 一 种 有 穷 维 还 近 的 方法 ， 例 如 ,一 个 受 控 的 弹性 体 , 有 无 穷 多 个 固有 振动 
频率 和 振 型 。 当 控制 器 是 由 常 微分 方程 描述 时 ,整个 系统 的 通 频带 是 有 限 的 ,只 能 有 有 限 
个 固有 频率 (固有 振 型 ) 位 于 通 频 带 内 ,其它 高 阶 振 型 将 被 滤 掉 .在 这 种 情况 下 ,用 有 穷 维 
运动 去 通 近 无 穷 维 运动 是 有 足够 准确 度 的 。 经 有 穷 维 盐 近 后 ， 整 个 系统 成 为 集中 参数 系 
统 ,再 应 用 集中 参数 系统 的 最 优 控制 理论 解决 最 优 控制 问题 ， 从 这 个 意义 上 讲 ,用 有 穷 维 
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还 近 得 到 的 最 优 控制 叫 作 次 最 优 控制 ， 在 文献 [32,35 ] 中 研究 的 数值 方法 ， 为 分 布 参数 
系统 的 有 穷 维 逼近 提供 了 有 力 的 理论 根据 , 


21 “等 离子 体 约束 的 控制 问题 


在 热 核 受 控 聚变 反应 中 ， 等 离子 体 的 约束 是 一 个 核心 问题 。 目 前 普遍 采用 的 是 磁 约 
_Ж. 托 卡 马克 就 是 这 样 一 种 装置 . 下 面 仅 就 托 卡 蕊 克 装 先 中 与 等 离子 体 约 柬 有 关 的 最 优 
控制 问题 9, 作 一 简单 介绍 . 

托 卡 马克 装置 的 简单 原理 如 图 
12.11-1 所 示 。 当 变压器 初级 线圈 通 以 
电流 时 ， 在 真空 室内 的 等 离子 体感 应 产 
生 一 环 电流 《相当 变压器 的 次 级 线圈 ). 
它 产 生 的 “欧姆 热 " 把 等 离子 体 加 热 到 高 
温 。 同 时 ， 产 生 的 磁场 约束 等 离子 体 . 
通过 真空 室外 部 的 环形 线圈 产生 环 向 磁 
场 ， 用 以 把 等 离子 体 约束 在 一 个 轮 环形 
的 磁 瓶 中 ， 这 两 个 磁场 合成 的 结果 ， 形 
成 一 个 螺旋 磁场 如 使 等 离子 体 处 于 平衡 


假定 等 离子 体 和 导电 壳 是 轮 环形 的 瓶 , 围绕 z 轴 对 称 ， 它 的 截面 如 图 12.11~2 所 示 . 
处 在 平衡 状态 的 等 离子 体 , 其 截面 为 Q ARY Г,, 
真空 部 分 是 8,， 导 电 壳 的 截面 为 0 =, UT, UQ,» 
звал T. 

如 果 等 离子 体 特性 和 各 种 参数 都 已 给 定 ， 这 时 磁 
ЯВ 在 边界 T, 上 的 值 是 确定 的 ,用 В, 表示 , 它 是 已 
知 的 .在 平衡 状态 下 ，B, 正切 于 T,。 迈 赛 尔 (Mercier) 
党 建议 ,在 O, 内 装 有 导体 并 通 以 密度 为 /的 电流 , € 
在 真空 室内 产生 一 磁场 ,并 使 整个 磁场 B 满足 使 等 离 
子 体 处 于 平衡 状态 的 边界 条 件 Blr, = Bn 问题 是 
如 何 选择 所 加 的 电流 2， 使 等 离子 体 的 平衡 状态 具有 
预定 的 外 形 ， 同 时 又 能 使 所 消耗 的 能 量 最 小 、 比 如 使 
整个 电流 


图 12.11-2 


|, 121, 


或 者 使 整个 能 量 
|. а= 


达到 最 小 ,在 文献 [14] 中 , 把 这 个 问题 化 成 了 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 问题 。 
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电流 密度 J 和 磁场 强度 Веер. 

rot В = uJ, (12.11-1) 

dv В =0, А . (12.11-2) 

其 中 rot, div 分 别 是 向 量 的 旋 度 和 散 度 ，m 是 常数 ， 

在 柱 面 坐标 系 内 ，B 可 表示 成 ( 见 图 12.11-3) | 
B= В,е, + B,e, + В,е.. 

由 于 轮 环 相对 z 轴 是 对 称 的 ，B。，B。，B。 不 依赖 于 
Ф. H В, == const, 因此 式 (12.11-27) 变 为 


10 CoB) + в, 0. (1211-3) 
p др Oz 
这 说 明 , 存 在 一 个 定义 在 Q, 上 的 势 函数 uloz), 使 得 
1 ди 
В, = — — ——, 
о до 
= 1 ди _ 
=. (12.11-4) 
对 我 们 有 意义 的 是 电流 的 径 向 分 量 , 故 假定 
У = Ilo, 2)er. (12.11-5) 
将 式 (12.11-1) 投 影 到 e, 轴 后 , 便 得 到 主要 方程 ; | 
ôB, _ ЭВ, _ _ 
r (12.11-6) 
28885.(12.11-4), EA 
9 一 ! ды. 1 Pu = _ 
£ 2) р д "0 021-0 
当 等 离子 体 处 在 平衡 状态 时 ,不 难 推 得 "其 边界 条 件 为 ， 
` u]r, = 0, (12.11-8) 
ит, | (12.11-9y 
1 On = _ 
1 2. 18,1, (12.11-10) 


其 中 > E TT, 或 T 的 单位 外 法 线 ,1B,,| В, 的 模 长 ， пж. Фр | IB,,| dt, 
` Р 
则 有 , 
~ S“ 41 = D, 《12.11-11》 


| 1 ди 
, Tp P ðv 
DD 是 事先 给 定 的 常 信 ， | | 
现在 定义 希 尔 伯 特 空间 (一 阶 索 波 列 夫 空间 ) 
0) = некад, 05. 56 едк) }, 
其 内 积 定义 为 


и, „Уна, == СА vY on + (95, Be Dr + (2, Pa 100.) е 
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在 H'(Q,) 中 取 那 些 凡 在 Г, 上 为 零 而 在 了 上 为 常数 的 元 所 构成 的 集合 F， 在 其 中 定义 
新 的 内 积 
a, [au w 4. ды Ov) dedz 
(u> 9)» |. 2. 5 | 
容易 验证 ,7 也 是 希 尔 伯 特 空间 ， 取 了 中 的 元 С, ССГ) 表示 G 在 了 上 的 值 , 文献 [14] 中 
指出 ,方程 (12.11-7) 一 (12.11-112 有 解 的 必要 充分 条 件 是 * 满足 如 下 方程 : 


lu, Gyy 一 — m |. 06 — С(Г))4ойз + DGC), VG € V. (12.11-12) 


而 且 , 对 每 一 个 JELO) 都 存在 唯一 的 一 个 € V 满足 方程 (12.11-127)， 

方程 (12.11-12) 是 一 分 布 参数 系统 ，j 是 控制 ,x 是 系统 状态. 了 是 状态 空间 ， 
Zx2.) 是 控制 空间 ， 

系统 的 性 能 指标 为 


> 


IQ) == Íj. J’dpdz, (12.11-13) 


对 系统 状态 的 约束 是 式 (12.11-10)， 

于 是 ,最 优 控制 间 题 为 寻找 一 个 分 布 电流 Je L:《Q,)， 它 使 系统 状态 满足 约束 条 件 
式 (12.11-107 并 使 消耗 的 能 量 式 (12.11-137 达 到 极 小 . 

文献 [14] 中 证 明 , 这 个 最 优 控制 ARARE ë = и) 存在 而 且 是 唯一 的 ， 

对 于 控制 ] 也 可 以 加 各 种 约束 ,比如 ;整个 电流 


j Jdodz = 0, 
о, 


或 者 在 某 个 面积 上 (例如 放置 测量 装置 的 地 方 ) 电 流 为 零 ， 如果 在 真空 部 分 的 某 些 点 上 加 
电流 (点 源 ) 


J 一 > J.8Ço — p.D8(z — za). 


这 里 (pos z) 是 。 线 图 的 坐标 ,是 线圈 的 个 数 ， 这 就 是 点 控制 的 情况 ， 

在 文献 [14] 中 对 上 述 最 优 控 制 问 题 ,还 给 出 了 数值 解 ,得 到 了 许多 有 趣 的 结论 ， 当 然 
真 要 实施 这 种 控制 还 有 许多 竺 研究 的 复杂 注 , 如 由 于 小 等 微 秒 级 的 时 间 特 征 数 的 限制 , 必 
须 把 控制 信号 的 传递 时 间 也 计算 在 内 。 —— 


12.12” 液 浮 陀 螺 温 控 问 题 


在 惯性 导航 系统 中 ,要 求 陀螺 有 很 高 的 指向 精度 , 对 其 漂移 率 有 严格 的 限制 , 精度 的 
进一步 提高 ,不 仅 要 靠 机 械 加 工 方面 的 努力 ,还 要 在 误差 补偿 方面 采取 措施 、 对 单 自由 度 
液 浮 陀螺 来 说 ,其 误差 力矩 丈 。 按 起 因 和 作用 的 部 位 可 分 离 成 如 下 形式 : 

Ws = D, + D,(SF), 十 DCSF) + D,(SF); + Ри$ЕЯ 
+ DoCSF)? + Р, (Е) + D is($F)/KSF)s + Dos(SF СЕ); 
+ ОС5Е) (SF) + +, (12.12-1) 
其 中 SF 是 比 力 向 量 ，(SF) СЕ), СР); 分 别 是 比 力 向 量 在 输入 轴 、 输 出 轴 、 转 子 目 
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ДЕЯ ЕЕ, Di Do Dss, Do 等 是 比例 系数 。 这 些 系数 都 与 温度 有 关 ， 在 温度 变 
化 比较 小 的 范围 内 , 式 (12.12-1) 中 零 次 项 和 一 次 项 各 系数 与 温度 变化 有 以 下 关系 : 

Dr = Dro + DrrT, 

D(SF); = [Us — Drs, AT ](SF);; 

Р5Е» = [Uo + DrzxA T ICSF», 

DsCSF)s = [—U,; + О АТ СЕ), (12.12-2) 
Et, T 是 浮 被 平均 温度 ; ДТ, АТ,, АТ. 分 别 是 沿 输入 、 输 出 、 自 旋 轴 的 平均 温度 梯 
№; Us, U, 是 沿 自 旋 轴 和 输入 轴 的 质量 失 配 ; U, 是 沿 输出 轴 的 比 力 引起 的 漂移 分 量 的 
比例 系数 ; Drr, Drsis Dros Dris 是 温度 系数 。 

当 环 境 温 度 有 了 变化 时 ， 必 有 然 引 起 陀螺 内 部 温度 场 的 变化 ,同时 将 出 现 浮 被 的 对 流 ， 
从 而 产生 粘 滞 型 误差 力 怎 。 本 来 , 液 浮 陀 螺 由 于 减 小 了 摩擦 力矩 而 提高 了 精度 ,但 当 温 度 
变化 引起 粘 请 型 误差 力矩 时 ， 却 又 影响 了 精度 的 进一步 提高 。 如 果 能 采取 温度 控制 的 方 
法 ,控制 陀螺 内 部 温度 场 的 形态 , 减 小 温度 因素 对 各 主要 系数 的 影响 , 这 将 为 陀螺 在 系统 
中 运用 时 ,进行 误差 分 离 和 补偿 创造 便利 条 件 , 同 时 还 能 减 小 漂移 量 。 这 就 是 陀螺 温度 控 
制 问题 的 物理 背景 . 

热 扰动 分 为 外 部 扰动 和 内 部 扰动 两 种 。 内 部 热 扰动 主要 是 力矩 器 和 转子 蕊 达 的 功率 
损耗 产生 的 热量 。 由 于 力矩 器 通常 采用 等 幅 电流 的 正 负 相 位 调制 方法 ， 其 电流 平方 为 常 
值 ， 故 产生 的 热 功 率 可 以 认为 是 常数 ,转子 的 功率 耗损 在 长 期 工作 中 也 是 基本 稳定 的 . 
所 以 在 下 面 讨论 中 ,我 们 假定 内 部 热源 总 处 于 稳 态 、 

”外 部 热 扰 动 是 由 于 环境 温度 变化 引起 陀螺 同 外 部 环境 的 热 交 换 而 产生 的 热 扰 动 。 固 
体 和 气体 的 热 交换 有 三 个 因素 .第 一 ,边界 面 热传导 服从 传 里 叶 定律 | 
qiCx) = J(z)[ T G) — T.(x)], (12.12-3) 
其 中 T(x) 是 固体 在 边界 面 上 的 温度 ，7.(x) 是 环境 温度 .f(x) 是 比例 因子 ,在 常温 下 
HS T, T. EX. 第 二 ,边界 面 热 辐射 服从 于 波 耳 兹 曼 《Baltzman》 定 律 
9:69) = RATTI) — ТК), (12.12-4) 
k 是 波 耳 冀 曼 常数 ，4(*) 取决 于 材料 表面 物理 性 质 的 参数 。 第 三 ,对 流 热 交 换 这 一 项 比 
较 复杂 , 同 许多 因素 有 关 , 还 有 待 于 气体 热 动力 学 的 研究 .。 但 可 以 肯定 的 是 这 一 项 q; (=) 
是 连续 依赖 于 TO), T.G), ЖЕ ТО) 的 单调 递增 函数 ， 同 时 又 是 T.G) 的 单调 
递减 函数 。 总 之 ,在 边界 上 同 环境 的 热 交换 率 可 表达 成 : | 
` QG) = gaa) + 00) + в) = Px, ТО), T.G). (12.12-5) 
Dla, T, T) 对 工 是 严格 单调 递增 函数 ,对 T. 是 严格 单调 递减 函数 ,并 且 对 T, Te 的 依 
赖 具有 相当 的 光滑 性 ， | 

值得 注意 的 是 ,关于 流体 力学 中 的 诺 维 尔 一 斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 的 稳 态 解 有 
一 个 重要 性 质 : 在 每 一 特定 场合 ,存在 总 体 稳 定性 雷诺 (Reynold》 数 Re, 当 雷 诺 数 R< R; 
时 ,流体 有 了 唯一 确定 的 稳定 运动 。 当 R > R; 时 ， 流 体 存 在 至 少 两 种 稳定 的 运动 , 甚至 
EMAR, BARDE HERSES LA ME, 因而 对 浮 液 来 说 , 存在 至 少 两 
种 可 能 的 误差 粘 清 力 矩 ， 由 于 尺 正 比 于 р, ”是 液体 的 粘度 ,而 粘度 又 正比 于 温度 ， 风 
此 ,今后 我 们 假定 陀螺 充 液 部 分 的 几何 特性 和 浮 被 工作 点 的 设计 ,将 使 运转 时 的 雷诺 数 R 
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永远 小 于 Re。 于 是 稳 态 的 温度 场 连续 唯一 地 决定 了 一 种 运动 ,从 而 连续 唯一 地 决定 了 一 
Ваю. 

进行 温度 控制 的 设备 有 : 分 布 热 敏 系数 的 温度 传感器 ,分 布 电阻 的 电热 片 ,有 限 个 固 
体 放大 器 ,用 它们 来 构成 闭环 控制 器 . 

温度 控制 的 目的 是 ,针对 外 面 环 境 的 变化 。 用 若干 个 分 布 型 温度 传感器 , 分 布 型 电热 
片 构成 有 限 个 控制 带路 ,使 对 流 型 误差 力矩 较为 稳定 ,并 且 使 它 随 环 境 温 度 变化 而 变化 最 
小 。 . 
AFO ВЕ Е 4 ЯНЕ НО, MWEE HARA PER eSP Etu th ВИНА š zb 
于 稳 态 条 件 下 ,所 以 ,我 们 讨论 稳 态 下 的 最 优 控制 问题 . 

温度 热传导 过 程 可 用 第 12.1 节 所 讲 到 的 抛物 型 方程 来 描述 . 设 2 是 三 维 欧 氏 空间 
R, 中 开 连 通 有 界 集 , 其 边界 为 00、R. 一 {1,: 0j。 受 控 对 象 热 传导 方程 是 


сбор ЭТ» = 一 > 29 (kia) 22 H) + E R, x 0, 


i j=1 


(12.12-6) 


— > Kua); са = O(x,TG,x), ТКУ) — Ort), Ct, x) € R, X 80, 


(12.12-7) 
其 中 сбх) EHER, о(х) EBRE, Kul) = K) 是 热传导 系数 ，T(r*。x) 是 温度 场 
Аж, T.G, х) 是 边界 上 环境 温度 分 布 ，fC:, ERRADH Orki x) 是 供 选择 
的 控制 作用 ，x; 是 边界 00 的 外 法 线 向 量 的 分 量 ，@Cx, T, ТЕН ВОВ, 
如 同 前 述 . 
由 于 限定 考虑 稳 态 过 程 ， 所 以 我 们 考虑 下 述 燃 圆 型 方程 的 边界 控制 问题 CP o 
oT 


a TOF 
> У, 20. (кб) 22) +, x) = 0, z€ 0, (12.12-8) 
一 > K, (an; 2т == Ф(х, T(x), Т(х)) — Ф.(х), z € 00. (12.12-9) 
考虑 到 浮 液 工作 温度 的 要 求 。_ 般 可 将 gxr(x) 分 为 两 项 
| Ф. (ж) = Bax) — Ф/(х), | (12.12-10) 


Ж Ф(х) 为 标 称 的 加 热 工作 点 ，8@.(x) 用 于 闭环 反馈 作用 .因此 ， 问题 式 (12.12-6)。 
《12.12-7) 可 分 解 为 下 述 问题 : 


У 2 (к, (x) 51) + х) = 0, хє OQ, (12.12-11) 
пів 1 і 
一 > Ки бх)", 21, = Ф, (ж) + Ф(х, Ti, Т), x€ 90; (12.12-12) 
Xi 


#1=1 


以 及 


Nn 
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3 
у ° (косо 2) =`0, x€ 0, C12.12-13) 
а Өх; дх; 


3 в i В 
一 У! KiCx)n; 21, = —Ф.(х) + Dlx, T, + Tis T) — Ф(х, Т, TO, x€ Q. 
ТЕК! х; 


12.12-14) 
式 (12.12-14) 可 以 线性 化 为 | 


— > Kylan; 5 


НИ Tel) 下 的 内 部 温度 分 布 TiCx)， 
式 (12.12-13),(12.12-14) 或 (12.12-15) 的 解 ТКЮ 是 当 环境 温度 分 布 对 标 称 信 了 .Cx) 的 
偏离 温度 分 布 .而 ТСО = T) + ТК 是 原来 问题 式 (12.12-8),C12.12-9) 的 解 .由 


于 Ф(х, T, ТОЖ T, T. 的 依赖 性 相当 光滑 ,可 令 中 (x) 一 2 Ф(х, Ty, T), (х) = 


= —@,(x) + ÈT — ФСТ. — T), «600. (12.12-15) 


Tu T). ROR Т, T, 的 严格 递增 和 递减 性 质 ， 所 以 有 $) > 0, 


$x) <0, 
经 这 样 分 解 后 ， 现 在 研究 式 (12.12-13) ,(12.12-15) 的 边界 控制 问题 。 取 Ф.х) = 
Ф.(х) 十 Ф(х)СТ Кх) — T <=, = 


aa эг) =o, x€, (12.12-16) 


> Кот + ФТС) = OC), хе OQ (12.12-17) 


的 边界 控制 问题 . 其 中 в o, 对 КС), $,(х) 和 grCx) 的 光滑 性 作 了 一 些 候 
定之 后 ,在 文献 [29] 中 证 明了 , 式 (12.12-16), (12.12-17) 存 在 唯一 正则 解 , 且 同 下 列 积分 
方程 的 解 等 价 : 


T(x) = 2 | ce MEM Ar, xE, (12.12-18) 


ECE) = 一 2 [| РСС, MEMA + CE), š 09, (12.12-19) 


其 中 5 一 D) ЮО» 2 ФО). НВ РЕНО НИХ Cx， 
п). ЕЕ x< EAERI, WC, g) 一 W (n, z), НН 

T(x) = | we, Фра. с. (12.12-20) 
ERAN ФС 190) BJ, TCX) e CICOP, АЙ, TRR 12102-20) 来 定义 原 加 
题 的 广义 解 。 又 因 核 函数 WO x) 在 x °< n 上 连续 , М 0, 一 3(x — x), вед 


1) CHU (Q) 是 连续 函数 类 , 但 对 其 中 函数 加 了 某 些 限制 ,请 看 文献 [29] , 
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Еў, TC) = W(x, x) = | (а, ТЯ — ждать x < к. RSU (1212-20) 看 成 是 


190) 到 1:000) 的 算 子 时 , 它 是 自 伴 紧 算 子 , 所 有 本 征 值 是 实数 并 有 界 ,本 征 子 空间 
是 有 穷 维 的 , 零 是 本 征 值 的 唯一 聚 点 . 

ВЕЗЕ, ВО РТ, DrsATs, DrwATo, DnsATi. 在 
标 称 环境 温度 T. 下 ,陀螺 内 部 是 标 称 温度 场 ,陀螺 转子 呈现 中 性 莫 浮 状态 .此 时 按 比例 状 
态 分 离 的 各 主要 线性 误差 系数 分 别 记 成 Dr = Da + DrrTi,Us = Us — DrsrAsT U = 
U, + DrmAoT1，Di = Uj 一 DrisA1T!， 当 环境 温度 变化 成 T. 时 ,内 部 温度 场 同 标 称 温度 
场 发 生 偏离 ,这 个 偏离 的 温度 分 布 是 式 (12.12~16),《12.12-17) 的 解 ， 上述 各 系数 分 别 发 
Æ DrzT， 一 DrsiAsT，DrwAoT， 一 DrisA1T 的 偏差 . 

车 取 ro хо, x АННА АНЕ 1, 0,5 WEA, А T, AT, AT, AT 分 


HE тс», ОТОО, PT, ЭТО 诸 梯 度 分 量 在 9 上 的 积分 平均 值 aT adas 


OT(x) ӘТ(х) ӨТ (х) | a 
Í. aG) 20 ax, 人 aG) PT ах, |. aa) 204r, 其 中 0 < aG) <<, 


ai(X)E c@), = 1,2,3, 4, 
当 考 志 椭 圆 方程 的 狄 里 克 雷 (Dirichlet2 问题 时 ， 


3 СІ | 
25 әк, Әх; (косю A 0, x€ 9, (12.12-21) 
Т(х) = ТКх), хє 00, (12.12-22) 


则 由 T 决定 的 解 工 的 关系 是 由 LOOO 到 一 阶 索 波 列 夫 空间 HO 的 线性 连续 映 象 . 
因而 РТ, —DrsiAsT, DrooAo7 ， —Dris Av T. 是 1,099) 中 的 线性 泛 24, 即 存 在 
q Ca) € 1.029), i= 1,2,3, 4, 使 


M, = DrrT = j, Тома, 
М, 一 一 DisrAs7 = L Т(х)фХх)2,0, 
M, = РАТ == |. Тод. Са, а, 


M, = — Drs T = | TOdo, (12.12-23) 


式 内 do 是 边界 上 的 面积 元 素 . 
控制 的 目的 是 使 温度 因素 引起 的 误差 变化 为 最 小 , 故 定义 指标 泛 函 为 


4 
= у), | (12.12-24) 
i=1 i 


其 中 是 设计 者 根据 实际 问题 需要 确定 的 加 权 因 子 。 假定 控制 作用 的 功率 是 有 限制 
的 , 即 | 


[оао < c, G12.12-25) 
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在 条 件 式 (12.12-25) 的 限制 下 ,使 7 取 极 小 值 。 这 个 限制 也 可 取 成 下 述 的 最 优 指 标 : 


J 二 J 十 一 | GO, А> 0, (12.12-26) 
因此 功率 限制 条 件 可 以 通过 调节 的 大 小 来 达到 。 由 上 述 定义 知道 
mi = | ооо Тана, (1212-27) 


/= |, Фа + | |, Т(х)4(х, Т(Е)4оаю, (12.12-28) 


AG, $) = > оф, Сх)ф: СЕ). (12.12-29) 


控制 的 结果 使 J 取 极 小 ,就 意味 着 在 控制 功率 限制 条 件 下 , 温度 因素 的 变化 取 极 小 , 从 而 
使 陀螺 漂移 按 式 (12.12-17 分 解 的 主要 系数 因 温 度 变 化 而 引起 的 变化 最 小 ， 
有 了 指标 后 , 可 以 提出 如 下 最 优 边界 控制 问题 : Ж Ф.С) Fj ТС) [оо 的 关系 ,使 


TG) = | WG, ГО) + $;GDCT,GD 一 元 (7]dsr，《〈12.12-30) 


并 使 了 取 极 小 值 ， 下 面 ,我 们 应 用 泛 函 变 分 ( 弱 变 分 ?来 解决 这 个 问题 ， 
对 任意 给 定 的 T.Cxz)，xe02， 对 更 作 绊 变 分 , 则 


5T(x) 一 |, W (x, Е)6Ф(Ф)аю (12.12-31) 
XIN 4(х, & = ACE, x)， 所 以 了 的 变 分 为 
7] = j 2 p (x36@,C(x)d,z + Í | 2T(Ë)A(xw, £560,(x)d.cd,z 
99 А 92/99 
= ja Ф.(х)6Ф,(х)4,с 
+ [L 2TA E) | WG, е0, Кабана 
99 Jal о 


= 2 „|20 + | fa TEA DWC, x)assa Фан 


= Í Dx) ' _ 
afal 1 + [НС БТС) |8Ф Сао, (12.12-32) 


其 中 
HCx, $) 一 |, A: EDW Q, х)а,о. (12.12-33) 


ШЖ O) 是 最 优 控制 ,应 有 
5] = 0, (12.12-34) 


那么 最 优 控制 应 为 
Фа) 一 一 | HC, ТО 


一 一 | js > = ma ис, a T Edo 
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15 1 (| Со, oso) DT Das ) (1212-35) 
因而 I | | 
I= | waa + | [и ИФ + ФСТ — 7.00014, 


Dy AOL G, WEDS) + OKT — ТАБУ 


__ 1 ar 4 1 А _ = 
= | ooDd + >] 1 ІА ИДЕК + $. ст. — ГАУ 


У С 


+> 1 К |, wo, maae] [e GO + BNT) — тю]. 
| | (12.12-36) 


由 此 可 以 看 出 , J 在 12090) БФ, 是 二 次 同 泛 函 ， 因 为 
lm Ф.) = + о, (1212-37) 
ИФ Л адут 


故 极 小 值 存在 ,因此 最 优 控制 存在 ,并 具有 式 (12.12-357 的 形式 ， 


再 令 
М(х) 一 ТОТА x)d,r, i= 1,2,3, 4, (12.12-38) 
则 观测 值 为 
т, 一 |, т Стао» 112,3, 4. (12.12-39) 
最 优 控制 变 成 | 
Ф) = — 54 мот, | © (1212-40) 


也 就 是 在 8 的 边界 829 E, писання p(x) 的 最 优 温 度 传感器， 使 四 个 加 
热电 流 (其 平方 值 为 Т) 分 别 以 — = = 的 增益 ， 并 通过 阻抗 密度 为 Mi:(x)》 的 加 热 片 ; 就 


可 以 实现 最 优 控制 ， | 
实现 最 优 控制 所 需要 的 参量 Ha), W (x, n) 和 M.G АВАГА ИОВ 
到 。 前 已 指出 ， ` 


T(x) = W(x,y) — 人 W (x, n) 一 Ум, А 12.12-41) 


Вр W (x, y), 是 在 标 称 的 环境 温度 下 , 在 60 L y 处 作用 以 单位 点 热源 后 ， 量 得 的 稳 态 表 
面 温度 分 布 ， 而 


мк = | IGO, Фа (12.12-42) 
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是 在 标 称 环境 温度 T. F, Æ xz 点 处 作用 以 单位 点 热源 后 ， 分 离 出 的 诸 主要 误差 系数 
Drs Di, Ds, Do 同 在 标 称 温 度 下 ,无 其 它 扰动 时 的 诸 系数 Dro р, Dos Ds 的 增 量 , 即 

M Ga) = D; — Dr, 

M: = Р, 一 Di, 

М(х) 一 D, 一 Р,, 

М.ж) = D; — D;. (12.12-43) 
而 ФС) 可 通过 已 知 量 М,(х), Сх, у) 按 式 (12.12-38) 求 逆 来 逼近 . 

在 工程 实现 时 ,温度 量 测 可 由 六 个 温度 传感器 测 到 的 20 上 一 些 点 的 温度 插值 求 出 。 


То 一 > giCx)T;, 


其 中 . 

Ў. = j. Т(х)8(х — х;)0,0, 
或 

F = | T(x)aCx) du0. 


Т; = L AE > (Та 


М 
- >) |, фе Сх) оТ, і = 1,2,3, 4. (12.12-44) 
j=1 


И ПА bx) 2 0, А == 1, 2, +", M. 通过 与 放 
大 器 组 闭合 来 实现 最 优 有 逼近 ， 选 {Св}, i= 1,2,3, 4; Қ = 1, 2, M, 使 


У G;xb,( x) = M (х) = [весь х)4,0 | 
А = 1 
上 式 在 下 述 意 义 下 成 六 : 


M 、 | 
| MG) — У) Gabi) Pda = min, i= 1,2,3, 4, 
80 k= Gik ， 


故 . 
|м, | 
Ga ——— i= 1,2534; k =1,2, +, М, 
EEr | 
692 
此 时 近似 最 优 控制 为 
4 1 м _ 
B(x) 一 一 2 > z > ДЭ) >(.. TOROA ?, 


M N 4 G 
k >, >; (> = |саат) P Gy, 
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又 令 
4 с. 
Ан = > = |. pig LMd, 
则 | 
Ëa 
ÊL) = РАСЫ), bux))| : | 
Deu 
而 
Фа T, 
; = (Axi) : 5 
Ф.м Тк ’ 


AF (4) 是 M XN 阶 和 矩阵。 可 以 看 出 ,这 样 的 控制 规律 是 很 容易 实现 的 ， 
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